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1. 総括班活動報告





1 活動の概略

今年度は，国際会議１件，電子情報通信学会の
チュートリアル企画１件，ミニ研究集会５件，全
体会議１件，幹事会３件のように集会を行った．
さらに計画中の集会として，特定領域研究「確率
的情報処理」との合同研究集会と，電子情報通信
学会の回路とシステム軽井沢ワークショップでの
招待講演セッションがある．そして海外からの６
名研究者を招聘（上記の国際会議の招待講演者を
除く）し，ポスドクを１名雇用した．また，会員間
の情報交換のためのニュースレターの発行を開始
した（2004年度は２号発行）．その他には，教科
書シリーズやジャーナルの発行の可能性を探って
出版社などと交渉を開始している．それぞれの概
要を以下で説明し，必要に応じて詳細を次節以降
に記す．なお，全体会議と幹事会の詳細は，ニュー
スレターを参照のこと．

国際会議
本特定領域研究の主催で，以下の国際会議を
開催した．

会議名 Workshop on New Horizons in
Computing — Recent Trend in The-
oretical Computer Science

日程 2005年 2月 28日～3月 3日

場所 京都ロイヤルホテル（京都市中京区河
原町三条上る）

内容 招待講演 21件（うち外国人 19名）と
一般講演 8件

参加者 約 140名

チュートリアル企画
電子情報通信学会 2005年総合大会において
チュートリアル企画を行った．

企画名 計算限界の中心で解法を叫ぶ

日時 2005年 3月 23日 13時～17時

場所 大阪大学 豊中キャンパス

内容 第一部：講演４件．第二部：問題相談
コーナー（全６ブース）

軽井沢ワークショップ企画（計画）
本特定領域研究の広報などのために，第 18
回回路とシステム軽井沢ワークショップにお
いて招待講演を計画している．

日時 2005年 4月 26日 9:30～12:00

場所 軽井沢プリンスホテル 西館

合同研究集会（計画）
特定領域研究「確率的情報処理」との共同開
催の研究集会「ランダムネスと計算 (Ran-
domness and Computation)」を計画してい
る．

日程 2005年 7月 18日～22日

場所 仙台国際センター

ミニ研究集会
研究を活性化するために，テーマ毎のミニ研
究集会を奨励した．以下の５件が実施された．

「研究の種をいかに育てるか」
2005年 3月 12日, 北陸先端科学技術大
学院大学

「グラフアルゴリズム」
2005年 3月 19日, 日本大学 文理学部

「量子計算」
2005年 3月 26日, 電気通信大学

「論理関数」
2005年 3月 28日, 九州工業大学天神サ
テライトキャンパス

「列挙アルゴリズム」
2005年 3月 29日～31日, 群馬大学 伊
香保研修所

全体会議

日時 2004年 10月 13日　 13時 50分～17時
30分

場所 東北大学

内容 講演（キーノートスピーチ）２件
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• 永持仁 (京都大学): Approximation
Algorithms for the Minmax Sub-
tree Cover

• 青木孝文 (東北大学): 位相情報を用
いた画像マッチングとその応用—
ピクセルとピクセルの間をみる技
術 —

全体討論

幹事会
本特定領域研究は，総括班に数名加えた幹事
団によって運営される．本年度は幹事会を３
回の幹事会を行った．

メンバー (17名) 浅野孝夫（中央大），浅野
哲夫（北陸先端大），伊藤大雄（京大），
岩間一雄（京大），宇野毅明（国立情報
学研究所），加藤直樹（京大），櫻井幸
一（九大），杉原厚吉（東大），瀧本英
二（東北大），田中圭介（東工大），徳
山豪（東北大），西関隆夫（東北大），
平田富夫（名大），堀山貴史（京大），
牧野和久（阪大），山下雅史（九大），
渡辺治（東工大）．

第１回 2004年 7月 27日 17時～20時, 京都
大学

第２回 2004年 10月 13日 12時～13時 40
分, 東北大学

第３回 2005年 3月 2日 20時～21時, 京都
ロイヤルホテル（兼 国際会議ビジネス
ミーティング）

教科書・ジャーナル
人材の育成としての教科書シリーズの発行，
研究成果発表の場としてのジャーナルの発行
の可能性を探るため，担当者を決め検討を開
始した．初年度は色々な可能性を探っている
段階である．

ニュースレター
会員間の情報交換のため，年４回発行を目指
して発行が開始された．新年度は年度途中か

らなので 11月に第１号，3月に第２号が発
行された．

招聘研究者
以下の研究者を招聘した．なお，*印は国際
会議の招待講演者でもある．

1. Susanne Albers (University Freiburg),
2005.2.26–2005.3.5 *

2. Wolfgang Bein (University of Nevada,
Las Vegas), 2004.12.11–2005.1.15

3. Avrim Blum (Carnegie Mellon Univer-
sity), 2005.2.21–2005.3.5 *

4. Timothy Chan (University of Warter-
loo), 2005.2.26–2005.3.3 *

5. Richard Cole (New York University),
2005.2.26–2005.3.5 *

6. Josep Diaz (Universitat Politecnica de
Catalunya), 2005.2.22–2005.3.5 *

7. Peter Eades (University of Sydney),
2005.2.27–2005.3.31

8. Herbert Edelsbrunner (Duke Univer-
sity), 2005.2.26–2005.3.4 *

9. Martin Farach-Colton (Rutgers Uni-
versity), 2005.2.23–2005.3.3 *

10. Uriel Feige (the Weizmann Institute),
2005.2.26–2005.3.6 *

11. Lisa Fleischer (IBM), 2005.2.26–
2005.3.5 *

12. Lance Fortnow (University of
Chicago), 2005.2.25–2005.3.4 *

13. Seok-Hee Hong (University of Syd-
ney), 2005.3.9–2005.3.21

14. Tao Jiang (University of California-
Riverside), 2005.2.26–2005.3.4 *

15. Oded Lachish (Haifa University),
2005.1.26–2005.2.18

16. Ming Li (University of Waterloo),
2005.2.27–2005.2.28 *

17. Andrezj Lingas (Lund University),
2005.1.26–2005.2.28
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18. Jiri Matousek (Charles University,
Prague), 2005.2.28–2005.4.8 *

19. Shan Muthukrishnan (Rutgers Univer-
sity), 2005.2.26–2005.3.5 *

20. Seffi Naor (Technion Israel Institute of
Technology), 2005.2.26–2005.3.5 *

21. Saidur Rahman (Bangladesh Univer-
sity of Engineering and Technology),
2004.12.22–2005.3.11

22. R. Ravi (Carnegie Mellon University),
2005.2.25–2005.3.6 *

23. David B. Shmoys (Cornell Universi-
tyq), 2005.2.26–2005.3.2 *

24. Mikkel Thorup (AT&T), 2005.2.19–
2005.3.4 *

25. Uri Zwick (Tel Aviv University),
2005.2.21–2005.3.21 *

ポスドク
若手の支援と育成のためにポスドクを雇用す
る．本年度は１名の採用を行った．

氏名 稲永俊介

期間 2005年 1月 1日～3月 31日

機関 九州大学

2 教科書シリーズ

担当者： 杉原厚吉 (東京大学)，室田一雄 (東京
大学)，山下雅史 (九州大学)，渡辺治 (東京工業
大学)

本特定領域がカバーしようとしている計算の分
野の重要性とおもしろさを伝えるとともに，この
分野の次世代を背負う人材の養成に役立つ体系的
な教科書作りをめざして検討を始めた．幸い，共
立出版 (株)が，本企画に協力していただけるこ
とになった．共立出版の編集部とともに，2004年
12月 22日，2005年 1月 31日，2月 1日，3月 11
日に編集会議を開き，次のような概要を固めた．
本教科書シリーズ名は「アルゴリズム・サイエ

ンス　シリーズ」とする．

時代の要請として，次の三点を特に意識して編
成を考える：(1) 並列計算機や分散計算環境が容
易に手に入る時代となり，このような新しい計算
環境を生かして問題を解決するための新しい解法
が必要とされている；(2) バイオインフォマティッ
クスやナノ技術など多くの応用分野が巨大な問題
を上手に扱うための新しい計算パラダイムを必要
としている；(3) 情報セキュリティという重要な
応用分野の出現によって，従来は応用に乏しい理
論研究と考えられていた整数論や計算困難性理論
が実学として期待されるようになった．
これらの時代要請を踏まえた上で，広い読者層
に対応できるよう，シリーズ全体の構成を次の 3
階層とする．

1. 若い人へ「アルゴリズム」に対する興味・関
心・問題意識を喚起するもの（入門編：大学
１，２年生が主対象）．理論や手法を手がかり
とした「入口からの超入門」と，応用分野の
話題を手がかりとした「出口からの超入門」
の２編構成とする．

2. 基本的手法あるいは今まで取り上げられてい
ない興味深い手法をわかりやすく解説するも
の（手法編：大学３，４年生が主対象）．「分
散アルゴリズム」，「確率アルゴリズム」，「オ
ンラインアルゴリズム」などを含めて７編程
度の構成とする．

3. 注目度の高い具体的な問題に結びつけて，研
究へのモチベーションを高めるもの（応用編：
学部上級から大学院生が主対象）．バイオイ
ンフォマティックス，データマイニングなど
４，５編の構成とする．

以上のような基本方針を固め，現在，具体的な
各編の構成と執筆者の決定作業を行っている．入
門編の２冊は，2005年 9月末脱稿，その他は 2006
年 3月末脱稿をめざし，順次発行していく予定で
ある．

3 ジャーナル刊行

担当者： 徳山豪 (東北大学)

本特定領域研究の研究成果の発表の場として，
新しいジャーナルの刊行を行う事の是非について，
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平成 16年 10月 13日の全体会議で討論を行った．
現状では，本特定領域研究の主要なメンバーは主
に海外の一流紙に英文で発表しており，また，学
生の論文発表の場も整備されているという状況で
あることから，通常の印刷体としてのジャーナル
を新規に発足させる事にはメリットが少なく，ま
たプロジェクト終了後の継続性にも問題がある．
更に情報科学のプロジェクトとしては，現代的な
電子媒体による情報交換を考えるほうが自然で
あり，実用的である．従って，主に速報的な電子
ジャーナルもしくはプレプリントのアーカイブシ
ステムとしての実現性について意見交換を行った．
　特にプレプリントのアーカイブシステムについ
ては海外で様々のシステムがあるが，日本の当分
野では公式のものは無いので，実現性についての
検討を行う担当者（東北大学，徳山）を決めた．　
要望が多数ないと実現のメリットが無いのと同時
に多くのメンバーが自発的にプレプリントを提出
するという条件が必須であるので，メンバーから
の要望や意見を担当者の元に集計するという事と
なった．また，著作権や継続性等についての問題，
検索や保守，情報管理・セキュリティーなどデー
タベースとしてのシステム構築の費用や手間につ
いての検討も行う．　要望によりアーカイブシス
テムを実現する場合は，まずは非公式の実験シス
テムとして平成 17年度に開始する予定である．

4 ニュースレター

担当者： 宇野毅明 (国立情報学研究所), 牧野
和久 (大阪大学)

ニュースレターは，特定領域・新世代の計算限
界のメンバーの情報交換と交流を目的とした情報
発信誌となるべく企画された．近年，個別の研究
成果に関しては多くの情報が簡単に手に入るよう
になったが，その裏に隠れている，研究者の思想
や，研究推進のノウハウ，基礎的なアイディアと
いった点については，目に付かずに隠れている場
合が多い．具体的は，研究のゴールどこに設定し
ているか，この理論のアイディアはどのあたりか
らどのように設定していたのか，この研究におい
て主観的に評価の高いところはどこであるか，今
後どのようなテーマがありうるか，応用，他分野

などからの反応，問われている必要性はどのよう
なものであるか，といった点である．このような
事柄を広く研究者間で共有することは，日本のア
ルゴリズム研究の全身のためになくてはならない
ことである．しかし，現時点でこのような情報を
効率良く収集することは，それほど容易なことで
はなく，各研究者の個人的なつながりを中心とし
て細々と行われているにとどまっている．
ニュースレターは，このような研究者間の情報
交換を促進させることを目的として企画された．
年 3-4回の発行を行い，毎回，いくつかの研究関
連の記事と，特定領域のスケジュール・活動報告
と，各研究者の活動予定などを掲載する．本年度
は，第 1号を 11月初旬に，第 2号を 3月初旬に
発行した．
各号は電子メールで配布を行う．短い記事や連

絡事項は全て掲載するが，長い記事，イベントの
詳細などは webページに掲載し，簡便に閲覧で
きる電子メール媒体と，詳細を効率よく閲覧でき
る webページにてお互いを補完する．web 版は，
現在

http://keisan-genkai.lab2.kuis.kyoto-u.ac.jp/
newsletter/news1.html

http://keisan-genkai.lab2.kuis.kyoto-u.ac.jp/
newsletter/news2.html

に掲載してある．
情報交換のため，各号に１つ，2000-4000字程
度研究に関わる記事を掲載する．これは，１つの
研究課題が担当する．通常，このようなニュース
レターでは，研究成果を報告するのが一般的であ
るが，この特定領域では「研究者の交流」に焦点
を当てたいため，「研究の成果以外」の記事を，面
白く解説する．例えば，最近参加した国際会議の
情報を，どのようなものが流行っていたか，何が
面白かったか，などの主観的な解説を交えて報告
したり，最近考えている問題，あるいはオープン
問題を，この辺までは解けるがここがうまくいか
ない，といった解説を交えて紹介する，という形
である．
また，研究者間の交流を促進するため，各研究

者の，国内外の会議への出席予定を集約して掲載
する．研究者の交流には，顔をあわせる回数を増
やすことが肝要であり，他の研究者の参加予定が
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わかれば，会議への出席のモチベーションを高め，
ディスカッションや研究成果を生むきっかけにも
なる．
以下に，今年度発行した第 1号・第 2号につい

て，それらの目次を示す．
第 1号目次:

1. 特定研究「新世代の計算限界」のスタートに当って
－ 岩間 一雄 (京都大学)

2. 特定領域研究「新世代の計算限界」の発足を祝う
－ 稲垣 康善 (愛知県立大学)

3. 寄稿: An introduction to the puzzle of European
research funding － Josep Diaz

(スペイン・カタロニア工科大学)
４．2004年度第２回幹事会・第１回全体討論概要

－ 事務局
５．イベントカレンダー

第 2号目次:

1. ボロノイ図とその応用国際シンポジウムを開催して
－ 杉原厚吉 (東京大学)

2. NHC Workshop Business Meeting (兼 2004年度
第３回幹事会) 議事録 － 事務局

3. イベントカレンダー ＋ 事務連絡
4. このニュースレターについて
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NHC国際会議

担当者: 岩間一雄 (京都大学)，徳山豪 (東北大学)，
Magnus Halldorsson (アイスランド大学)，

伊藤大雄，堀山貴史 (京都大学)

1 会議のあらまし

本特定領域研究のキックオフ国際会議として，
平成 15年 2月 28日から 3月 3日の 4日間，京
都市京都ロイヤルホテルにおいてWorkshop on
New Horizon in Computing – Recent Trend in
Theoretical Computer Science (略称：NHC国際
会議)を開催した．　岩間一雄（京都大学）を会議
委員長とし，徳山豪（東北大学）と Magnus Hall-
dorsson（アイスランド大学）がプログラム作成，
伊藤大雄，堀山貴史（京都大学）がローカルアレ
ンジ，を担当した．

招待講演者として，Susanne Albers (Freiburg),
Avrim Blum (CMU), Timothy Chan (Water-
loo), Richard Cole (NYU), Josep Diaz (UPC),
Herbert Edelsbrunner (Duke), Martin Farach-
Colton (Rutgers), Uriel Feige (Weizmann), Lisa
Fleischer (IBM), Lance Fortnow (Chicago),
Tao Jiang (UC Riverside), Ming Li (Wa-
terloo), Kazuhisa Makino (Osaka) Jiri Ma-
tousek (Charles), S. Muthukrishnan (Rutgers),
Seffi Naor (Technion), R. Ravi (CMU), David
Shmoys (Cornell), Mikkel Thorup (AT&T) , Os-
amu Watanabe (Tokyo Inst. Tech.) ,Uri Zwick
(Tel-Aviv) の 21人の世界最前線の研究者にそれ
ぞれ 50分の講演を依頼し，その他，8件の日本人
講演者による 20分講演（Short Talk）と，2回の
Discussionセッション（計 3時間）及び今後の国
際交流計画に関するビジネスミーティングを行っ
た．4日間とも朝 8時 40分開始というスケジュー
ルで密度の高い討議が行われた．参加者は，海外
からの聴衆も含め，約 140人であり，学生の参加
者も多数であった．招待講演者にはそれぞれ下記
のような会議の目的に賛同して講演を準備しても
らい，計算限界への挑戦のための様々なモデルや
手法について，研究の動機・歴史と共に最新の進
展の紹介が行われた．

2 会議の目的

本国際会議の主たる目的は，「理論的な計算限界
によるさまざまな困難を解明し打破する」という
特定領域研究の目標への最先端アプローチの調査
と，世界的な共同研究体制の構築である．具体的
には世界的に進んでいる様々な新しい理論モデル
や計算理論の最先端を，最前線の研究者の講演に
よって紹介し，更に彼らとの討議により，本特定
領域研究の研究者の考えているモデルや理論への
新しいアイデアの導入や意見交流を図るものであ
る．なお，英文でWEB上で公開し世界に発信し
た，より詳細な会議のObjectiveは下記（一部抜
粋）のものである．

The category of intractable (typically NP-
hard) problems includes great many problems
of fundamental and practical importance. When
we encounter such a problem, we are forced to
try to solve it in some way within a reasonable
amount of time. This is generally bound to lead
to a sacrifice on the optimality of the solution.
In that case it is much preferable to be able to
use an algorithm for which we know the maxi-
mum amount of this sacrifice mathematically or
whose performance is rigorously guaranteed. In
the past two decades, researchers have spent a
lot of effort towards this goal, i.e., studying how
to guarantee the performance of combinatorial
optimization algorithms. Fortunately our level
of knowledge on this topic has dramatically im-
proved.　（中略）

This line of research has recently been ex-
panded into several interesting directions, pro-
viding new models for the design and analysis
of contemporary algorithms, such as those for
property testing, lattice problems, extraction,
drawing, meta heuristics, truthful auction, web
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graphs, data mining, and many more. These
new trends are still emerging and the situation
is rapidly changing. To capture these many new
exciting opportunities for our research commu-
nity, a new theory project, ”New Horizons in
Computing” funded by the Ministry of Educa-
tion in Japan for the next four years, has started
in September 2004.

The NHC workshop is to kick off this
project, consisting of some 20 invited talks by
world-leading researchers. These will illustrate
cutting-edge research, explore current trends,
and glimpse future visions in theoretical com-
puter science.

3 会議の内容

第一線の研究者たちの講演はどれも熱気に溢れ
ていたが，特に招待講演に関してトピックを分類
して，簡単に内容を紹介する．

計算生物学における新しいモデルと進展

計算生物学は遺伝子解析に欠かせない分野であ
る．Ming Liによる講演では，Kolmogorov計算
量のバックグラウンドから生じたアイデアを用い
て彼らの開発したPatternHunterアルゴリズムが
紹介された．手法のキーポイントは最適にスペー
スの空いたシードパターンを用いる事にあり，現
在遺伝子の類似探索に用いられる Blastアルゴリ
ズム（スペースの無いシードパターンを用いる）
を理論・実用両面で凌駕する．T. Jiang による
講演は半遺伝子型（たとえば，血液型の A型表
示の半遺伝子型はAOまたはAA)の推定であり，
家系（の一部）の遺伝子型データから半遺伝子型
を推定する手法の最先端研究が紹介された．更
に,H. Edelsbrunnerは，計算幾何学の一分野とし
て最近注目されている計算位相幾何学において，
物体（多様体）からサンプルされた点集合から元
の物体の位相（ホモロジー）を推定する問題を取
り上げ，その計算生物学（プロテインマッチング）
への応用の解説を行った.

Stochastic Optimization のモデルと解析

組合せ構造を構築する時，データがオンライン
に入力され，過去に作成した構造に追加する形で

構築する問題（オンライン問題）は十数年ほど盛
んに研究されてきたが，モデルとして実用性に疑
問視される面があった．これに対し，データが何
段階かに分けて入力され，かつ，将来のデータ入
力がいくつかの仮想モデルから統計的に選ばれる
というモデル（Stochastic Optimization モデル）
がより現実的なモデルとして近年考案されている．
統計情報は，小規模なサンプルを数回取って推定
する．特にデータが 2段階に入力される場合を中
心に，最初のステージでのデータ構築が 2番目の
ステージでのデータ構築よりも安価であるという
仮定の元でシュタイナーネットワーク問題や施設
配置問題を例にして具体例と手法の概説と広範囲
の応用や研究現状をR. Raviが，数理計画法によ
るより詳細なアプローチを D. Shmoysが解説し
た．Stochastic Optimizationについては，モデル
自体が確立しているとは言えず，質疑や討議にお
いても，今後の研究課題が多いという印象であっ
た．

巨大データ・ストリームデータのアルゴリズム

メインメモリに載らない巨大なデータを処理す
るときに，外部記憶へのアクセス回数を減らす計
算モデルの研究として，ストリーム型アルゴリズ
ム（データは巨大な配列で，逐次読み取りを行うモ
デル）とキャッシュオブリビアスアルゴリズム（外
部データはブロックでメインメモリにキャッシュ
されるが，ブロックサイズや外部データへのアク
セス時間などのパラメタは与えられていない計算
モデル）の最先端の研究が紹介された．T. Chan
の講演は，幾何学データ処理に対するストリーム
型アルゴリズムがテーマであり，良く知られた中
央値問題や幾何学的中心点問題に対しても,　ス
トリームデータの場合では新しい技法が必要にな
ることを示し，計算幾何学での新しい分野の出現
を印象付けた．S. Muthukrishnanの講演はイン
ターネットのアクセスデータから不正アクセスを
検出する問題を例にしたストリーム型アルゴリズ
ムであり，講演の冒頭に示したパズル問題などへ
の反応など活発な意見交換を生んだ．M. Farach
Coltonの講演はキャッシュオブリビアスモデルと，
従来の 2次記憶モデルの比較に関する講演であっ
た． 現実の汎用計算機モデルでの大規模データ
処理における適切な理論モデルである事を実験を
交えて証明してみせた．
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非協調システムの均衡制御のアルゴリズム

インターネットや経済などの非協調な成長・競
合システムの理論解析は近年のホットトピックで
ある．R. Coleの講演では，カリフォルニアにお
ける高速道路の渋滞解消のための動的な通行料の
設定から始まり，インターネットにおける「6分
離次数」（メール等の情報伝達が高々6つの中継地
点で実現できる）の性質のモデル化，商取引にお
ける価格均衡理論などをテーマに，非協調分散プ
ロセスや非協力ゲームのパラメトリックなコント
ロールに共通する計算理論的な諸概念の紹介や問
題提起が行われた．L. Fleisherの講演でも同じ高
速道路の通行料の例が示され, 非協力ゲームを用
いた価格均衡理論での近似ナッシュ均衡の計算理
論と，均衡状態の改善のための制御理論がテーマ
となった．S. Albersは，巨大ネットワークのバッ
ファマネジメントやWEBキャッシングのモデル
化と近似アルゴリズム設計理論及びインターネッ
トの生成プロセスの理論を紹介した．

機械学習・推論の最先端

A. Blumの講演では，まずインターネット上で
のスパムの分類（Muthucrishnanの講演でも紹介
された）を例にとって，高次元空間でのデータ分
離として機械学習を述べ，良く知られた PAC学
習を超える理論を目指すために提唱されている機
械学習の最近の主要問題を概説した．特に非線形
分離サポートベクトルマシンの設計で，類似度を
表すカーネル関数を巨大次元空間の内積と捉えて
低次元に射影する手法と解析について紹介した．
牧野和久は，論理の補完列挙において，従来の予
想を覆す多項式遅延列挙アルゴリズムとその周辺
を紹介した．例えば，“車がパンクした”という帰
結に対して，“車が動かなくなった”という現在の
前提条件に付加して帰結を確定的に示す補完する
仮説（例として “エンジンは動いている” かつ “
パンという音がした”）の列挙を行う問題であり，
AIや発見科学での大きな問題である．帰結の種
類に応じて計算クラスが著しく変る事実を示し，
計算理論の貢献が重要である事を強調した．

最適化問題に対する最新の進展

最適化問題に関して統一的な取り扱いを行うモ
デルの提案は大きなテーマであるが，J. Matousek
は線形計画法の組合せ最適化としての一般化につ

いて最新の成果と計算限界を紹介した．マトロイ
ド理論との関連や，強多項式線形計画法アルゴリ
ズムの設計の困難さとの関連や，計算幾何学での
手法の一般次元への拡張の試みなどが論じられた．
S. Naorはグラフ上の様々な問題をモデル化する
距離ラベル問題について，定式化と近似アルゴリ
ズムの最先端の理論を展開した．

ネットワークアルゴリズムの進展

ネットワークやグラフのアルゴリズムは計算理
論の古典的なテーマであるが，近年も新しいアイ
デアの導入が数多くなされている．M. Thorupは
ダイナミックアルゴリズムの設計指針についての
最新の成果を紹介した．まず最小全域木について
の議論でアイデアを示し特に最近話題になってい
るダイナミックな最短路問い合わせ構造について
の解説を行った．　また，U. Zwickは，近似的な
最短路問い合わせ構造であるスパナーに関して，
加法的な誤差を考慮した設計を紹介した．さらに，
J. Diazはメッシュ上を移動する複数の通信体の
形成するアドホックネットワークの連結度などの
性質の確率的解析について講演を行った．

計算複雑度理論に関する最近の進展

計算理論の中核である計算複雑度理論では 3つ
の講演があった．U. FeigeはNP完全問題に対する
ヒューリスティクスの理論解析として，通常の平
均解析よりも実用的なモデルの模索について様々
なアプローチを紹介し，特に 3SAT問題において
実用的に高速なヒューリスティクスの（現実的な
意味で平均的な）効率性に対する解析法を解説し
た．渡辺治は 3CNF-SATにおいて，解の近傍に
あるアサインメントが与えられた時の局所探索ア
ルゴリズムでの求解の解析と実験結果を示した．
さらに，L. Fortnowは，彼の選んだ最近十年で
の計算複雑度理論の成果 10件とその意義を的確
な描写で述べ,それ以前の十年の 10件の成果との
比較や進展の模様を示した．戸田，渡辺，荻原と
いった日本人研究者の成果も含まれており，興味
深いものであった．

Short talks

8件のShort Talkはグラフアルゴリズム，WEB
解析，計算幾何学，ワイアレスネットワークの解
析，分散アルゴリズム，計算経済学など多様なテー
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マであり，上原隆平（JAIST)，陳致中（東京電機
大学），増山繁（豊橋技術科学大学），小野廣隆
（九州大学），定兼邦彦（九州大学），浅野泰仁（東
北大学），浅野哲夫（JAIST），塩浦昭義（東北
大学）というプロジェクトのメンバーである第一
線研究者が講演し，どれも多くの聴衆を集めた．

4 総括と今後

ビジネスミーティングにおいては，本特定領域
研究メンバーと外国人招待講演者たちを交えた活
発な討議がなされ，アメリカ, ヨーロッパなどで
のプロジェクトの活動例の紹介，今後の協力体制
への意見，学生交換の提案などがなされた．本国
際会議に関しては非常に優れた催しであるという
評価を受け，継続して同様な研究交流の場を持つ
事が多くの参加者から希望された．更にチュート
リアルやサマースクールなどを含めた多くの提案
がなされた．具体的な企画に関しては総括班で検
討を行っている．
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電子情報通信学会2005年総合大会チュートリアル講演
「計算限界の中心で解法を叫ぶ」

担当者: 山下雅史 (九州大学)，牧野和久 (大阪大学)

計算機科学分野における理論と応用の乖離が指
摘されて久しい．この乖離を埋めるための方策の
一つとして, 広く応用に携わる方との話し合いの
場を設定することを目的として, 電子情報通信学
会コンピュテーション研究会と共催でこのチュー
トリアル講演を企画・実施した．プログラムの詳
細は以下に示しているが，2部構成を取り，第 1
部は応用分野に現れる具体的な問題を理論的に検
討する場合に生ずる様々な問題について 4名の方
に御講演を頂き，第 2部では，更に 2名の方にも
加わって頂き，計 6名の方にブースを設定して頂
いた上で，問題相談コーナーを実施した．第 1部
は立ち見が出る程の盛況で 70名を超える聴衆に
集まって頂き，改めて「理論と応用の乖離を埋め
る」ことに対する研究者の要請が強いことを感じ
た．第 2部は始めての経験ということもあり，30
名程度の参加があったが，具体的な問題の相談件
数は期待された程ではなく，検討の余地を残した．

プログラム

日時:

平成 17年 3月 23日 (水曜) 13時～17時

会場:

大阪大学 豊中キャンパス ロ号館 308, 309
教室

第 1部: 講演

司会: 山下 雅史 (九州大学)

杉原 厚吉 (東京大学)「幾何計算駆け込み寺
住職体験記」

徳山 豪 (東北大学)「計算理論の先端的手法
による実用分野開拓– データマイニングを例
にして」

玉木 久夫 (明治大学)「組合せ最適化に対す
る巨大近傍アプローチ」

柳浦睦憲 (京都大学)「メタヒューリスティッ
クスに基づく問題解決エンジン」

第 2部: 問題相談コーナー

第 1ブース: 杉原 厚吉 (東京大学)

第 2ブース: 徳山 豪 (東北大学)

第 3ブース: 玉木 久夫 (明治大学)

第 4ブース: 柳浦 睦憲 (京都大学)

第 5ブース: 渡辺 治 (東京工業大学)

第 6ブース: 定兼 邦彦 (九州大学)
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第18回 回路とシステム軽井沢ワークショップ講演企画

担当者: 巳波弘佳 (関西学院大学)

本特定領域研究の活動の広報と他分野の研究者
との交流を目的に，電子情報通信学会 回路とシ
ステム軽井沢ワークショップに招待講演セッショ
ンを企画した．
本ワークショップは，回路とシステムに関連し

た分野の研究者や技術者が集い，招待論文や投稿
論文，パネル討論を通じて，分野内だけでなく分
野間にまたがる境界領域の課題解決と，将来の研
究分野の探求を目的として開催されているもので
ある．この分野の研究集会としては国内で最大規
模であり，また今回で 18回目となり，定評のあ
るワークショップである．大学の研究者のみなら
ず，企業研究所からの参加も数多く，産学の交流
も盛んである．
このワークショップは，回路とシステム関連分

野としてアルゴリズム関係，グラフ理論関係の講
演も行われているため，関心を持つ聴衆も多く，
ここで今回のセッションを企画することは有効だ
と考えられる．
以下に，関連プログラムを挙げる．

第18回回路とシステム軽井沢ワークショップ

【日程】 2005年 4月 25日 (月), 26日 (火)

【場所】 軽井沢プリンスホテル・西館・国際会
議場

【URL】 http://www.ieice.or.jp/ess/kws/

本特定領域研究関連セッション
セッション D2-1 (4/26 9:30-10:15)
動きだした特定領域研究『新世代の計算限界』(1)

• 「プロジェクトの概要 －計算限界の過去・現
在・未来－」伊藤大雄 (京大)

セッション D2-2 (4/26 10:30-12:00)
動きだした特定領域研究『新世代の計算限界』(2)

• 「オンライン予測の理論と応用」瀧本英二 (東
北大)

• 「Witt分解を用いたフーリエ解析 －MOD
回路サイズの下限証明のための新しい代数－」
築地立家 (東京電機大)
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研究集会の計画：特定領域「確率的情報処理」との共同開催

ランダムネスと計算
Randomness and Computation

幹事：田中 和之，徳山 豪（東北大学），渡辺 治（東京工業大学）

1 経緯と趣旨

ランダムネス（ランダム性やランダムリソース
などの総称）は，多くの現象に現われるが，情報
処理や計算にも，様々な形でかかわってきている．
計算が扱う対象の中に含まれるランダムネスはも
ちろんのこと，ランダムネスを計算の効率化に積
極的に応用しよう，という考えかたも，最近のア
ルゴリズム設計の基本方針の一つになりつつある．

情報処理や計算に関わるランダムネスの研究に
は，計算機科学，情報科学，さらには統計物理学
など，異なる分野の研究者が，それぞれ，独自の
アプローチで取り組んでいる．そのような中で，
計算と情報処理に関する二つの科研費特定領域—
新世代の計算限界，確率的情報処理 — が，ラン
ダムネスと計算に関し，両領域で行なわれている
最先端の研究を紹介するワークショップを共同開
催し，同じような研究をしている多くの研究者に，
意見交換の場，そして，さらには新たな交流の場
を提供することを計画した．

2 日程とプログラム案

会議は４日間の予定で，その中で，二特定領域
の研究者により，ランダムネスと計算に関する研
究成果の発表を約 30 件行う予定である．また，
チュートリアル講演を 4 件予定しており（それぞ
れの領域から 2 件を推薦），最新の解析技術やア
ルゴリズムの考え方を取り上げ講演してもらう予
定である．なお，チュートリアル講演後には，招
待講演者とポスターセッション風に質疑できる場
を設けるなど，分野外の研究者でも理解できるよ
うな工夫を計画している．

具体的には，以下のような計画で準備を進めて

いる．

名称： ランダムネスと計算
Randomness and Computation)

月日：２００５年７月１８日～２２日
場所： 仙台国際センター
形態： チュートリアル講演と関連研究の発表

公開，参加費無料

チュートリアル講演予定者
Ravi Kannan (Yale University)
松井 知己（東京大学，情報理工学系研究科）
福島 孝治（東京大学，総合文科研究科）
田中 和之（東北大学，情報科学研究科）

その他の詳細や一般の発表予定者，講演題目など
は，下記のウェブページを参照．

http://www.smapip.is.tohoku.ac.jp/

~smapip/2005/NHC+SMAPIP/

– 14 –



ミニ研究集会 (研究の種をいかに育てるか)

世話役: 浅野 哲夫，上原 隆平，元木 光雄
(北陸先端科学技術大学院大学)

日時　 3月 12日 (土)
午前１０時から午後５時

場所　北陸先端科学技術大学院大学
　　　情報科学研究科，コラボレーションルーム

目的　従来，日本の大学では講座以外の研究者と
は共同研究を行わないという講座制の悪い側面に
縛られていた傾向があった．特定領域研究「新世
代の計算限界—その解明と打破」においては，研
究のスタイルについても講座，大学の枠を超えて
研究者が共同して研究を行うという新たな流れを
作ることを目標の一つに掲げている．このミニ集
会もその趣旨に沿ったものである．つまり，特定
のテーマを決めるのではなく，参加者が持ち寄っ
た問題を互いに披露することから始めて，如何に
して違った視点で研究の種を育てるかに目標を置
く．したがって，完成された研究テーマよりも，
むしろまだ研究の対象として成り立つかどうかが
分からない話題を参加者が持ち寄って，異なる視
点から新たな可能性を探ることが重要である．

参加者　浅野 哲夫，上原 隆平，元木 光雄
（北陸先端科学技術大学院大学 情報科学研究科）
渡辺 治（東京工業大学 情報理工学研究科）
堀山 貴史（京都大学大学院 情報科学研究科）
宇野 毅明，清美 礼（国立情報学研究所）

議論の内容　午前中は東工大の渡辺が集合の分割
問題を取り上げた．一般には困難なこの分割問題
は，データマイニング等の応用がある．そして現
実的には propagation search と呼ばれる手法が
有効であり，実際に幅広く用いられている．しか
し，この propagation search がなぜ多くの場合
に有用なのか，理論的な解析はこれまでほとんど
行われていない．そこで渡辺がこの手法の理論的
なふるまいに関する問題提起を行い，議論を行っ
たが，やはり詳細な資料が必要だ，という結論に

達した．この問題については，渡辺から参加者に
後日資料を送付した後で議論を再開することとし
た．午後には，上原がインターバルグラフにおい
て最長路を求める問題を提起し，午後のすべての
時間を使って議論を行った．まず，上原が現在ま
での状況を詳しく説明した後，最長路を求めるた
めのラフなアイディアを披露した後，どこに難し
さがあるか，関連する研究成果は何かを説明した．
具体的な例題に即した議論の後で，ハミルトン路
問題と密接な関連があることが分かり，始点だけ
を指定した場合，始点と終点を任意に指定した場
合のハミルトン路の発見問題を考察した．ダブル
スタック法と我々が名づけた方法を発見し，その
正しさもほぼ証明できたのではないか，という所
で１日の議論を終えた．

１日だけの議論でもちろん論文になるだけの研
究成果は得られなかったが，今後この議論をメー
ルを交換しながら継続することもできるので，い
つか成果につながるのではないかと期待できる．
今回集まった人数は全体でも７名と少なかったが，
逆に一つのトピックに絞って議論をするには適当
な人数であった．特に興味深かったのは，目の付
け所が各人で異なり，なるほどそんな考え方をす
るのかと感心させられたことが多かった．ドイツ
には，このような議論ベースの集会をサポートす
る施設（ダグシュツール）があり，世界各国から
毎週研究者が集まって共同研究を行っている．日
本では他大学に属する他人と議論して共同で論文
を執筆するという機会がまだ少ない．この研究集
会では完成された論文を解説するのではなく，ど
のようにして問題提起から論文の形にまとめてい
くのかというプロセスが「見える」ので，学生に
とっては研究の進め方を学ばせる意味で最適であ
ると言える．今後も，次代を担う若手研究者育成
のためにも，このようなミニ集会を頻繁に開いて
いきたい．
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ミニ研究集会 (グラフアルゴリズム)

世話役: 田中圭介 (東京工業大学)，戸田誠之助 (日本大学)

Chordal graphに関する計算問題ならびにアル
ゴリズムを中心に，研究成果の発表と新たな課題
探求に向けた討論を行った．詳細は次の通り．

日時： 3月 19日 (土)　午前 10時∼午後 6時
場所：日本大学文理学部 8号館レクチャーホール
参加者数： 19名
研究発表：
(1) 10:00∼11:20，Computing automorphism

groups of chordal graphs whose simplicial
components are of small size，戸田誠之助
（日大文理）
（概要）小さなサイズの単体成分へと分解
可能な任意の chordal graphに対して，その
自己同型群が多項式時間計算可能であるこ
とを示した．

(2) 11:30∼12:30，2-リンクパズルの多項式時間
解法，牧野 格三（東工大）
（概要）ナンバーリンクパズルを「k-リンク
パズル」と呼ばれるグラフ論的な計算問題へ
と一般化し，3× (偶数)や 4× (偶数)といっ
た格子グラフに関する 2-リンクパズルに対し
て多項式時間アルゴリズムを示すとともに，
一般の格子グラフに関する予想を述べた．さ
らに，参加者を交えた討論を経て新たな研究
課題が見出された．

(3) 13:30∼15:00，On the Laminar Structure
of Ptolemaic and Distance Hereditary
Graphs，上原 隆平 (JAIST)，宇野裕之 (大
阪府立大学)
（概要）Chordal graph（のクラス）と dis-
tance hereditary graph（のクラス）の共通
部分として特徴付けられている Ptolemaic
graph（のクラス）に対して，ある種の木表
現モデルが存在すること，その木表現モデル
が各 Ptolemaic graph に対して一意的に定
まること，ならびに，その木表現モデルを線

形時間で構築できることを示した．さらに，
この結果をもとに，Ptolemaic graph（のク
ラス）に対する認識問題や同型性判定問題
が線形時間計算可能であることを示した．ま
た，この研究の発展的可能性として，distance
hereditary graphに対する同様の木表現モデ
ルの存在性に関する予想を述べた．

(4) 15:15∼16:45，On precoloring extension
problem，名古屋孝幸（東京電機大学）
（概要）グラフの precoloring extension
problem (PREXT と略す) に対して，一般
のグラフに対しては NP完全であることや，
クリーク数を制限した chordal graphに対し
て多項式時間計算可能であることを紹介し
た．また，PREXT を制限した 1-PREXT
問題に対して，chordal graphに対するネッ
トワークフローを用いた多項式時間アルゴ
リズムを紹介した．

研究発表終了後，午後 6時頃まで討論を行った．
討論の間に，グラフ自己同型群問題の応用研究と
して，河内亮周氏（東工大）に次の成果を発表し
て頂いた．
(5) Computational Distinguishability between

Quantum States and Its Applications，A.
Kawachi, T. Koshiba, H. Nishimura and T.
Yamakami
（概要）確率分布に対する判別問題の自然な
一般化として，二つの量子状態を判別する問
題（QSCDff）を新たに定義し，その問題が落
とし戸関数の性質を有すること，その最悪計
算量と平均計算量が等価であること，さらに，
その最悪計算量がグラフ自己同型群問題の最
悪計算量と同等以上であることを示した．

各地から多くの参加者を得て活発な討論が行わ
れ，発展的研究課題を見出すこともできて，とて
も充実した研究集会であった．
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ミニ研究集会 (量子計算)

世話役: 西野 哲朗 (電気通信大学)

２００５年３月２６日（土）１３：００ より，
電気通信大学総合研究棟８階８０７セミナー室で，
量子計算に関するミニ研究集会を開催致しました．
当日は，まず最初に，國廣昇先生（電気通信大学
情報通信工学科）による，「近似を導入した加算剰
余演算の成功確率の評価」という題目の講演が行
なわれました [1]．その後に，参加者全員による
フリーディスカッションを行いました．講演は１
６時頃に終了し，その後，１８時頃まで，ディス
カッションを行いました．

まず，講演では，近似を導入した加算剰余演算
の成功確率について解説されました．Draperが
提案した量子加算を構成要素として加算剰余を構
成する場合，その大部分の計算時間は，付加的に
加えられた量子フーリエ変換部であることが知ら
れています．この問題に対して，近似量子フーリ
エ変換を導入することにより，計算時間が削減で
きると，Draperや，Beauregardにより，主張さ
れています．しかしながら，彼らは，厳密に評価
を行なっているわけではないそうです．そこで，
本発表では，近似精度と加算剰余演算の成功確率
に関して，厳密な評価が提示されました．この評
価を用いることにより，加算剰余演算を構成要素
として，Shorのアルゴリズムを構成した場合の，
素因数分解の成功確率の評価を行なうことが可能
となります．

当日の参加者は，講演者の國廣先生の他，特定
領域Ｂ０４グループからは，垂井先生と西野が参
加し，さらに，電通大大学院の博士課程の学生が
１名参加しました．また，本ミニ研究集会の告知
をご覧になった（株）日立製作所システム開発研
究所の２名の研究員の方も参加されました．年度
末ということもあり，この６名でこじんまりと議
論を行いましたが，逆に，このくらいの規模です
と，フランクに質問ができますので，講演の最中
も，盛んに質問が出され，終始，インタラクティ
ブな雰囲気の研究集会となりました．

講演の本題に入る前には，現在のコンピュータ
では，因数分解はどのくらい高速に行なえるのか？
もし，因数分解を行なう量子コンピュータが実現
できるとしても，そのために莫大な資金が必要だ
としたら，その資金を出す機関は世界の何処にあ
るのか？などの，一般的な話題についても，議論
がありました．
一方，講演後のフリーデスカッションは，まさ

に，自由な討論会となりました．
まず，現在，プリンストン高等研究所に在籍す

る S. Aaronson が，彼の博士学位論文の中で述
べた，Shor のアルゴリズムの物理的実現可能性
に関する懐疑論 [2]について議論が行なわれまし
た．また，その同じ Aaronson が，最近研究して
いる，アナログ的な計算装置による NP 完全問題
の高速解法の可能性についても，若干，議論にな
りました．
そうした話の流れを受けて，さらには，P = NP

? 問題解決に向けての展望についても，意見が交
換されました．例えば，最新の計算量理論の成果
を勉強すると，P = BPPが信じられるようになっ
てくるとか，P = NP ? 問題を直接考えるよりは，
NP = coNP ? 問題を考えた方が良いのではない
か，といった意見などが出されました．

参考文献

[1] N. Kunihiro, “Exact Analyses of Computa-
tional Time for Factoring in Quantum Com-
puters”, IEICE Transactions on Fundamen-
tals, Vol.E88-A, No.1, pp.105–111 (2005).

[2] S. Aaronson, “Multilinear Formulas and
Skepticism of Quantum Computing”, to ap-
pear in SIAM Journal of Computing (Also
in STOC 2004, pp. 118-127, and quant-
ph/0311039).
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ミニ研究集会 (論理関数)

世話役:　宮崎 修一, 堀山 貴史 (京都大学)

開催日時： 2005年 3月 28日 (月) 10時 30分
～17時

開催場所： 九州工業大学 天神サテライトキャ
ンパス (福岡市中央区天神 1丁目 7番 11号
イムズ 11F)

参加者： 朝廣雄一（九州産業大学），小野廣隆
（九州大学），黒田太陽（九州工業大学），定
兼邦彦（九州大学），玉置卓（京都大学），原
口和也（京都大学），堀山貴史（京都大学），
牧野和久（大阪大学），宮崎修一（京都大学），
宮野英次（九州工業大学），森住大樹（京都
大学），山下雅史（九州大学）

1 はじめに

本研究集会は，各参加者が現在取り組んでいる
問題や既に発表した成果について，紹介やディス
カッションを行うことにより，研究の進展を図ろ
うという目的で開催された．論理関数をメイン
テーマとしているが，その他，本特定領域研究に
関わる話題ならば広く対象とした．各人が１つず
つテーマを用意して来たようであったが，時間の
都合上，以下の 5件について話題が提供された．

2 決定木のサイズの平均値について

(10:30～12:00)

原口和也氏より，現在取り組んでいる問題が紹
介された．n変数論理関数 f を表現する頂点数
最小の二分決定木の頂点数を f のサイズと定義す
る．n変数関数全体のサイズの平均値はいくらに
なるかというのが問題であった．nlog n下限の議
論が原口氏から説明され，その証明が正しいであ
ろうことが参加者の間で確認されたが，実際の値
は 2nであろうというのが，大方の予想であった．
また，決定木が定数割合エラーを許して良いとい

う緩和の下で，どの程度サイズを減らすことがで
きるかについても議論された．

3 3SATに対するアルゴリズムの計

算時間の上限 (13:00～14:30)

玉置卓氏より，研究成果の紹介がなされた．
3SAT に対する確率アルゴリズムの計算時間の
上限は，1999年に Schöing によって発表された
1.334nが最良であったが，それを 1.324nへと改良
した．そのアイデアは以下の通りである．Schöing
のアルゴリズムで解が多い場合の計算時間を解析
し，解の数が多いほど高速になることを示した．
また，PPSZというアルゴリズムは，逆に解が少
ないほど高速になる．これらを同時に走らせるこ
とにより，互いの欠点を補い，高速化できること
を示した．

SATは直感的には解の数が多いほど易しいが，
PPSZの計算時間解析はその逆である．この現象
は解析の都合上によるものが大きいと見られてお
り，実際にはPPSZも解が唯一である場合の計算
時間が最悪であろうことが予想できる．この直感
を証明することができれば，上限の大幅な改良が
可能となる．

4 回路計算量の下限 (14:30～

16:00)

森住大樹氏より，研究成果が報告された．ここ
では，AND, OR, NOTのみを使用する論理回路
を考える．論理回路 C のサイズとは，C に含ま
れる AND素子の数と OR素子の数の和である．
論理関数 f の回路計算量とは，f を計算する最小
サイズの論理回路のサイズである．これまで具体
的な関数で最良の下限は，LachishとRazによる
4.5n− o(n)であったが，それを 5n− o(n)へと改
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良した．LachishとRazの下限は，Strongly-two-
dependentな関数に対して入力を削除していく手
法を用いていたが，その場合分けを細かく解析す
ることにより，下限の改良を成功させた．

5 Right-hand-on-the-wall walk

(16:00～16:30)

定兼邦彦氏より，研究成果が報告された．与え
られたグラフの各頂点 v（次数を d(v)とする）に
対して，その接続枝に番号を 1から d(v)まで重
複なく割り当てる（枝 (u, v)に対して，uから見
た番号と vから見た番号は異なって良い）．この
とき，以下の条件を満たす番号割り当てができる
かどうかという問題を考える．（以下では，頂点 v

から見て番号 kが付けられた枝を vkと書く．）

条件：枝 11から出発し，グラフの枝を辿り，全
ての頂点を訪れて頂点 1に戻る．ただし，頂点 v

に枝 vkから入ってきた場合は，枝 vk+1から出て
いく．

任意のグラフに対して，この条件を満たす番号
割り当てが存在し，その閉路の長さは高々10nで
あることが，この研究で明らかにされた．また，
閉路長を 4nよりも短くすることができないグラ
フの存在も示された．このギャップを埋めること
は興味深い未解決問題であるが，定兼氏の予想は
4nである．

6 無線ネットワークにおける通信電

力量に対するオンラインアルゴリ

ズム (16:30～17:00)

小野廣隆氏より，研究成果の紹介があった．1
台のサーバと複数のクライアントが無線で通信す
る状況を考える．サーバは n台のクライアントと
通信を行いたいが，クライアントがどの位置にい
るかを知らないため，どの程度の電力で発信すれ
ば良いかが分からない．例えば，多くのクライア
ントに一度に届くように大きな電力量で発信する
と，多くのクライアントが近くにいた場合の損が
大きい．逆に少しずつ到達エリアを拡大しながら
（つまり電力量を大きくしながら）繰り返し送信

すると，遠い場所にクライアントがいる場合に，
何度も送信しなければならないので損失が大きい．
ここでは，送信したいクライアント数に応じたあ
る割合でエリアを広げながら送るアルゴリズムの
競合比 3/2 +

√
2を示し，そのアルゴリズムが最

適であることも示した．
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ミニ研究集会 (列挙アルゴリズム)

世話役:　宇野 毅明 (情報学研究所), 中野 眞一 (群馬大学)

本研究集会は，最近の列挙アルゴリズム研究に
関する情報交換と議論を行うセミナーである．列
挙アルゴリズムは科学・産業のさまざまな場面で
使われているが，その使用頻度の高さに比べ，ア
ルゴリズム理論からの研究は立ち遅れている．本
セミナーは，理論的な全身と現実問題への適用の
両面から，列挙アルゴリズム，および列挙に関連
する組合せアルゴリズムに関する議論を行い，列
挙アルゴリズムの研究を推し進めるものである．

日程: 2005年 3月 29日～3月 31日
場所: 群馬大学伊香保研修所
参加メンバー:
宇野 毅明 (国立情報学研究所)
中野眞一 (群馬大学)
菊地 洋右 (ERATO)
堀山貴史 (京都大学)
上原 隆平 (北陸先端科学技術大学院大学)
松井泰子 (東海大学)
宇野裕之 (大阪府立大学)
田中勇樹 (群馬大学)
河合博之 (群馬大学)
山崎浩一 (群馬大学)
元木光雄 (北陸先端科学技術大学院大学)
川野晋一郎 (群馬大学)
山中克久 (群馬大学)
蓮沼徹 (徳島大学)
荒木徹 (岩手大学)
清見礼 (国立情報学研究所)
長井歩 (群馬大学)
岡本吉央 (スイス連邦工科大学)
宮本裕一郎 (上智大学)
David Avis (McGill University)

当日は，以下のような発表と議論が行われた．

1. 方形描画グラフの圧縮について
山中克久 (群馬大学)

2. ラベル付コーダルグラフの列挙法

清見礼 (国立情報学研究所)
3. 航空経路決定問題について

上原隆平 (北陸先端科学技術大学院大学)
4. 2分木の列挙について

川野晋一郎 (群馬大学)
5. k分木の isoperiodic number について

山崎浩一 (群馬大学)
6. linear code の列挙について

菊地 洋右 (ERATO)
7. Larman graph の列挙について

David Avis (McGill University)
8. フリーディスカッション

グラフの圧縮は，列挙したグラフを効率良くメ
モリに格納するために必要な技術である．ここで
は，多数のグラフが存在した場合に，相互の差分
を用いてより小さな領域で記憶できないか，とい
う議論が出た．
コーダルグラフの列挙，2分木の列挙では，問

題の紹介，効率の良いアルゴリズム，数え上げへ
の応用といった解説があった．また，今後，イン
ターバルグラフや順序木へと発展させたらどうか
といった意見があった．
航空空路決定問題では，空港の利用客数から最

適な航空経路を決定する問題に対して，ある種の
シンプルなモデルと多項式時間の解法が紹介され
た．利用客の行き先を含んだモデルについても議
論を行ったが，今後の課題となった．
フリーディスカッションでは，グラフ圧縮ででた

疑問点に関する解答や，いくつかの発表で現れた
web グラフに関する解説や議論などが行われた．
全体を通して，非常に活発に議論が行れ，各人
の研究結果や問題に関して，より新しいモデルや
問題，お互いの疑問点に対する情報やアイディア
の提供，といった研究者間のコミュニケーション
において重要なことがらが多く行われた．このセ
ミナーは参加者の研究を進める大きな力となるで
あろう．
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A01: オンライン予測の手法を用いた意思決定モデルに関する
研究

瀧本 英二 † 酒井 義文 ‡ 天野 一幸 †

† 東北大学 大学院 情報科学研究科
〒 980-8579 仙台市青葉区荒巻字青葉 6-6-05

{t2,ama}@ecei.tohoku.ac.jp

‡ 東北大学 大学院 農学研究科
〒 981-8555 仙台市青葉区堤通雨宮町 1-1

sakai@biochem.tohoku.ac.jp

1 はじめに

意思決定とデータの提示が交互に繰り返される
オンラインでの意思決定過程に関する問題は，機
械学習，情報圧縮，言語モデル，ゲーム理論，ファ
イナンス，ルーティングなど様々な分野に現れる
普遍的なものである．また，インターネットやゲ
ノム解析などの急速な発展に伴い，膨大なデータ
が逐次的に与えられる状況のもとで解決しなけれ
ばならない新しい問題が次々と提起されている．
本研究では，これらの問題を統一して扱うことの
できる普遍的なモデルの構築，および，様々な評
価基準のもとで理論的に保証された性能を持つ意
思決定手法の設計と解析手法の確立を目指し，次
に述べる３つのアプローチを試みている．

１つめは，計算学習理論の分野で開発されたオ
ンライン予測の手法を手がかりにしようとするも
のである．この観点から，今年度は以下の成果を
得た（２章）．従来の動的資源分散モデルを拡張
し，投資の対象となるオプションの損失の範囲（リ
スク情報）がオプションごとに異なり，それらが
予め知らされている場合について，統合アルゴリ
ズムの設計と解析を行い，厳密な性能評価を与え
た．また，複数の仮説を統合して予測性能の良い
仮説を構築するブースティングの問題に対し，サ
ンプルの分割と併合を繰り返すことによって決定
ダイアグラムを構成する新しいスキームを得た．
これは，従来異なる原理に基づくものと思われて
いたAdaBoostタイプと決定木生成タイプのブー
スティング手法を統一的に扱うための理論的枠組
みを与えるものである．

２つめは，さまざまな分野の問題で，社会的・
学術的に求められている品質保証を明らかにし，

本研究に還元しようとするものである．この観点
から，今年度は，ネット上の文書の検索問題に着
目し以下の成果を得た（３章）．ネット上の新規文
書の公開及び既公開文書の改訂を即時に認識し，
ユーザへの検索結果に直ちに反映させることので
きる検索システムの構築を目指して，互いに協調
する複数個のサーバによって構成される分散型の
検索エンジンの開発を進めた．特に，アーキテク
チャの観点からの対故障性の向上に関する技術を
提案し，その有効性を検証した．また，検索結果
の提示法として，公開や改訂の時刻に依存した文
書の新しさを加味した文書採点法を提案した．

３つめは，意思決定アルゴリズムが保持すべき
表現の複雑さに注目し，アルゴリズムの計算量的
な限界について考察しようとするものである．こ
の観点から，今年度は論理関数の複雑さに注目し
以下の成果を得た（４章）．二次関数の積素子計算
量について，単層回路と複層の回路において指数
関数的なギャップの生じる場合があること，およ
び，このギャップの上界が２階の指数関数で抑えら
れることを示した．また，乗算を行う従来より小
さいサイズの順序付き二部決定グラフ（OBDD）
を設計した．さらに，しきい値素子を用いた回路
において，重みに制限をおかない１層のしきい値
回路を，多項式的重みを持つ２層のしきい値回路
によって模倣する，従来よりも効率の良い手法を
与えた．

2 オンライン予測とブースティング

計算学習理論の分野で開発されたオンライン予
測のモデルで最も適用範囲の広いものに，資源の
動的配分問題があり，次のように定式化される．

– 23 –



投資の対象（オプション）がK個あるとし，投資
の方法についてアドバイスを行う「エキスパート」
がN 人いると仮定する．各時刻 t = 1, 2, . . .にお
いて，各エキスパート iは，投資ベクトル xi,t =
(xi,t(1), . . . , xi,t(K))を提示する．ただし，投資ベ
クトルは確率ベクトル，すなわち，各成分が非負
で成分の総和が 1であるとする．これらを受け，
投資アルゴリズム（学習者と呼ぶ）は，自分の投
資ベクトル pt = (pt(1), . . . , pt(K))を定める．そ
の後，各オプション jのコスト lt(j) ∈ [0, 1]が明
らかとなる．このとき，学習者は，投資ベクトル
とコストベクトルの内積 pt · lt =

∑K
j=1 pt(j)lt(j)

の損失を被る．同様に，各エキスパート iも損失
xi,t ·ltを被る．学習者の目標は，このプロセスをあ
る時刻 T まで行った後の累積損失

∑T
t=1 pt · ltを，

最適なエキスパートの累積損失mini
∑T

t=1 xi,t · lt
に比べてそれほど大きくならないようにすること
である．この問題に対し，ヘッジアルゴリズムと
呼ばれる単純な重みつき平均アルゴリズムが，ほ
ぼ最適な性能を与えることが知られている．

本研究では，各オプション jのコスト lt(j)がい
ずれも一様に 1で上から抑えられているという仮
定を緩め，その上界（リスク情報）bjが予め与え
られているというモデルを提案した．リスク情報
は，競馬の投資におけるオッズ情報に対応するも
のであり，非常に自然な概念である．このモデル
の下で，Vovkの統合アルゴリズム（Aggregating
Algorithm）を詳細に解析し，その性能の厳密な
評価を与えた．その結果，リスク情報に大きな偏
りがある場合，ある一定値以下のリスク情報は，
アルゴリズムの性能に影響を与えないという意外
な性質が明らかとなった．

また，精度の低い複数の仮説を統合して予測精
度の高い仮説を構築するブースティングの問題に
対し，一つの新しい設計手法を与えた．ブースティ
ングは，動的資源配分問題の双対問題という見方
もできることが知られており，オンライン予測と
は非常に関連が深い問題である．

ブースティングは，以下のような共通のス
キームの元で論じることができる．サンプル
{(x1, y1), . . . , (xm, ym)} ⊆ X × {−1, 1} が与え
られていると仮定する．ここで，X は適当なイ
ンスタンス空間である．各時刻 t = 1, 2, . . .に対
し，ブースターはサンプル上の分布 Dt を作り，

分布Dtのもとでのマージンの期待値が正の仮説
（弱仮説）ht : X → {−1, 1}を得る．すなわち，∑m

i=1 Dt(i)ht(xi)yi > 0. ある時刻 T において，
ブースターは弱仮説 h1, . . . , hT を統合してマージ
ンの最小値が正の仮説FT を構成する．すなわち，
任意の iに対し，FT (xi)yi > 0．
ブースティングには大きく 2通りの設計手法が
知られている．一つは，マージン空間上にポテン
シャル関数 φを導入し，

∑
i φ(FT (xi)yi)が最小と

なることを目指すもので，AdaBoost，InfoBoost，
LogitBoostなどがこの設計手法に基づくものであ
る．もう一つは，ラベル空間の分布上にエントロ
ピー関数を導入し，結合仮説の与える条件付エン
トロピーH(Y |FT )が最小となることを目指すも
のである．C4.5などのトップダウン型決定木生成
アルゴリズムや，これを改良して決定ダイアグラ
ムを生成するMMアルゴリズムなどがこの設計
手法に基づく．

従来，これらの２つの方法論はまったく異なる
ものだと思われていたが，本研究では InfoBoost
がある意味で決定ダイアグラムを生成しているこ
とに注目し，これを一般化することによって，こ
れら２つの方法論を統一的に論じることのできる
新しい設計手法を開発した．すなわち，本研究で
得られたブースティング手法は，AdaBoostが用
いているポテンシャル関数 φ(x) = exp(−x)に基
づくタイプ１のブースティングアルゴリズムとい
う見方もできるし，MMが用いているエントロ
ピー関数 G(p1, p2) = 2

√
p1p2 に基づくタイプ２

のブースティングアルゴリズムという見方もでき
る．従って，本研究の成果は，ブースティングの
設計手法に対し，統一的な理論的枠組みを与えた
いうことができる．

3 文書検索

ネットワーク上の新規文書の公開及び既公開文
書の改訂を即時に認識し，ユーザへの検索結果に
直ちに反映させることのできる検索システムの設
計及び構築を目指して，互いに協調する複数個の
サーバによって構成される分散型の検索エンジン
CSE(Cooperative Search Engine)の開発を進め
ており，アーキテクチャの観点からの対故障性の
向上に関する技術を提案し，その有効性を検証し
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た．また，検索結果の提示法として，公開や改訂
の時刻に依存した文書の新しさを加味した文書採
点法を提案した．

CSEの概要は以下の通りである．CSEは，ネッ
トワーク上の各局所サーバに存在する局所検索エ
ンジン LSE(Local Search Engine)と，ユーザか
らの検索要求に応じて適切なLSEに局所検索を依
頼する位置サーバLS(Location Server)からなる．

LSEは，周期的に自身が存在する局所サーバL

おいて新規に公開された文書及び改訂された既公
開文書を検知し，Lがもつ文書を局所検索する際
に用いる索引を更新する．集中型の検索エンジン
では，他の局所サーバにおいて公開されている文
書をロボットによって収集した後に索引を更新し
なければならないため，新規文書や改訂された文
書の内容を短い間隔で索引に反映させることは難
しい．これに対して，LSEは Lに存在する文書
のみを対象とするため，短い周期で頻繁に索引を
更新することが可能である．また， LSEは，索
引の更新の後に，索引に現れるすべての語を，L

内においてその語が現れる任意の文書に対する最
大のスコアとともに LSに送信する．これをメタ
索引という．メタ索引は，ユーザからの検索要求
の際に，LSが局所検索を依頼する LSEの個数を
絞り込む目的で用いられる．更に，LSEは LSか
らの局所検索の依頼に応じて，Lに存在する文書
を検索し，結果を LSに返す．

LSは，キーワードをそれが文書中に現れるか
否かを表す論理変数にみたてた論理式の形でユー
ザから指定される検索クエリに対して，各 LSE
から送信された索引に存在する語に関する情報を
利用することによって，局所検索をする LSEの
個数を絞り込む．たとえば，一つのキーワードの
みからなる検索クエリが与えられた場合に，その
キーワードが索引に現れない LSEには検索対象
となる文書が局所サーバに存在しない．したがっ
て，そのキーワードが索引に現れる LSEのみに
局所検索の依頼をすれば十分である．検索クエリ
が一般の論理式 f である場合も，f ≤ gであるよ
うな単調な論理式 gを求め，gに現れるキーワー
ドを，それが文書に現れるか否かを表す論理変数
とみなすのではなく，それが LSEの索引に現れ
るか否かを表す論理変数とみなすことによって，
g = 0である LSEの局所サーバに f = 1である

文書が存在しないことが保証される．ただし，f

から最小の g を求めるのは NP困難であるため，
実際には最小な gではなく，これを近似する単調
論理式を用いて，局所検索を依頼する LSEの個
数を絞り込む．また，検索結果としてスコアの高
い順に n個の文書を検索するような場合に，OR
演算のみの論理式が検索クエリとして与えられる
ならば，キーワードを含む文書の最大のスコアに
関する情報を用いることで，局所検索を依頼する
LSEの個数を高々nに絞り込むことができる．LS
は，ユーザからの検索クエリに対して，選ばれた
LSEに局所検索を依頼し，各 LSEから返された
結果を統合したものを検索結果としてユーザに出
力する．

一般に，分散型の検索エンジンは，検索時にサー
バ間の通信が生じるため，集中型の検索エンジン
と比較して，検索結果を得るまでに時間がかか
る．CSEでは，上に述べた LSによる局所検索を
依頼するLSEの個数の絞り込みのほかに，様々な
キャッシュ技術を用いて，検索結果を得るまでの
時間の短縮化を実現している．ただし，現状では
インターネット規模のネットワークでの検索エン
ジンとして用いるのは難しく，たとえば社内イン
トラナットなどの，100台以下の局所サーバから
なる比較的小規模なネットワークでの利用を想定
している．以上が，CSEの概要である．

CSEは複数のサーバからなる分散型の検索エ
ンジンであるものの，1台の LSが他のすべての
LSEに接続し，ユーザからの検索要求に対して必
ず LSを用いて検索結果を得る．したがって，LS
が故障した場合に，CSEのすべての検索サービス
が停止する．そこで，LSを複数台用いて冗長な
構成に変更することにより，対故障性の向上を試
みた．

複数台のLSによるCSEの構成の概要は以下の
通りである．各 LSは，LSEから送信されるメタ
索引を共有しなければならない．しかし，各 LSE
がすべての LSに同じ情報を送信するのは，ネッ
トワーク上のメッセージ数を増加させ，輻輳の原
因となる．そこで，各 LSEは最寄の故障してい
ない 1台の LSにのみメタ索引を送信する．また，
メタ索引についても，送信メッセージの大きさを
小さく抑えるために，前回の更新時の索引からの
差分のみを，前回の更新時刻と今回の更新時刻か
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らなるバージョン情報と，送り先である LSのみ
からなる送信済み LSのリストとともに送信する．
メタ索引の差分を受け取った LSは，送信済み LS
のリストに隣接する LSをすべて加え，送信済み
でない送信可能なすべての LSに，受け取ったメ
タ索引の差分を転送する．なお，メタ索引の差分
を受け取った LSは，もし現在保持しているメタ
索引のバージョンと，受け取った差分に付随する
バージョンに不整合がある場合に，送り主に差分
ではなくメタ索引そのものを送信するように要求
する．この状況は，LSが故障から復帰した場合
に起こり得る．以上により，故障していないすべ
ての LSによって，LSEのメタ索引が等しく共有
される．したがって，すべての LSが故障しない
限り，CSEのサービスは停止することなく提供さ
れる．

各 LSの故障率に対するシステム全体の停止率
をシミュレーションによって調べたところ，LSの
台数よりも各 LSに隣接する LSの個数の影響が
強いことが確認された．ただし，各 LSに重複な
くランダムに選ばれた指定された個数の LSが隣
接するネットワークトポロジーを用いた．16台
の LSに対して完全グラフをネットワークトポロ
ジーとして用いた場合においては，各 LSの故障
率が 90%であっても，システム全体の停止率は
20%程度であり，実用として許容されるレベルの
対故障性を有するシステムを実現できることが確
認された．

CSE では，検索における文書の順位付けに，
TF·IDFの値に基づくスコアを用いている．ここ
で，TFは，その文書に現れるキーワードの頻度
を表し，IDFは，そのキーワードが現れる文書の
頻度の逆数の対数を表す．したがって，検索クエ
リに複数のキーワードが指定されている場合に，
検索対象となる文書全体で希にしか現れないキー
ワードが数多く現れる文書ほど高いスコアが与え
られる．このスコアに基づく順位付けを用いた場
合に，公開からの時間経過による新鮮さという意
味での文書の価値の劣化は，検索結果に反映され
ない．そこで，文書に各キーワードが現れてから
の経過時間に応じてTFの値を減衰させることに
よって定義されるFTFを用いた，FTF·IDFの値
に基づくスコアを提案した．

提案した FTFの定義は以下の通りである．ti

を，文書が公開された後の LSEによる i回目の更
新の時刻とする．時刻 tiにおけるTF，FTFの値
をそれぞれ，TFt，FTFtとする．このとき，

FTF1 = TF1

FTFi = FTFi−1 · αe−(ti−ti−1)

+ (TFi − TFi−1)

である．この定義のもとで，Web上にて文書を公
開している特定のサイトに対して，１ヶ月にわた
り各文書における FTFの値の推移を観察したと
ころ，新しくかつキーワードに関連性の高い文書
が上位に順位付けられる傾向が確認された．

CSE を設計する上での今後の重要な課題は，
LSE同士のメタ索引の交換により，各 LSEが LS
の部分的な役割を担う仕組みを組み込むことであ
る．時間の経過とともに変化する各局所サーバの
文書集合に対して，どの LSEがどの LSEのメタ
索引をもつことが検索の高速化につながるかの判
断については，オンライン予測の手法が有用とな
る状況が存在するものと予想される．

4 論理関数の複雑さ

個々の論理関数を，各種の計算モデルを用いて
表現する際に必要なサイズを評価する問題，特に，
そのサイズに対する下限を求める問題は，計算量
理論における挑戦的かつ中心的課題のひとつであ
る．これら表現のサイズは，対応する概念の学習
の困難さとも密接に関係することから，学習理論
の立場からも基本的研究課題として位置づけられ
ている．
本研究では特に，単調論理回路，しきい値回路，

順序付き決定二分木といった，理論上あるいは実
用上重要な各計算モデルに対する，種々の論理関
数の計算複雑さについて研究を行った．
単調論理回路とは，論理積素子と論理和素子か

らなる組み合わせ論理回路である．単調論理回路
は，論理否定素子を用いることのできる一般の組
み合わせ論理回路に比べ，表現できる関数が単調
性を有するものに限定されるという制約を受ける
ものの，実用上現れる多くの関数は，単調性を有
しており，それゆえ汎用性の高い回路モデルであ
るといえる．80年代半ば，近似法と呼ばれる手法
を用いて，明示的に定義された関数を計算する，
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単調回路のサイズに対する指数関数的な下界が初
めて証明されて以来，単調性の制約を乗り除いた
一般の論理回路のサイズに対して強い下界を証明
し得る手法の開発が熱望されてきた．しかしなが
ら，入力変数の個数の定数倍を超える下界を示す
ことすら未だ実現しておらず，この問題は計算の
複雑さの研究者にとっての悲願とすらなっている．

本研究では，従来型証明手法の限界点を見極め，
これを克服する新手法の開発を目指すことを目的
とし，特に，二次関数，すなわち，丁度２個の変
数の積の論理和として表される関数をとりあげ，
論理回路の構造的性質が，この種の関数の計算に
要する回路サイズに及ぼす影響について調べた．
単調論理回路の層数とは，入力から出力に至る道
上における論理積素子の個数の最大値と定義する．
また，二次関数の積素子計算量とは，その関数を
単調論理回路で計算する際に必要な論理積素子の
最小個数と定義する．二次関数は明らかに単層の
単調論理回路で計算可能であるが，層数を増加さ
せた場合に，どの程度回路サイズが減少し得るの
か等，多くの問題が未解決のまま残されていた．
本研究では，二次関数の計算における，単層回路
と複層回路を用いたときの計算量や積素子計算量
の差について調べ，以下の結果を得た．

まず，二次関数の積素子計算量について，単層
回路と複層の回路において指数関数的なギャップ
の生じる場合があることを明らかにするとと共に，
このギャップの上界が２階の指数関数で抑えられ
ることを証明した．また，論理和素子と論理積素
子の両方を考慮に入れた場合，二次関数を計算す
る最適な回路は単層回路であることを予想した，
いわゆる単層予想と呼ばれる十数年来の未解決問
題に対し，多出力関数を考えた場合にはこの予想
が偽であることを示し，部分的に解決した．この
予想は，その後，Juknaによって単出力関数の場
合にも偽であることが証明され，完全な解決を見
た．本研究における結果は，本予想解決への足が
かりとなる有効なものであったと考えられよう．

順序付き二分決定グラフ (Ordered Binary De-
cision Diagram，以下OBDD) は，近年非常に活
発に研究されている論理関数の表現形式である．
OBDDは，各節に論理変数が割り当てられた決
定二分木であり，かつ変数の出現する順序が根か
ら各葉に至る道上で一様であるという制約を満た

すものをいう．OBDDは，変数の出現順序を固定
した場合には，その表現の最少化や等価性判定が
非常に効率良く出来，この性質を利用して VLSI
の正当性の検証や，学習に際しての知識表現等の
場面で幅広く用いられている．

OBDDは，変数順序を上手く選択することに
よって，数多くの実用上有用な関数を，非常に効
率よく表現することができる一方，基本的かつ重
要な幾つかの関数は，いかなる変数順序の元でも，
その表現サイズが指数関数的となることが知られ
ている．2進数で与えられた整数同士の掛け算は，
この様な性質を持つ最も代表的な関数である．90
年頃にBryantによって証明されたこの事実は，以
来，計算機科学分野において最も広く引用される
結果の一つとなったが，具体的な掛け算のOBDD
サイズについては，その漸近的振る舞いすら明ら
かとなっていなかった．

本研究では，この問いに答えるべく，2進 n桁
同士の掛け算を OBDDで表現するのに必要なサ
イズを理論と実験の両面から評価した．その結果，
ベンチマークとして最も良く用いられる，n桁同
士の 2進整数の掛け算の中心の桁 (n桁目)はサイ
ズがO(26n/5)のOBDDで計算できることを明ら
かにした．これは，従来知られるサイズの上界を
改良するものである．また，小さな入力桁数に対
して，掛け算を表現する最適な OBDDを実際に
計算機実験により構成することで，上で示した上
界の性能を評価した．その結果，n桁の掛け算の
中心桁を表現する最適なOBDDのサイズは 26n/5

にほぼ比例すること，すなわち，本研究で得たサ
イズの上界がほぼ最適であることを強く示唆する
結果を得た．また，同様に掛け算の各桁の表現サ
イズについても評価し，従来知られるものより優
れた上界を得た．サイズの下界に対する理論的証
明を与えることが，本問題に対する特に大きな課
題として残されている．

しきい値回路とは，線形しきい値素子を用いて
構成される非周期的回路である．しきい値回路は，
単純化した脳のモデルとして，その計算能力につ
いて，古くより盛んな研究が行われている．線形
しきい値素子は，入力の重み付き線形和が，ある
値を超えるか否かにより 0または 1を出力する論
理素子として定義されるが，ここで用いられる重
みの許容範囲の大小が，素子あるいはこれを組み
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合わせて得られる回路の計算能力に影響を与える
ことが知られている．本研究では，この現象をよ
り厳密に解析するため，段数が少ないしきい値回
路に着目し，その中で用いられる素子の重みの大
小と，計算能力の関係について精査した．

その結果，出現する重みに制限を設けない任意
の線形しきい値関数を計算する，二層の多項式的
重みしきい値回路の効率的な構成手法を与えるこ
とに成功した．更に，2進 n桁の数同士の足し算，
あるいは比較といった基本的な演算に対する，二
層の多項式重みしきい値回路の構成に関して，従
来知られるデルタ多項式と呼ばれる代数的式の性
質を用いた構成法に比べ，剰余系の性質を利用し
た数論的手法がより効率的な回路を与えることを
明らかにした．

現在，重みに制限を設けない多項式サイズの二
層のしきい値回路の計算能力がクラスNPよりも
真に弱いことを証明する問題が，計算の複雑さの
理論における最重要課題の一つとなっている．対
して，重みを多項式的に制限した回路に対する同
様の問題は，古く 80年代後半に解決を見た．し
たがって，しきい値回路における重みの大小と計
算複雑さの関係の解明を試みる本研究のアプロー
チは，上記課題の解決に向けた有望なものと考え
ている．
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search engines can retrieve really fresh in-
formation. However, fast indexing is not
enough to easily retrieve fresh information.
The value of information is determined by
both freshness and relevance. Traditional

ranking methods consider either freshness
or relevance; so, we proposed FTF·IDF
(Fresh Term Frequency multiplied by In-
verse Document Frequency) as a scoring
method that considers both freshness and
relevance. In this paper, we will describe a
verification of FTF·IDF on an actual web
diary.

4. Kazuyuki Amano, Akira Maruoka:
“Tighter Bounds on the OBDD Size of Inte-
ger Multiplication”, Proceedings of the 4th
Japanese-Hangarian Symposium on Dis-
crete Mathematics and Its Applications,
(発表予定) .
概要: We show that the middle bit of the
multiplication of two n-bit integers can be
computed by an OBDD of size less than
2.8 · 26n/5. This improves the previously
known upper bound of (7/3) · 24n/3 by
Woelfel (STACS, 2001). The experimental
results suggest that our exponent of 6n/5 is
(at least very close to) optimal. A general
upper bound of O(23n/2) on the OBDD size
of each output bit of the multiplication and
some conjecture on the structural properties
of multipliers inspired by the experimental
results are also presented.

5. Kazuyuki Amano, Akira Maruoka:
“Better Simulation of Exponential Thresh-
old Weights by Polynomial Weights”, Elec-
tronic Colloquium on Computational Com-
plexity, 10, 90-1–90-8, Nov. 2004.
概要: We give an explicit construction of
depth two threshold circuit with polyno-
mial weights and Õ(n5) gates that computes
an arbitrary threshold function. We also
give the construction of such circuits with
O(n3/ log n) gates computing the COM-
PARISON and CARRY functions, and that
with O(n4/ log n) gates computing the AD-
DITION function. These improve the pre-
viously known constructions on its size and
simplicity.
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1. 天野 一幸:
“しきい値素子を用いた回路における計算量
について”, 日本オペレーションズ・リサーチ
学会関西支部研究部会, 2005年 1月.
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A02: 計算理論的設計による知識抽出モデルに関する研究

徳山　豪 塩浦昭義

東北大学 大学院 情報科学研究科
〒 980-8579 仙台市青葉区荒巻字青葉０９

{tokuyama,shioura}@dais.is.tohoku.ac.jp

1 はじめに

本研究の目的はデータマイニングにおける現在
の精度限界を打破するための知識抽出モデルの提
案と、それに関する理論研究及び実際のシステム
の構築である。　特に、研究代表者の持つ先端技
術である計算幾何学的手法を中心に、計算理論手
法による限界突破を目指す。データマイニングは
大規模なデータから情報をコンパクトな知識とし
て抽出する技術であり，近年に情報科学から発信
した技術であるにもかかわらず、経済学，経営学、
統計学などの学問分野、及び経営コンサルティン
グ、在庫管理や顧客サービスといった実用分野に
幅広く応用が期待され、情報化社会における最重
点技術の一つである。
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図 2.1: データマイニングのイメージ：紙おむつ
を買う人は高い確率でビールも同時に買う

自動的に抽出し、表示された知識形態は、ユー
ザにより意志決定等の補助として用いられる。　
重要な条件は、抽出した知識形態がシンプルであ
り（単純性）、正確にデータの特性を記述しする
こと（正確性）、知識として（サンプルに依存し

ない）汎用性を持つ事（学習汎用性）さらにユー
ザにとって説得力があり、検証が容易であること
（透明性）である。単純性と透明性の観点から、
結合ルール及びそれを用いた決定木は有力な手法
である。これらの手法を用いたデータマイニング
の研究は IBM社アルマデン研究所や米国スタン
フォード大学、カナダ国サイモンフレーザー大学、
オーストラリア国シドニー大学等で 1980年代半
ばに始まり、主に二値データに対する研究が行わ
れた。スタンフォード大学での研究成果の一例と
して、スーパーマーケットの売上情報のデータの
マイニングでの「紙おむつを買う人はビールを買
う」といったルールは広く知られている。これは、
どちらかというとネガティブなイメージ（くだら
ないルールしか発見できない）に捉えられがちだ
が、「常識からは見出せないルールも発見できる」
と見るべきである。現在では、広くデータマイニ
ング技術は用いられており、例えば本のインター
ネット販売でも、データマイニングを用いた解析
により、購買者の過去の履歴から、興味のありそ
うな書籍のリストを作成して提示するというよう
な事が行われている。

さて一方、実用データマイニングで必須である
数値データベースの取り扱いを考えると、数値
データの二値化誤差から生じる、正確性と学習汎
用性のトレードオフに関する精度限界があり、そ
れを乗り越えるのは技術的に困難と思われていた。
日本でのデータマイニングの研究はこれに数年遅
れ、研究代表者を含む日本 IBMのチームが 1990
年代後半に行った研究が国際的に最初に認められ
た成果である。具体的には、結合ルール条件生成
時のアダプティブな二値化のアイデアを導入し、
二値化誤差最小化の理論的枠組みである最適結合
ルールの定式化を与え、データマイニングに計算
理論の手法を導入することに世界に先駆けて成功
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図 2.2: 書籍販売でのデータマイニング

した（1996‐1998年）．これにより、上記のトレー
ドオフは大きく改善された。世界的に独創的な研
究として高く評価され、現在広く関連研究がなさ
れている。　しかしながら、最小誤差二値化を用
いても誤差には理論的下界があり、上記限界の完
全な克服には至っていない。本研究では、透明性
を保ちながら、この二値化誤差からくる限界を克
服するデータマイニングシステムの設計とその理
論的解析を行う。　このようなデータマイニング
システムは要望されてはいるが、現実化は難しく、
独創的な新しいアイデアが必要とされていた。

本研究により、既存の多くのデータマイニング
システムの重要なコンポーネントである意志決
定システムに透明性と高い学習汎用性が与えられ
ると予想される。更に、基本技術として用いるグ
ラフ・計算幾何アルゴリズム理論を中心とした理
論計算機科学での理論発展と共に、理論計算機科
学技術の知識抽出への応用の新しい進展が期待さ
れる。

2 初年度の計画と成果

上述のように本研究では、透明性を保ちながら、
二値化誤差からくる限界を克服するデータマイニ
ングシステムの設計とその理論的解析を行う。　
初年度、次年度の具体的な成果目標としては　階
層化ルールをエキスパートとして用いた柔軟な決
定木の実現がメインであり、初年度は、そのコン
ポーネント技術の開発とプロトタイプ作成をター
ゲットとした。

初年度の具体的な成果としては、下記のものが
ある。論文等の番号は研究業績一覧に対応する。

1. 柔軟な決定木の構築に用いる階層ルールの高
次元におけるモデル化と高速アルゴリズムの
設計及び最適データ近似の研究。（学術論文
6,7,8,9, 研究会発表３）

2. データマイニングでの主要な道具であるクラ
スタリングにおいて、クラスタ発見の高濃度
部分グラフ問題としての定式化と、計算クラ
スに関する新しい発見。（研究会発表１、学
会大会　５）

3. 階層化ルールをエキスパートとして用いた柔
軟な決定木のプロトタイプ実装を行い、実験
による評価の開始。（研究会発表 4,7、学会大
会３，４）

4. インターネットにおける知識抽出の実用的な
モデル化の側面から、クラスタリングのモデ
ルに対する検討及び実用的定式化の研究と実
装。（研究会発表 5,8,9）

5. データサンプリングに関する離散システム理
論とアルゴリズム理論の研究成果。（学術論
文 1、2、3、4、研究会発表２）

その他、経済予測でのモデル化とアルゴリズム
理論の応用、また、最適化の基礎理論である離散
凸解析の理論などにおいても成果をあげた。

3 研究活動

研究活動予定に従い、徳山は基礎理論とモデル
化及び計算限界の算定、塩浦は数理最適化とアル
ゴリズム理論に絞って研究を開始した。システム
実装と実験に関しては、大学院博士課程の学生　
全眞嬉（平成 17年度は学術振興会特別研究員に
採用）を中心に大学院学生のプロジェクトを構成
し実施した。
研究代表者の徳山は研究成果に関連した論文誌・

査読付き国際学会論文を 10本、研究協力者の塩浦
は同 7本（徳山との共著を除く）発表している。そ
の他、国内学会、研究会等での発表も数多く行っ
た。　徳山は本特定研究主催のNHC国際会議の
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PC委員長として活動し、多くの国際的な研究者
を招聘すると共に、活発な国際交流を行った。塩
浦は同国際会議で成果発表も行っている。　

理論的な研究が主体であるため、研究活動に必
須である国際的活動と、仙台からの国内旅費の必
要性から、小規模な備品・消耗品を除き研究費のほ
とんどは旅費に宛てた。特にNHC国際会議には、
プロジェクトに参加する学生を参加させ、国際的
な一流研究者との交流経験を積ませたが、その旅
費も本研究費から拠出した。また、徳山は SWAT
国際会議、ISAAC国際会議、COCOON国際会
議などのアルゴリズム分野でのシリーズ国際会議
で研究成果を発表し、また、共同研究を行い、広
く国際的に活動した。塩浦は SODA国際会議等
で広く情報収集・共同研究を行ったほか、国内研
究者のセミナー等で最先端の研究活動に中心的な
役割を果たした。また、特定研究の研究費で J.
Matousek、M. Halldorsson ら国際的に一流の研
究者に東北大学において講演・共同研究を依頼し、
成果をあげている。

特筆すべきこととして、徳山は平成 17年 3月
には本特定領域に直接関連するテーマ「計算幾何
学の理論研究と、データマイニングにおける先駆
的研究への応用」で船井情報科学財団から船井情
報科学振興賞を受賞し、研究レベルが高く評価さ
れている事を示した。

4 研究成果の概要

4.1 階層ルールの高次元におけるモデル化
とアルゴリズム設計

データベースからの知識抽出システムの構成に
おいて、数値属性の取り扱いは大きなトピックで
ある。数値属性の 2 値化に関しては、さまざま
な研究があり、特に数値属性のペアについては領
域ルールというアイデアが福田-森本-森下-徳山に
よって 1996年（SIGMOD96）に考案され、大き
な効果を上げている。しかし高次元（多属性）領域
ルールの実現にあたっては、直接的なモデル化を
行うと、近似計算すら困難な問題に定式化される。
　この計算困難性を避けるために計算理論的な考
察を行い、それに従ったモデル化とアルゴリズム
設計を行う必要性がある。更に進んで 2値化では

なく柔軟な多値化によって得られる階層化ルール
は後述のように、エキスパート付きの決定木構築
に重要な役割を果たすが、1次元の場合にのみ良
い手法が考案され、　 1次元手法の直接的な拡張
は多項式時間アルゴリズムにならないという問題
点があった。実際、高次元（多属性）階層化ルー
ルの実現にあたっては、直接的なモデル化を行う
と、近似計算すら困難な問題に定式化される。　

図 2.3: 2種類（長方形、ピクセル凸）の領域ルー
ルと階層化ルール（右下図）

この計算困難性を避けるために計算理論的な考
察を行い、それに従ったモデル化とアルゴリズム
設計を行う必要性がある。　この困難を克服する
ために、本研究ではボクセルグリッド上で定義さ
れた単峰曲面によるデータ分布の近似として問題
を定式化した。さらに有向グラフを用いて任意の
次元における高次元ルールをモデル化し、階層化
された領域ルールの最適化問題を最大支配カット
というネットワークフロー問題に帰着し、高速ア
ルゴリズムの設計を実現した。これは、一般次元
での数値属性のアソシエーションルールの設計と
しては世界初であり、大きな成果である。　図 2.3
では、2次元の例で、ピクセルグリッドの濃度が
データの確信度分布、左上と右下が領域ルール。
右下図が階層化された領域ルールであり、濃度を
高さと思うと曲面の等高線表示を示している。　
正確にはデータマイニングで利用する際は、ピク
セルグリッドにはサポートに対応した非均一な測
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度を導入し、この測度に対して最適化を行う。そ
のため、我々の手法は任意の測度に対して有効で
あるように設計されている。図 2.4では対応する
グラフと最大支配カットを示す。さらに二次元の

-4-22-10

-42021
-3-122-2
0121-1
111-2-1

--

4
-

図 2.4: 領域の切り出し（左図）と対応するグラ
フの最大支配カット（右図）

階層化ルールにおける計算量の改善、一般の Lp

基準による 1次元の階層化ルールの最適アルゴリ
ズム設計なども成果としてあげられる。更に、1
次元データに関しては、データの確信度分布のヒ
ストグラムから最適のｋピーク近似を計算するア
ルゴリズムを開発し、これにより、データから幾
つのルールを抽出すべきかの判定、隠れた比較的
小さいルールの抽出が可能となった。
また、1次元ルールの設計に関連して、ピークの

数ではなく区分線形関数の折れ線の数に注目し、
尺度をL1 もしくはL2にした、データ集合の最適
折れ線近似に対しても新しい理論成果をあげた。
これは、従来 L∞基準でしか考えられていなかっ
た折れ線近似問題に新しい定式化を与えたもので
ある. これらの成果はCOCOON,　 ISAAC等の
国際会議で発表し、論文誌にも投稿中である。

4.2 高濃度部分グラフを用いたクラスタリ
ング

知識抽出システムでは重複を許した非排他的ク
ラスタリングが重要な Tool である。そこでは、
データを分割するのではなく、クラスタを一つづ
つ発見していくというアプローチが採られる。代
表的なアルゴリズムとしてしられるAgrawalらの

アプリオリアルゴリズムは、データと（カテゴリ）
属性の作る二部グラフを考え、データ部分の大き
い 2部クリーク（完全二部グラフ）を全て列挙す
るという方針をとっている.　しかしながら、こ
の手法では属性数の多いクリークを求める事は計
算爆発により不可能である。改良として極大 2部
クリーク列挙アルゴリズムも提案されているが、
計算爆発を完全には克服できない。一方、枝数が
最大のクリークを求める問題、もしくは指定した
属性数に対する最大クリークを求める問題はNP
完全であり、近似する事も計算量理論的に困難で
ある。従って、本研究では、クリークではなく、
（サイズを指定した）最大濃度部分グラフ問題を
用いてクラスタ発見を行うという新しいアプロー
チを採る。最大濃度部分グラフ問題は古くから研
究されている。従来の計算理論の研究においては、
U.Feigeによってランダム３ＳＡＴ判定からの帰
着が示されており、計算量は近似困難問題のクラ
スに入り多項式時間アルゴリズム設計は（計算階
層が崩壊しない限り）不可能であった。知られて
いる最良の近似比はO(n1/3)を少し改良したもの
（Feige－Kortsarz-Peleg, Algorithmica 1993）で
あり、これを越えることは非常に難しいとされて
いた。　多項式時間の定数近似アルゴリズム設計
が可能な既知の場合は、Arora-Karger-Karpinski
らによる部分グラフが Ω(n2) の辺数を持つ場合
（STOC95）の PTASがあるが、これは実用的に
利用できない。また、朝廣-岩間-玉木-徳山による
グリーディーアルゴリズムの解析（J. Algorithms
2000）では、定数近似を達成するのは頂点数が
Ω(n) の場合に限られていた。一方、本研究では、
最大濃度部分グラフの濃度に注目し、この濃度が
高い（クリークに比べて定数倍の辺を持つ）場合
は、高速な近似アルゴリズムの設計が可能である
ことを示した。この高濃度条件は、データマイニ
ングのようにクリークに近い部分グラフのみを必
要とする場合には実用的に妥当な条件である。

成果としては、二部グラフに対してはO(nε)近
似アルゴリズムおよび擬多項式時間近似スキー
ムを与え、この近似スキームが多項式時間近似ス
キームになるための条件の明確な提示を行った。
これらは、新しい見地から最大濃度部分グラフ問
題の計算量を追求したものであり、世界的にも新
規性の高い成果である。
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更に二部グラフでない一般のグラフや重み付き
グラフに対してもこの理論を拡張し、O(nε) 近似
の多項式時間アルゴリズム及び 2近似を達成する
擬多項式時間アルゴリズムを考案している、成果
は研究会で発表の外、来年度国際的な会議で発表
する予定である。

4.3 エキスパート付き決定木の構成と実装

アソシエーションルールを用いた決定木はデー
タマイニングにおける意思決定システムとして広
く用いられている。しかしながら、数値属性を含
むデータにおいては、データのカテゴリ属性への
変換による情報損失があり、この損失と決定木に
おける過学習のバランスを取る事が重要になる。
そのために、数値属性の情報をエキスパートとし
て付加した決定木を構成する。エキスパート付き
決定木に関しては主に学習理論の見地から理論
的な研究は行われているが、現実のエキスパート
の作成を階層化ルールを用いて実現し、数値デー
タベースでのデータマイニングへの応用を意識し
た実装実験を行ったのは世界でも初めてのもので
ある。
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図 2.5: エキスパート付き決定木

最適ピラミッドを用いた決定木構成アルゴリズ
ムは以下のようになっている．

step1 学習データ T を読み込む．

step2 T のすべての事例が同一クラスならば葉と
する．
そうでなければ，各属性に対して次の 1～4
を行う．

1. 各属性値における確信度を求める．

2. 求めた確信度を元に最適ピラミッドを
構築する．

3. 全ての高さに対して分割を行い，相互
情報量を計算する．

4. 得られた各属性の相互情報量を比較す
る．

(a) 閾値 g`以上かつ最も大きな相互情
報量が得られた属性があるならば，
それをノードとし，T を T1，T2に
分割する．同時に，T1，T2の確信
度を求めておく．

(b) もし，どの属性の相互情報量も g`

未満であるならば，T に最も多く現
れるクラスラベルの葉とする．

　　

5. 分割頂点に最適ピラミッドから構成し
たエキスパートを配備する

step3 分割された事例集合に対し，全てが葉にな
るまで step1，step2を繰り返す．

生成された決定木の各ノードでは分割テストが
行われる．例えば，根である属性Aテストは，全
学習データ T の，属性 Aについて求められた確
信度のヒストグラム f を持つ．また，f から求め
られた最適ピラミッドφ，そして，分割されたT1，
T2の確信度 conf(T1)，conf(T2)をそれぞれ持っ
ている．この確信度はテストデータが分類され，
枝を通るときに各テスト事例に対して与えられる．
分割された事例集合 T1，T2は，子ノードに入力
され，子ノードも同様な構造を持つ．
また，決定木の末端である葉には，クラスラベ

ルが与えられる．その葉に振り分けられた学習
データの事例数 |T11|，その中でクラスが C でな
い事例数 |E11| (エラー数)も記録してある．
エキスパートは，決定木構築アルゴリズムの

step2.4の後に生成され，該当ノードにおける学
習データ数 |T |，及び，T より構築された最適ピラ
ミッド関数 φ(T )を持つ．エキスパートは決定木
の各ノードに配置される．入力されたデータ iに
対し，ノードAのエキスパートは，学習データ数
|T |，及び φ(T )におけるデータ iの確信度 αT (i)，
を与える．そして，与えられた確信度と事例数の
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セットにより，データ iのクラスを決定できるか
どうか判断する．あるノード Aの情報の信頼性
が大きいと判断し，そこでデータ iにラベルを与
え，テストを終了する判断を行う．即ち，ノード
A,B間で枝刈りを行うことになる．ここで，比較
に用いた αT (i)の値は各データによって値が異な
る．つまり，エキスパートは，個々のデータに依
存した，データことに柔軟かつインプリシットに
決定木の枝刈りを行う．

実験では、C4.5 が生成した枝刈り前の決定
木の各ノードに最適ピラミッドを構築し，エキ
スパートを配置した．各ノードのエキスパート
は，テストデータに対し，個々のデータに依存
する確信度を与える．その確信度がユーザの指
定した範囲にあれば，その時点でラベルを与え，
分類を終了し，次のデータの分類へと進む．実
験データはUCIで提供するDiabetesデータセット
(http://www.ics.uci.edu/ mlearn/MLRepository.html)
で，糖尿病診断データをもちいた．初年度での実
装実験は予備的なものであり、研究会等での発表
にとどまっているが、実験ではエキスパートのパ
ラメタと精度の相関を調べ、パラメタをチューン
する事によりエキスパートなしの場合に比べて
精度の大幅な向上を見ることが出来た。

4.4 インターネットでの探索における知識
抽出

インターネットでの検索エンジンは現代生活に
不可欠なものとなっている。現在、検索エンジン
により得られた検索結果はページランクアルゴリ
ズムなどにより整列され、リストとして表示され
る。　しかしながら,　WWWの巨大化と検索の
高速化・大規模化に伴い、検索結果として得られ
た文書集合を知識抽出により判りやすい形で分類
し、表示する技術が必要になってきている。さま
ざまなクラスタリング手法による分類が考えられ
ているが、本研究では、Latent　 Semanticsを用
いた文書集合の非排他的クラスタリングを行う時
に、クラスタに自動的に付随するラベルを知識と
して捉える。　これにより、ラベルに関して排他
的であり文書に関して非排他的であるクラスタリ
ングをネットワークフローなどを用いて考察し、
　従来よりも利用しやすい検索エンジン（LBHC：

Label Based Hierachical Clustering法)の設計を
行った。プロトタイプの実験結果は研究会等で発
表している。
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図 2.6: 排他的ラベルクラスタによる検索結果表示
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図 2.7: システム構成

4.5 データサンプリングと最適近似に関す
る理論研究

データ圧縮及びデータサンプリングで重要であ
る丸めとディスクレパンシー基準による最適性評
価において、計算理論的な成果をあげた。特に、グ
ラフの最短路と幾何学的領域族に関するハイパー
グラフに対する大域丸め集合の離散的構造を解明
し、その列挙アルゴリズムの設計を行った。　特
に領域族に対する丸め理論は、幾何学データの圧
縮とサンプリングに応用があると期待される。こ
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れらの成果は本研究のテーマに間接的に影響を及
ぼすものであり、海外の一流論文誌、一流国際会
議で発表している。
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1 はじめに

分岐プログラムは有向グラフによる論理関数
の表現法であり、古くから主に理論的研究が行わ
れていた。近年になって、分岐プログラムに強い
制限を加えた二分決定グラフ（OBDD：Ordered
Binary Decision Diagram）と呼ばれる表現法が
注目され、論理設計支援などの分野で論理関数の
内部表現として多く用いられている。そのため、
二分決定グラフや、それに類したいくつものモデ
ルについて、論理関数の処理手法やその計算複雑
さについて、理論・応用の両面から研究が盛んに
行なわれるようになった。

二分決定グラフを用いたアルゴリズムは、基本
的に、問題をすべて符号化して論理関数の形で表
現し、二分決定グラフ上で論理関数処理を行うこ
とによって問題を解くという形をとっている。こ
のようなアルゴリズムはシンボリックアルゴリズ
ムと呼ばれ、最近では、その実用性から従来広く
利用されてきた論理設計支援の分野だけでなく、
グラフアルゴリズムなどにおいてアルゴリズム理
論の立場からも興味深いシンボリックアルゴリズ
ムの研究が行われるようになりつつある。

本研究では、第一に、シンボリックアルゴリズ
ムに関して、アルゴリズムの入力となる二分決定
グラフやそれに類する論理関数表現による様々な
問題の表現方法、具体的なアルゴリズムの設計と、
その評価方法に関する研究を行なう。具体的な対
象としては、まずはグラフ問題を中心に扱う。

シンボリックアルゴリズムは、入力データ（グ
ラフ問題の場合はグラフ）が二分決定グラフなど
の形で与えられるという設定のもとでのアルゴリ
ズムであるため、入力を効率よく小さなサイズで
表現する論理関数表現のモデルや、効率よく表現
できる対象についても研究を行うことが重要であ

る。また、入力のサイズが二分決定グラフのサイ
ズとなるため、二分決定グラフに対するいくつか
の基本的操作が一般には指数時間を要する場合が
ある。そのため、シンボリックアルゴリズムの計
算時間の理論的評価方法は、他の多くのモデルの
場合と異なっている。現在用いられている評価方
法が、理論的・実際的にみてどれほど妥当かにつ
いても検討する必要があると考えられる。また、
これらの研究成果をもとに、具体的なシンボリッ
クグラフアルゴリズム、それに関連する一般的な
グラフアルゴリズムの設計も行なう。

第二に、分岐プログラムや二分決定グラフなど、
グラフによる論理関数の表現の基本的性質や複雑
さに関する研究、論理関数のグラフ表現と他の表
現との関連など、論理関数やその表現法そのもの
に関する研究を行なう。論理関数表現の基本的性
質や複雑さに関する研究は、前述の入力データの
二分決定グラフ表現の研究と密接に関連しており、
その表現の複雑さを中心に研究を進める。また、
グラフ表現と他の表現との関連については、論理
関数の主項と二分木表現との対応をもとに定義さ
れた正論理関数のクラスである、tree-shellable論
理関数を定義しその性質に関する研究を行なって
おり、さらに研究を進める。

本年度は、具体的には以下の研究を行なった。
まず、二分決定グラフによるグラフの表現および
シンボリックアルゴリズムに関する研究として、
区間グラフの区間表現に基づく効率的な二分決定
グラフ表現の方法を提案し、その上での基本的な
グラフ操作のシンボリックアルゴリズムの設計・
評価を行なった。また、基本的グラフ問題のアル
ゴリズムに関する研究として、比較可能グラフに
k本の辺を加えた、比較可能+keグラフの頂点彩
色問題に対するアルゴリズム、計算量について研
究を行ない、kが 1の場合のみ効率的なアルゴリ
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ズムが存在することを示した。

グラフによる論理関数の表現については、非
冗長な積和形論理式で与えられた正論理関数が
(ordered) tree-shellable 論理関数であるか否かの
判定問題について研究を行なった。まず、長さ 3以
上の項が2個以下の場合の、ordered tree-shellable
関数の判定問題を考え、多項式時間で解ける場合
があることを示した。また、各リテラルの出現回
数が定数でおさえられる場合には、tree-shellable
であるかどうかの判定問題が、多項式時間で解け
ることを示した。

以下の各章で、これらの研究成果について説明
を行なう。

2 区間グラフの二分決定グラフ表現

2.1 概論

二分決定グラフ（Ordered Binary Decision Di-
agram : OBDD) [1]とは論理関数を表現する有向
非巡回グラフである。変数でラベル付けされた内
部節点と、論理値でラベル付けされた終端節点を
持ち、内部節点は 0枝、1枝の２つの出枝を持つ。
変数の全順序関係が存在し、根から終端節点への
全てのパスにおいて現れる変数の順序がその全順
序に従う。変数に値を割り振り、根から変数の値
に従って 0枝または 1枝を辿り、到達した終端節
点のラベルが関数の値となる。OBDDから冗長、
等価な節点をすべて削除したものを既約なOBDD
と呼ぶ。既約な OBDDは、変数の全順序を定め
ると論理関数の表現が一意に定まる、多くの実用
的な関数が比較的小さなサイズで表現できる、論
理演算・等価性判定・充足可能性判定など、論理関
数に対する基本的処理が高速に行なえる、といっ
た特長を持つ。そのため、論理関数や各種データ
の表現法として広く用いられ、グラフの OBDD
表現に基づくグラフアルゴリズムの研究も行なわ
れている [2]。
本研究では、区間グラフの区間表現に基づく

OBDD表現を提案し、その表現の上での基本的な
グラフ操作のシンボリックアルゴリズムを示す。

Definition 1 区間グラフ [3] とは、数直線上の
区間の集合を I = {K1,K2, · · · ,Kn} としたとき、

1. 各区間K1,K2, · · · ,Knに対応させて頂点を
V = {K1,K2, · · · ,Kn}とする、

2. Ki と Kj が共通する区間をもつ時、
(Ki,Kj) ∈ Eとする、

という形で表せるグラフである。区間Kiの最小
値を a、最大値を bとした時、Ki = [a, b]と表す。
また、区間集合 Iを区間グラフの区間表現という。

区間グラフは実際的な応用範囲も広く、重要な
グラフクラスのひとつとして広く研究が行なわれ
ている。
また、区間同士に包含関係がない区間表現か

ら出来る区間グラフを proper区間グラフという。
Proper区間グラフでは区間の長さを一定に変換
する事が出来る。
基本的グラフ操作としては、頂点に隣接する頂
点集合を求める、頂点集合に隣接する頂点集合を
求める、頂点からある距離以内にある頂点集合を
求める、という操作を考える。後の 2 つの操作
は入力のOBDDサイズに対し、最悪で指数時間
がかかることが知られている。しかし、一般的な
OBDD表現を用いた場合との比較のため、また
どの程度の大きさのグラフを扱えるかを把握する
ため、区間グラフの頂点数を基準にした計算量の
評価を行っている。

2.2 区間表現に基づくOBDD表現

一般にグラフを OBDDで表現する場合、頂点
を 2進数で符号化し、頂点対が辺を持つ場合のみ
1となる関数をOBDDで表す。それに対し、区間
グラフではその区間表現に基づいて OBDDで表
現することも可能である。本章では、区間表現に
基づくOBDDの表現方法を示す。

• 区間の両端の値を sビットの 2進数で表し、
辺を 2sビットで符号化する。

• 区間の左端、右端を符号化したもの
をそれぞれ x、y とし、その特性関
数 χI(x1, x2, · · · , xs, y1, y2, · · · , ys)
を OBDD で 表 す。変 数 順 序 は
x1, x2, · · · , xs, y1, y2, · · · , ys の 順 と す
る。つまり、[x, y]が区間集合の一要素と一
致していれば 1を返すOBDDを作成する。
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図 2.1に区間グラフの区間表現とその OBDD表
現の例を示す。
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図 2.1: 区間グラフの区間表現 (左)と OBDD表
現 (右)

区間表現において、グラフに変化を与えない範
囲で区間を短くする事が出来る。したがって、区
間表現では扱う区間の端点を 0 ∼ 2n − 1の整数
で表せる。このように表した場合、χI のOBDD
の高さは 2dlog 2ne、幅は最大でnになる。よって
サイズについてはO(n log n)となる。一般的な表
現法を用いた場合のサイズは、辺の数をmとす
ると、O(m log n) となり、区間表現に基づいた表
現の方がサイズが小さくなる。
また、proper区間グラフの場合、区間の長さが

一定の場合、区間の片側の端の値が決まればもう
片側の値も決まる。したがって、片側の端点のみ
で χI のOBDD表現が出来る。この時、扱う区間
の端点は、区間の長さを lとすると、0 ∼ ln以内
に収まる。1 ≤ l ≤ nであるので、扱う区間の大
きさはO(n2)となる。Proper区間グラフの χI を
片側の端点で表した場合、一般の区間グラフの場
合と同様に、サイズはO(n log n)となる。

2.3 区間グラフ上でのアルゴリズム

区間に隣接する区間集合を求めるアルゴリズム

χI の OBDDから区間 [a, b]に隣接しない区間
を取り除くことにより求める区間集合を得る事を
考える。区間 [a, b]に隣接しない区間 [x, y]の条件
とは x < bまたは y > aを満たす事である。以下

にアルゴリズムを示す。

1. x, yが x < bまたは y > aをみたすときに 0
を返すOBDDを作成する。

2. 1で得られたOBDDとχIのOBDDのAND
をとる。

3. 2で得られた OBDDと区間 [a, b]の OBDD
との排他的論理和をとり，得られた OBDD
が求める区間集合を表す。

1,2の操作により区間 [a, b]に隣接しない区間を取
り除くことが出来る。このアルゴリズムの計算量
はO(n log2 n)となる。
これをもとに、区間集合に隣接する区間集合を
求める操作は区間集合に含まれる区間数を kとす
ると、O(kn2 log2 n)時間で実行できる。

頂点から距離 l以内にある頂点集合を求めるアル
ゴリズム

ある区間 [a, b]から距離 1以内の区間集合 I1に
含まれる区間 [xi, yi]のうち、端点の最小値 xmin

と最大値 ymaxの間にある点は必ず区間集合 I1に
含まれる。よって、区間集合 I1に隣接する区間集
合 I2を求める事は、区間 [xmin, ymax]に隣接する
区間集合を求める事と同じである。この操作を繰
り返すことにより、距離 l以内にある頂点集合を
求めることができる。この計算量は O(ln log2 n)
となり、一般的なグラフの OBDD表現を用いた
場合より効率的に実行できる。

3 比較可能+keグラフの彩色問題

3.1 概論

一般の入力に対して NP 完全である問題への
取り組みの 1つとして, 問題の入力の一部をパラ
メータとして特定の値 k に固定して, 特定の k の
値の元では容易に解けるかどうかを考える方法が
ある.
本研究では、グラフの頂点彩色問題を扱う。頂
点彩色問題は次で定義される.

Input: グラフ G = (V, E), 正の整数 t ≤ |V |

– 46 –



Question: Gは t彩色可能か. つまり, すべての
G の辺 (u, v) に対して, f(u) 6= f(v) を満た
す関数 f : V → {1, 2, . . . , t} が存在するか.

t 彩色可能である t のうち最小のものを彩色数
χ(G) という. 頂点彩色問題は彩色数を 3に固定
したところで NP 完全である.
しかし、特定の性質を持つグラフだけを対象と

した場合には、頂点彩色問題が多項式時間で解け
ることがある。比較可能グラフ [3] もそのような
性質を持つグラフクラスのひとつである [5]. グラ
フ G が比較可能グラフであるとは, G の各無向
辺を適当な方向の有向辺にしたときに, そのグラ
フが推移的グラフになるものが存在するときをい
う. ただし, 推移的グラフとは辺 (u, v), (v, w) が
存在するならば辺 (u,w) も存在するような有向
グラフのことである.このとき, 比較可能グラフに
「ある程度近い」グラフについても多項式時間で
解ける可能性がある.
このように、あるグラフ族に近いグラフとして、

ここでは以下のようなグラフ族を考える。F をあ
るグラフ族とすると, F グラフに辺を k 本加え
たグラフからなるグラフ族を F+ke グラフと呼
ぶ. また同様に, F グラフから辺を k 本取り除い
たグラフからなるグラフ族をF-ke グラフと呼ぶ.
F + ke グラフ G = (V, E) のモジュレータとは,
G − Ek ∈ F , |Ek| ≤ k となるような EK(⊂ E)
のことである. つまり, F+keグラフからモジュ
レータに含まれる辺を取り除くと F グラフが得
られる.
本研究では, k を入力のパラメータとし, k の

値を固定したときに比較可能+ke グラフの頂点
彩色問題の計算量がどのように変化するかを調べ
る. まず、比較可能+1eグラフの頂点彩色問題は
O(γ|E|)時間で解くことができることを示す. た
だし γ は頂点の最大次数である. 次に, 3SAT問
題から比較可能+2eグラフの頂点彩色問題への帰
着を示し, 比較可能+2eグラフの頂点彩色問題は
NP完全であることを証明する.
関連研究として二部グラフに辺を k 本加えた

二部+keグラフに対する頂点彩色問題の研究があ
る [4]. 二部+2eグラフの彩色問題は多項式時間で
解ける. しかし二部+3eグラフに対しては NP 完
全である. 比較可能グラフは二部グラフを含むの
で, この結果から比較可能+3eグラフの頂点彩色

問題は NP完全であることが分かる. この他, 二
部グラフに 1個の頂点とその頂点に接続する辺を
任意に加えた二部+1vグラフに対しては多項式時
間, また同様に二部+2vグラフに対してはNP完
全であることが分かっている.

3.2 比較可能+1eグラフの彩色問題

グラフ G のクリーク数 ω(G) とは, G の完全
部分グラフのうち最大のものの位数である. 比較
可能グラフは理想グラフであり、 クリーク数と
彩色数が等しい. 比較可能グラフのクリーク数お
よび彩色数は多項式時間で求められる. 推移的グ
ラフ G = (V, E) の頂点 u, v について, u が v へ
隣接しているとき f(u) < f(v)を満たすような関
数 f : V → {1, 2, . . . , ω(G)} を, G のレベル付け
といい, このとき f(u) を u のレベルという. 同
じレベルの頂点を同じ色で彩色すれば、ω(G) 色
での頂点彩色が得られる。
比較可能+1eグラフを G, G のモジュレータを

E1((a, b) ∈ E1) とすると, G′ = G−E1 は比較可
能グラフとなる. なお, ここではモジュレータは
あらかじめ与えられているものとする. もし仮に
モジュレータが未知であったとしても, 比較可能
グラフの判定は多項式時間でできるので, モジュ
レータを探すことは多項式時間でできる.
比較可能+1eグラフ G の彩色数 χ(G) は少な
くとも χ(G′), また高々 χ(G′) + 1 である. G′ に
おける彩色のうち頂点 a, b が互いに異なる色で
彩色されるものはそのまま G の彩色となり, 頂
点 a, bがともに同じ色で彩色されるものはそのま
までは G の彩色として不適切である. そこで, G

における χ(G) 彩色において, 頂点 a, b を互いに
異なる色で彩色できる条件として, 以下の補題を
示す.

Lemma 1 レベル l の 2つの頂点 a, b を異なる
色で彩色できる必要十分条件は, レベル l − 1 と
l の頂点から誘導される部分グラフ, およびレベ
ル l と l + 1 の頂点から誘導される部分グラフの
少なくともどちらか一方において a, b が連結でな
いことである.

この補題の条件を満たすかどうかを判定するア
ルゴリズムの時間計算量は、比較可能グラフ G′
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の推移的グラフを求める時間に依存し、O(γ|E|)
となる。ただし, γ は頂点の次数の最大値である.

Theorem 1 比較可能+1e グラフの彩色問題は
O(γ|E|) 時間で解くことができる. ただし γ は
頂点の次数の最大値である.

3.3 比較可能+2eグラフの彩色問題

比較可能+2eグラフを G, G のモジュレータを
E2 としたとき, G の彩色数 χ(G) は少なくとも
χ(G − E2) であり, また高々 χ(G − E2) + 2 で
ある.
比較可能+2eグラフ G の頂点彩色問題の 2つ

のパターンとしてχ(G−E2)色彩色問題と χ(G−
E2) + 1 色彩色問題の NP完全性を示す. 以下の
2つの定理は、ともに 3SATからの帰着により証
明される。

Theorem 2 比較可能+2eグラフ G の χ(G −
E2) 色彩色問題はNP 完全である.

Theorem 3 比較可能+2eグラフ G の χ(G −
E2) + 1 色彩色問題はNP 完全である.

また, 定理 2および定理 3のどちらからでも, 次
の系が導かれる.

Corollary 1 比較可能+keグラフの頂点彩色問
題は k ≥ 2 のとき NP 完全である.

4 Tree-Shellable 論理関数の判定

問題

4.1 概論

論理関数の特性を理解し，明らかにすることは，
計算機科学の様々な分野において重要なことで
ある．積和形論理式 (Disjunctive Normal Form
Boolean Formula：DNF) は，論理関数の代表的
な表現法の 1つである．それぞれの積項は論理関
数の内項 (implicant)に相当し，特に主項 (prime
implicant)は，論理関数の最小形を表すなど，非
常に重要な概念である．特に、正論理関数は非冗
長な積和形正論理式 (Positive DNF : PDNF)に

より一意に表現される。一方、二分決定木も論理
関数のグラフによる表現法として広く用いられて
いる。

Tree-shellable論理関数 [6]とは，正論理関数に
おいて関数の主項とその関数を表す二分決定木の
1ノードへたどるパスの数が等しい論理関数であ
る．また、Ordered tree-shellable論理関数は tree-
shellable論理関数の一種であり，関数を表す二分
決定木が順序付き二分決定木となっているもので
ある．論理関数 fが (oedered) tree-shellableであ
れば，f の双対関数 fdを求めるのは容易であり，
f のDNF表現から fdの非冗長なDNF表現を多
項式時間で求めることが可能である．また、各変
数が 1となる確率が与えられたとき、f = 1とな
る確率を求める問題はある種のシステムの信頼性
計算に対応しており、fが shellableであれば、こ
の問題も容易に解くことができる。
本研究では、正論理関数が積和形論理式で与え

られたとき、その関数が tree-shellable あるいは、
ordered tree-shellable であるかどうかを判定す
る問題の計算複雑さについて考察する。これまで
に、ordered tree-shellable関数の判定問題は一般
にNP完全であることが明らかにされている [7]。
また、各積項のリテラル数が 2となる quadratic
論理関数の場合は、ともに多項式時間で判定可能
となる。さらに、各積項の長さが定数で抑えられ
る場合には tree-shellable 関数の判定が多項式時
間で可能であることも示されている。本研究では、
どのような関数であれば多項式時間で判定可能で
あるかを明らかにすることを目的に研究を進める。

4.2 Tree-Shellable論理関数

二分決定木は論理関数を表す，ラベル付けされ
た木である．二分決定木の根ノードから値が 1で
ある葉ノードまでのパスを 1パスと呼ぶ．特に、
変数の全順序 πが存在し，二分木の全てのパスに
おいて，現れる変数の順序が πに矛盾なく従って
いる場合，その二分木を順序付き二分決定木とい
う．πを順序付き二分決定木の変数順序と呼ぶ．

Definition 2 [6] f は PDNF f =
m∨

k=1

∧

i∈Ik

xi で

表されているとする．fを表す (順序付き）二分決
定木でm個の 1パスを持つものが存在するとき，
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f は (Ordered) tree-shellableであるという．f を
表す変数順序 πの順序付き二分決定木でm個の
1パスを持つものが存在するとき，f は πのもと
で ordered tree-shellableであるという．

図 2.2 に例を示す。(a)は f が (ordered) tree-
shellable であることを示している。(b)の二分決
定木は gの積項数より多い 1パスを持っている。
gを表す二分決定木は必ず積項数より多い 1パス
を持つため、gは tree-shellable ではない。
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図 2.2: Tree-Shellable 関数と Tree-Shellable で
ない関数

Theorem 4 [6] f =
m∨

k=1

∧

i∈Ik

xi が tree-shellable

であるとき，以下を満たす二分決定木 T を構成
できる．

1. T は P1, · · · , Pmのm個の 1パスを持つ．
2. 各々のPk(1 ≤ k ≤ m)は i ∈ Ik ↔ xi ∈ Pk

を満たす項 Ikに対応する．

4.3 Quadratic 関数に積項を加えた場合の
判定複雑さ

Quadratic 関数については、tree-shellable と
ordered tree-shellable は等価になり、多項式時間
で判定が可能である。これは、quadratic関数の変
数を頂点、積項を辺として表したグラフが cotri-
angulated グラフとなることと、その関数が (or-
dered) tree-shellable であることが等価であるこ
とより示される。

本章では、リテラル数 3以上の項を高々2個持
つ場合の ordered tree-shellable 関数の判定複雑
さを考える。
まず、リテラル数3以上の項を1個のみ持つ場合
を考える。この形の関数Fを、K = xk1xk2 · · ·xkm

を長さ 3以上の項とし、F = fq + K と表す。fq

を表すグラフ Gにおいて，K という頂点をあら
たに追加する．Kは，xk1 , xk2 , · · · , xkmが辺を持
つ頂点全てと辺を持つものとする．このグラフを
fq + K を表すグラフと言い，GK とする．

Theorem 5 Fがordered tree-shellableである必
要十分条件は，グラフGK が cotriangulatedグラ
フであり，かつグラフ GK においてK が cosim-
plicialノードであることである．

この定理により、リテラル数3以上の主項が高々
1個の場合は多項式時間で判定可能であることが
わかる。また、リテラル数 3以上の主項が 2個以
上の場合については、次の結果が示される。

Theorem 6 リテラル数が 3の主項が 2個、そ
れ以外の主項はリテラル数 2以下の関数について
は、多項式時間で ordered tree-shellable 関数の判
定が可能である。

4.4 リテラルの出現回数に制限を加えた場
合の判定複雑さ

本章では、リテラルの出現回数に制限を加えた
tree-shellable 論理関数の判定複雑さについて考
える。

Theorem 7 各リテラルの出現回数が高々i回の
PDNFで表される論理関数 f で、f の積項にリテ
ラル数 2以上の積項が i2 + 1個以上あるものは
tree-shellableとはならない。

これにより、各リテラルの出現回数が定数であ
れば、tree-shellableとなる関数の積項数も定数で
抑えられることがわかる。したがって、次のよう
な簡単なアルゴリズムにより、多項式時間で tree-
shellable であるかどうかが判定可能となる。

1. 全ての変数に対して順に以下を行う。ひとつ
でも tree-shellableになるものがあればよい。
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2. 選ばれた変数を根の変数とし、その変数を
含む積項を右部分木側、含まない積項を左
部分木側のパスとする。この組合せが tree-
shellable 論理関数の条件にあうかを確認す
る。

3. 右部分木側、左部分木側の関数が tree-
shellable になるか、再帰的に調べ、　　　
ともに tree-shellable となれば、元の関数も
tree-shellable である。
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1 はじめに

本課題では、組み合わせ最適化問題に対する指
数サイズの近傍のアプローチをテーマにしている。
おもに、次の３つの方向から研究を進めている。

(A) 一般的、基礎的な技法およびそのための理論

(B) 具体的な問題に対する近傍と解法の設計と
実装

(C) 解法のハードウェア化ないし準ハードウェ
ア化

(A)において、技法の核にあるのは、グラフやハ
イパーグラフの再帰的分割であり、幅の小さい木
分割 [5, 6]や分枝分割 [7]を効率的に求めること
が重要になる。特にこの研究では、実装のしやす
い動的計画法の基礎となる分枝分割を多用してい
る。一般のグラフの場合には、最適の木分割や分
枝分割を求める問題はＮＰ困難であるが、平面グ
ラフの場合には、分枝分割を求めるO(n4)時間の
アルゴリズムが知られていた [8]。今年度は、海外
研究協力者であるQiangping Gu と共にこの計算
時間をO(n3)に改良することに成功した。その技
術的な詳細については 2節で述べる。

(B)においては、巡回セールスマン問題、メッ
シュ最適化問題に対して具体的な研究を行い、ク
リーク被覆、集合被覆問題などの被覆系統の問題
に対して予備的な検討を行った。巡回セールスマ
ン問題については、これまでに追求して来たグラ
フ分割に基づくアプローチをいったん休止して、文
献にあるさまざまな指数サイズ近傍の実験を行っ
た。（ピラミッド近傍、マッチング近傍、Ballas-
Simonetti近傍など）。その結果、近傍の大きさ
と、それによって得られる局所最適解の良さには

直接の関係がないことが再確認された。いずれも
方法も、他の代表的な発見的解法に劣る結果となっ
ており、近傍の設計手法の重要さを再認識した。
質の良い近傍を設計するためには、問題のグラフ
構造を利用する必要があることを再確認し、ふた
たびグラフ分割に基づくアプローチへ戻ることに
なった。メッシュ最適化については、グラフ分割に
基づいた一般的な近傍の設計を行い、それをメッ
シュ最適化を単純化したグラフ描画問題と、地形
図の簡略化問題に適用して実験を行った。その技
術的概要については 3節で述べる。

(C)については、予備的な考察と使用する技法
についてＦＰＧＡを中心にさまざまな研究を行っ
た。その技術的概要については 4節で述べる。

2 平面グラフ最適分枝分割のO(n3)

時間アルゴリズム

Gを無向グラフとする。Gの分枝分割とは、G

の辺集合を葉の集合として持つ、内点の次数がい
ずれも３であるような木のことを言う。T が G

の分枝分割であるとき、その各辺 {p, q}に対して
LT (p, q) ⊆ E(G)によって pから qを通らない T

の道によって到達できる T のすべての葉からなる
集合を表す。T における Gに関する {p, q}の幅
を、LT (p, q))の辺と LT (q, p))の辺の両方に接続
するような G の頂点の個数と定義する。Gの分
枝分割 T の幅は、その辺の Gに関する幅の最大
値と定義される。Gの分枝幅は、Gの分枝分割の
幅の最小値と定義される。

分枝幅は Robertson と Seymour [7] によって
よりよく知られた木幅の概念 [5, 6]との関連にお
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いて導入された。分枝幅や木幅の小さいグラフに
おいては、動的計画法によりさまざまな組み合わ
せ問題を効率よく解くことができるため、グラフ
の分枝幅・木幅を決定したり、最小幅の分割を求
めたりする問題は極めて重要である。分枝幅や木
幅が定数で抑えられる場合には、これらの問題は
いずれも線型時間で解くことができる [3]。しか
しながら、与えられたグラフの幅が kを超えない
かどうか決定する問題は、kが入力の一分として
与えられた場合ＮＰ完全である [1, 8]。グラフを
平面グラフに制限した場合には、木幅に対しては
依然として多項式時間アルゴリズムが知られてい
ないものの、分枝幅を求めるO(n2)時間のアルゴ
リズムが Seymour と Thomas [8] によって与え
られている。同じ論文には、この分枝幅アルゴリ
ズムをサブルーチンとして、平面グラフの最適な
分枝分割を求めるO(n4)時間のアルゴリズムが与
えられている。我々は、このアルゴリズムの実行
時間をO(n3)に改良した。以下では、その技術的
な概要を述べる。

2.1 準備

多重グラフGに対して、V (G)によってその頂
点集合、E(G)によってその辺集合を表す。各頂
点集合X ⊆ V (G)に対して、δG(X)によって、X

のなかにひとつの端点をもち、その外にもう一方
の端点を持つ辺の集合を表す。互いに素な頂点集
合 U, V ⊆ V (G)に対して、EG(U, V )によって、
U のなかにひとつの端点をもち、V の中にもう
一方の端点を持つ辺の集合を表す。Seymour と
Thomas　の平面グラフに対する分枝幅アルゴリ
ズムおよび分枝分割アルゴリズムの双方は共に関
連した多重グラフに対する刻み幅・分割への帰着
に基づいている。

多重グラフGの刻み分割はGの頂点集合を葉の
集合として持つ、内点の次数がいずれも３である
ような木のことを言う。T がGの刻み分割である
とき、その各辺 {p, q}に対して L′T (p, q) ⊆ V (G)
によって pから qを通らない T の道によって到達
できる T のすべての葉からなる集合を表す。T に
おける Gに関する {p, q}の幅を、L′T (p, q))の頂
点とL′T (q, p))の頂点を結ぶようなG の辺の個数
と定義する。Gの刻み分割 T の幅は、その辺の

Gに関する幅の最大値と定義される。Gの刻み幅
は、Gの刻み分割の幅の最小値と定義される。

Gを、描画の指定された平面グラフとする。G

のメディアルグラフM(G) [8] とは、Gの平面双
対グラフの、頂点集合と面集合の接続２部グラ
フのことを言う。Gが単純グラフであっても一般
にはM(G)は多重グラフになることに注意する。
Seymour と Thomas [8]は、M(G)の刻み幅はG

の分枝幅のちょうど２倍であることを示した。さ
らに、M(G)の最適刻み分割からGの最適分枝分
割への変換は線型時間で行うことができる。そこ
で、我々は、平面多重分割の最適刻み分割を求め
るアルゴリズムを考えることにする。

定理 1 Gを n個の頂点と O(n)本の辺を持つ平
面多重グラフとするとき、Gの最小幅刻み分割は
O(n3)時間で構成することができる。

この結果を証明するために、SeyourとThomas
のアルゴリズムを幾分異なった枠組みで記述する。
まず、刻み分割を根付き２分木とみなすことから
始める。σ(V ) によって、集合 V の一元部分集合
全体からなる集合を表す。集合 V における２進併
合を次のように帰納的に定義する。

1. σ(V )は V における２進併合である。

2. もしM が V における２進併合であり、X,
Y がMにおける V の相異なる極大部分集
合であるならば、M∪{X ∪Y } は V におけ
る２進併合である。

V における２進併合が V 自身を要素として持
つとき、その２進併合は完全であるという。Gを
グラフとするとき、V (G)の完全２進併合には自
明な形で Gの刻み分割が対応する。反対に、G

の刻み分割が与えられたとき、その分割の辺のひ
とつを根として選ぶことにより、その刻み分割に
対応する V (G)における完全２進併合が決定され
る。V (G)における２進併合M の幅を X ∈ M
のすべてを考えたときの |δG(X)|の最大値と定義
する。Mが完全であるとき、この定義はMに対
応する刻み分割の幅と一致する。MとM′ が共
に V (G)における２進併合であるとき、M′ ⊇M
であるならばM′はM′を拡張すると言う。Mを
V (G)における２進併合とし、その幅はGの刻み
幅 k以下であるとする。Xと Y をMの相異なる
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極大要素とするとき、もしM∪{X ∪ Y }を拡張
する完全２進併合で幅が kであるものがあるなら
ば、Xと Y はMにおいて併合可能と言うことに
する。

我々は、Seymour と Thomas の平面グラフに
対する分枝分割アルゴリズムを、２進併合の概念
を用いて次のように定式化する。これ以降Gは常
にアルゴリズムに与えられた多重平面グラフを表
し、kはその刻み幅を表すものとする。このアル
ゴリズムは初期２進併合 σ(V (G))から出発して、
V (G)の完全２進併合が得られるまで２進併合を
拡張して行く。その仮定で、「保持している２進
併合は、幅 kの２進併合に拡張可能である」とい
う不変条件を保持する。ここで、kは入力グラフ
Gの刻み幅を表す。

Algorithm ST
入力: 連結な n頂点、O(n)辺平面多重グラフG

出力: V (G)の刻み分割で 幅が最小のもの
(1) Gの刻み幅 kを決定する。
(2) M0 = σ(V (G))とおき、i = 1とおく。
(3) 以下を i < nである間繰り返す。
(3.1) Mi−1の対 {X, Y }で、EG(X,Y ) 6= ∅ であ
るようなものを、併合可能な対がみつかるまで走
査する。併合可能な対 {X, Y }がみつかったら、
Xi = X ∪ Y .とおく。
(3.2) Mi = Mi−1∪{Xi} とおいて、i を i+1に
おきなおす。
(4)完全２進併合Mn−1の表す刻み分割を返す。

このアルゴリズムの正しさは、iについての数
学的帰納法によって各Mi が定義されかつ幅 kの
完全２進併合に拡張可能であることを示すことに
よって証明される。証明はここでは省略する。

Xと Y がMにおいて併合可能かどうか調べる
には、GにおいてM′ = M∪{X ∪ Y }の各要素
である頂点集合をそれぞれひとつの頂点に縮約し
て得られる多重グラフGM′ に対して Seymourと
Thomasの刻み幅アルゴリズムを呼び、その幅が
k以下であるかどうかを調べる。このテストの呼
び出し回数はO(n2)回であり、刻み幅アルゴリズ
ムの実行時間はO(n2)であるため、アルゴリズム
ＳＴの全体の実行時間はO(n4)となる。
この、刻み幅アルゴリズムを用いた併合可能性

のテストを高価なテストと呼ぶ。次のサブセクショ

ンでは、高価なテストの回数を減らすための補題
を与える。

2.2 バリア補題

補題 1 Gを刻み幅 kの多重グラフとする。M を
V (G)における２進併合とし、X, Y をMの相異
なる極大要素とする。X, Y がX ′, Y ′, Z, W ∈M
を用いてX = X ′ ∪ Z、Y = Y ′ ∪W と表され、
かつ EG(Z,W ) = ∅であると仮定する。このと
き、もし X と Y がM において併合可能であ
り |δG(X ′ ∪ Y ′)| ≤ k であるならば X ′ と Y ′ は
M\ {X, Y }において併合可能である。
証明: M′ = M \ {X,Y }とおき、またM∗ に
よってM ∪ {X ∪ Y }を拡張する幅 k の完全２
進併合を表す。M1 = M′ ∪ {X ′ ∪ Y ′, X ′ ∪ Y ′ ∪
Z} ∪ (M∗ \ M)、M2 = M′ ∪ {X ′ ∪ Y ′, X ′ ∪
Y ′ ∪W} ∪ (M∗ \M)とおくと、M1とM2はと
もにM′ ∪ {X ′ ∪ Y ′}を拡張する V (G)における
完全２進併合である。したがってX ′と Y ′がM′

において併合可能であることを示すためには、,
M1またはM2の幅がkであることを示せば良い。
M1 \M∗ = {X ′∪Y ′, X ′∪Y ′∪Z}、M2 \M∗ =
{X ′ ∪ Y ′, X ′ ∪ Y ′ ∪ W}、でありまた仮定より
|δG(X ′∪Y ′)| ≤ kであるから、|δG(X ′∪Y ′∪Z)| ≤
k または |δG(X ′ ∪ Y ′ ∪ W )| ≤ k 　であること
を示せば目的は達せられる。. A = X ′ ∪ Y ′ お
よび B = V (G) \ (X ∪ Y ) とおこう。仮定より
EG(Z, W ) = ∅であるから、

δG(A ∪ Z)

= EG(A,B) ∪ EG(Z,B) ∪ EG(A,W ),

が成り立ち、右辺の集合は互いに素であるから

|δG(A ∪ Z)|
= |EG(A,B)|+ |EG(Z,B)|+ |EG(A, W )|,

が成り立つ。同様にして

|δG(A ∪W )|
= |EG(A,B)|+ |EG(W,B)|+ |EG(A,Z)|

|δG(A)|
= |EG(A,B)|+ |EG(A,Z)|+ |EG(A,W )|

|δG(B)|
= |EG(A,B)|+ |EG(Z,B)|+ |EG(W,B)|.
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が成り立つ。したがって

|δG(A ∪ Z)|+ |δG(A ∪W )|
= 2|EG(A,B)|+ |EG(Z, B)|+

|EG(W,B)|+ |EG(A, Z)|+ |EG(A,W )|
= |δG(A)|+ |δG(B)|.

が成り立つ。さらに、仮定より |δG(A)| ≤ kであ
りまたXとY はMにおいて併合可能であるから
|δG(B)| = |δG(X ∪ Y )| ≤ kである。したがって、

|δG(A ∪ Z)|+ |δG(A ∪W )| ≤ 2k

である、|δG(A ∪ Z)| ≤ k か |δG(A ∪W )| ≤ kの
少なくとも一方が成り立つ。[]

Mを V (G)における２進併合とする。M の要
素の列X0 ⊃ X1 ⊃ . . . ⊃ Xmは、各Xi（1 ≤ i ≤
m）がXi−1のMにおける極大真部分集合である
とき、Mにおける連鎖と呼ばれる。C によって
上の連鎖を表すとき、X0とXmはそれぞれCの
極大元、極小元と呼ばれ、>Cおよび⊥Cと表さ
れる。連鎖 C が条件 |δG(>C \ ⊥C)| > kを満た
すとき C はバリアと呼ばれる。ここで kは約束
どおり、Gの刻み幅を表す。

補題 2 (バリア補題) Mを V (G)における幅 k

以下の２進併合とし、X, Y をMにおいて併合
可能な極大元の対とする。２進併合M′ ⊆Mと
その相異なる極大元X ′ ⊆ X と Y ′ ⊆ Y で、次の
条件を満たすものがあったとする。

1. |δ(X ′ ∪ Y ′)| ≤ k

2. EG(X \X ′, Y \ Y ′) = ∅

3. >B = X かつ ⊥B ⊇ X ′であるようなバリ
アBはMのなかに存在しない

4. >B = Y かつ ⊥B ⊇ Y ′ であるようなバリ
アBはMのなかに存在しない

このとき、X ′ と Y ′ はM′ において併合可能で
ある。

証明: Z = X \X ′、W = Y \ Y ′とおく。X0 ⊃
X1 ⊃ . . . ⊃ Xhを極大元X0 = X と極小元Xh =
X ′を持つMの連鎖とする。同様に、Y0 ⊃ Y1 ⊃
. . . ⊃ Yj を極大元 Y0 = Y と極小元 Yj = Y ′ を

持つMの連鎖とする。M1 をMからXi（0 ≤
i < h）と Yi（0 ≤ i < j）をすべて除いて得ら
れる V (G)の２進併合とする。するとM1はM′

を拡張し、Xi \Xi+1（0 ≤ i < h）のそれぞれと
Yi \ Yi+1 （0 ≤ i < j）のそれぞれはM1の極大
要素である。このM1を次のように拡張して、極
大元X,Y を持ちX の極大真部分集合がX ′と Z

と、Y の極大真部分集合が Y ′とW であるような
２進併合M2をつくる。まぅ、M1に i = 2, . . . , h

に対して順次X0 \Xiを加えて極小元がX0 \X1

で、極大元がX0 \Xh = Zであるような連鎖を導
入する。同様にして、極小元が Y0 \ Y1で、極大
元がW であるような連鎖を導入し、その結果を
M2とする。もし δG(X0 \Xi) > k であるなら極
大元X0と極小元Xiを持つMの連鎖は仮定に反
してバリアであるから、したがって i = 2, . . . , h
に対して δG(X0 \Xi) ≤ kが成り立つ。同様にし
て、i = 2, . . . , jに対して δG(Y0 \ Yi) ≤ kが成り
立つ。したがって、M2の幅は k以下である。M2

の極大要素の集合はMのそれと等しいので、X

と Y がMにおいて併合可能であるという仮定か
らそれらがM2においても併合可能であることが
わかる。
こうして、X ′, Y ′, Z, W ∈ M2 が成り立ち、

X = X ′ ∪ Z と Y = Y ′ ∪W はM2の極大元で、
Xと Y はM2において併合可能である。しかも、
仮定よりEG(Z, W ) = ∅と |δG(X ′ ∪ Y ′)| ≤ k. が
成り立つ。したがって補題 1をM2 に適用するこ
とができ、X ′ と Y ′はM2 \ {X, Y }において併
合可能であることが結論される。M2 \ {X, Y }は
M′を拡張するのでX ′と Y ′はM′において併合
可能である。[]

2.3 高価なテストの節約

この節ではMi, 0 ≤ i ≤ n− 1によってアルゴ
リズム STのGに対する実行において順次構築さ
れる V (G)の２進併合を表す。我々の併合可能性
テスト法を記述するために、次の記法を用いる。
T i によって、実行開始からMi が構築される直
前までに、併合可能性テストが適用されたMiの
要素対すべてからなる集合を現す。T iは、アルゴ
リズム STにおける、要素対の走査順を指定すれ
ば、入力グラフGに対して一意に決まる。T iの部
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分集合で、以下に述べる我々の方法において、高
価なテストが適用される要素対の集合を P iで表
す。さらに、Qiによて、P iに属する要素対のう
ち、テストの結果が「併合不能」であったような
ものの集合を現す。X, Y をMn−1の相異なる２
要素でEG(X, Y ) 6= ∅であるようなものとすると
き、µY (X)によってXのMn−1に属する部分集
合で EG(X, Y ) = EG(X ′, Y )を満たすののうち、
極小なものを表す。さらに、Q(X, Y )によって、
X ⊇ X ′ ⊇ µY (X)かつ Y ⊇ Y ′ ⊇ µX(Y )を満た
すような {X ′, Y ′} ∈ Qn−1のすべてからなる集合
を表す。µY (X)とQ(X, Y )は iをX,Y ∈Miな
る最小のインデックスとするとき、Mi と Qi か
ら決定可能であるので、X と Y の併合可能性を
テストするときにアルゴリズムが使用することが
可能である。また、対要素ごとの集合包含関係は
集合 Q(X, Y )の全順序になっていることに注意
する。

倹約併合可能性テスト
入力：Mi−1の相異なる極大元X と Y

目的：X と Y がMi−1において併合可能かどう
か答える
(1) もし |δ(X ∪ Y )| > k ならばNOと答える。
(2) そうでなく、もしQ(X, Y ) = ∅であれば高価
なテストを実行しその結果を答える。
(3) そうでなければ、{X ′, Y ′} をQ(X, Y )の極大
対とする。. もし >B = X かつ ⊥B ⊇ 　X ′で
あるか、>B = Y かつ⊥B ⊇ Y ′であるようなバ
リアB がMi−1のなかに存在すればNO答える。
そうでなければ, 高価なテストを実行してその結
果を答える。

補題 3 上の併合可能性テストは正しい結果を答
える。

証明: 答えがNOであるときに、X と Y が実際
に併合不可能であることを示せばよい。テストが
ステップ (1)で終わるときには、これは自明であ
る。テストがステップ (3)で高価なテストをスキッ
プしてNOと答える場合を考える。{X ′, Y ′}を上
の手続きで定義されたものとし、Z = X \X ′ お
よび W = Y \ Y ′とおく。Q(X, Y )の定義から、
δG(Z, W ) = ∅　が導かれる。したがってバリア
補題をM = Mi−1および、M′をX ′と Y ′を要
素として持つMjで jが最小のものに置き換えて

適用することができ、X, Y がMi−1 において併
合可能でないことが結論される。[]

補題 4 上の併合可能性テスト法を用いてアルゴ
リズム STを実行したとき高価なテストの呼ばれ
る回数はO(n)である。

証明: 省略。[]

併合可能性テスト以外の部分の計算時間は素朴
なデータ表現とアルゴリズムによって O(n3)に
抑えることができる。したがって、定理 1 が成り
立つ。

3 メッシュ最適化への巨大近傍アプ

ローチ

以下で述べるアプローチは、三角形メッシュ以
外にも適用可能であるが今のところ対象を三角形
メッシュにしぼって検討している。メッシュ最適
化の最適化基準については、目的に応じてさまざ
まなものが考えられる。我々のアプローチは、か
なり広い範囲の最適化基準に適用可能であるが、
これまで実際に適用したのは下で述べる範囲にと
どまる。また、メッシュの最適化は、位相構造を
固定して頂点の座標だけを変数とする場合と、位
相構造も可変とする場合とがあり、将来は後者も
扱う予定であるが、現在は前者のみを扱っている。
与えられたメッシュに対する我々の近傍は、そ
のメッシュにおいて頂点を微小距離動かすことに
より得られる。各頂点に対して、移動先の候補（例
えば２次元ならば前後左右の単位距離移動と移動
せずの合わせて５通り）を定める。理想的には、
すべての頂点を独立に動かすことを許す。先の例
の場合、頂点数を nとすると近傍の大きさは n5

となる。メッシュをグラフと見たときの分枝幅が
十分小さければ（例えば６以内）であれば、この
近傍内の最適解は動的計画法により高速に求める
ことができる。（ただし、目的関数は部分の最適
値から全体の最適値を合成できるための一定の性
質を満たすことが条件である。）　分枝幅が大き
すぎる場合には、グラフの縮約の技法を用いる。
いくつかの頂点集合を選び、そのそれぞれをひと
つの頂点に縮約する。縮約された頂点集合におい
ては、各頂点が同一の動きをするという制約を設
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けた近傍のなかでの最適解は、縮約結果のグラフ
の分割に基づいた動的計画法により求めることが
できる。
以上のアプローチを、グラフ描画問題の一種で

あるコンパクトメッシュ問題と地形図の簡約か問
題に適用して実験を行った。特にコンパクトメッ
シュ問題においては、少数の頂点集合の縮約によっ
てグラフの分枝幅をおさえることが可能であり、
この方法の有効性を示唆する結果が得られている。
実験対象としたデータの種類と個数が限られてい
るため、より広範囲のデータに対して実験を計画
している。

4 ハードウェア化の検討と技法の研

究

大規模な組合せ問題を解く場合問題を専用の
ハードウェアで解かせる場合，そのハードウェア
の構成は大きく分けて２つの形式が考えられる
（並列コンピュータなどは除く）：

1. 組合せ問題を解く大規模な専用ハードウェア
＋汎用コンピュータ
汎用コンピュータは入出力などに使い，大規
模計算には一切かかわらない

2. コプロセッサ（専用ハードウェア）＋汎用コ
ンピュータ
特定の時間がかかる部分のみを計算する専用
ハードウェアで行わせる．この部分は実際は
ＰＣの拡張バスなどにカードとして挿す形態
となる。

(１）の方法は，高性能が見込まれるが高価であ
る．(２）の方法は，安価ではあるが，バスの通信
スピードがボトルネックとなりスピードアップの
高価が薄くなることが問題となる。
我々は，実際にシステムを構築することを考え

ているので費用の点で (２）の方式をとらざるをえ
ない．そこで，大規模問題をコンパクトに格納す
ること，高速な演算を行うことを目標に LUTカ
スケードというメモリを直列多段に接続する論理
関数の格納法・計算法をFPGA上で実現し，一回
の通信でなるべく多くの計算を専用ハードウェア
で高速に計算させることを目標にこのアーキテク

チャの有効性を検討した。専用ハードウェアとして
は FPGA (Field Programmable Gate Array)を
利用するのが現実的であるが，その開発ツールの
習熟度およびFPGAの特性の深い知識が，高性能
化への必須条件である。そこで 2004年は，FPGA
を使用したシステムの試作を行うことを通じて，
このFPGA 開発ツールの習熟やFPGAの特性を
知ることを目標として研究をすすめた。
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of the 9th Scandinavian Workshop on
Algorithm Theory (SWAT04), LNCS 3111,
455-467, 2004年 10月.
概要: ハイパーグラフ H と H の頂点をイ
ンデックスとする [0,1]-値のベクトルが与
えられたとき、そのベクトルの大域丸めと
は、２進値ベクトルで、H のどの辺におい
ても、もとのベクトルの要素の総和丸めベ
クトルの要素の総和の差が１未満であるよ
うなものを言う。我々は両立集合の概念を
用いて、大域丸めの集合のなす構造を調べ
る。ハイパーグラフが最短路公理と呼ばれ
る公理集合を満たすときには、大域丸めの
個数が n + 1個以下である（nはハイパーグ
ラフの頂点数）と予想し、この予想がいく
つかの幾何的レンジスペースや、直並列グ
ラフの最短路ハイパーグラフに対しては成

り立つことを示した。

3. Tetsuo Asano，Naoki Katoh，Hisao
Tamaki，Takeshi Tokuyama:
“The structure and number of global
roundings of a graph”, Theoretical Com-
puter Science, 325-3, 425-437, 2004年１０
月.
概要: グラフの各頂点に実数値が割り当てら
れているときに、それらの値を整数値に丸
めたい。このとき、あらかじめ定められた
頂点集合族に属する集合のそれぞれにおい
て、もとの値の合計と丸め結果の合計の差
が１未満であるという大域的な条件をつけ
る。頂点集合族として、グラフの最短路上
の頂点集合をとった場合について、制約を
満たす丸めの集合の構造を調べ、木、サイ
クルや、それらを拡張したグラフに対して、
丸めの個数が常に n + 1以下であることを示
した。

4. Qiangping Gu，Hisao Tamaki:
“Optimal branch-decomposition of planar
graphs in O(n3) time”, Simon Fraser Uni-
versity School of Computing Technical Re-
port, SFU-CMPT-TR 2004-14, 1-12, 2004
年１１月.
概要: n頂点の平面グラフGが与えられたと
き、Gの分枝分割で幅が最小であるようなも
のを求める O(n3)時間のアルゴリズムを与
える。これはこれまでの最良の Seymourと
ThomasによるO(n4)時間アルゴリズムを改
良するものである。

5. Marin Dietzfelbinger，Hisao Tamaki:
“On the probability of rendezvous in
graphs”, Random Structures and Algo-
rithms, 26-3, 266 - 288, 2005年 3月.
概要: グラフにおいて、各頂点がその隣接点
のひとつを当確率で選ぶという実験を考え
る。この実験において、お互いを選びあうよ
うな頂点対が生ずればランデブーが起きた
という。この論文では、頂点数を一定にした
とき、ランデブー起きる確率が最も高いのは
完全グラフであることを証明する。また、与
えられたグラフに対してランデブーの起きる
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確率を計算する問題は#P完全であることを
示す。

6. S. Nagayama, T. Sasao, Y. Iguchi, and M.
Matsuura:
“Area-time complexities of multi-valued de-
cision diagrams”, IEICE Transactions on
Fundamentals of Electronics, Vol.e87-A,
No.5, pp.1020-1028, May 2004.
概要: This paper considers Quasi-Reduced
ordered Multi-valued Decision Diagrams
with k bits (QRMDD(k)s) to represent bi-
nary logic functions. Experimental results
show relations between the values of k and
the numbers of nodes, the memory sizes,
the numbers of memory accesses, and area-
time complexity for QRMDD(k). For many
benchmark functions, the numbers of nodes
and memory accesses for QRMDD(k)s are
nearly equal to 1/k of the correspond-
ing Quasi-Reduced ordered Binary Deci-
sion Diagrams (QRBDDs), and the mem-
ory sizes and the area-time complexities for
QRMDD(k)s are minimum when k = 2 and
k = 3− 6, respectively.

7. H. Qin, T. Sasao, M. Matsuura, K. Naka-
mura S. Nagayama, and Y. Iguchi:
“A realization of multiple-output functions
by a look-up table ring”, IEICE Trans-
actions on Fundamentals of Electronics,
Vol.e87-A, 3141-3150, Dec. 2004.
概要: A look-up table (LUT) cascade is a
new type of a programmable logic devices
(PLDs), which provides an alternative way
to realize multiple-output functions. Two
types of LUT cascades exist: A combina-
tional LUT cascade, and a sequential LUT
cascade. Compared with a combinational
LUT cascade, the sequential LUT cascade
is more flexible. Unlike FPGA realization of
a logic function, accurate prediction of the
delay time is relatively easy in a sequential-
LUT cascade realization. A prototype of a
sequential LUT cascade has been custom-

designed with 0.35

8. Y. Iguchi, T. Sasao, and M. Matsuura:
“A method to evaluate logic functions
in the presence of unknown inputs using
LUT cascades”, Proc. of the 34th In-
ternational Symposium on Multiple-Valued
Logic (ISMVL-2004), 302-308, May 19-22,
2004.
概要: In logic simulation, we often need to
evaluate two-valued logic functions in the
presence of unknown inputs. However, a
naive method often produces imprecise re-
sults. In these case, we can obtain pre-
cise values by evaluating the regular ternary
logic function for the given two-valued logic
function. This paper shows a hardware re-
alization of regular ternary logic functions.
We use look-up table (LUT) cascades to
implement double-rail logic representation.
The evaluation time for n-input logic func-
tion is O(n). They require much smaller
amount of hardware than naive memory im-
plementations.

9. T. Sasao, H. Nakahara, M. Matsuura, and
Y. Iguchi:
“Realization of sequential circuits by look-
up table ring”, Proc. of The 2004 IEEE
International Midwest Symposium on Cir-
cuits and Systems (MWSCAS 2004), I-517-
I-520, July 25-28, 2004.
概要: The LUT ring is a new type of
memory-based realization of a sequential
circuit that requires much smaller memory
than conventional methods. In this paper,
a method to realize a sequential circuit by
a look-up table (LUT) ring is presented.
The sequential circuit consists of a combi-
national part and feedback flip-flops. The
combinational part is represented by a set
of LUT cascades, and they are sequentially
emulated by the LUT ring. The LUT ring
uses two types of clocks: One evaluates the
combinational part, and the other is the
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clock for state transitions of the sequential
circuit. We present a method to reduce the
clock period for state transitions, given lim-
ited memory size.

研究会等

1. 井口幸洋, 鈴木隆広, 笹尾 勤:
“LUTリングを用いたプログラマブル・コン
トローラの構成法”, 電子情報通信学会 第 2
種研究会 リコンフィギャラブルシステム研
究会 (RECONF), pp.41-49, 2004年 9月 15
日.
概要: LUT(Look-Up Table)の出力の一部を
入力にリング状に接続した LUTリングを用
いてプログラマブル・ロジック・コントローラ
(PLC: Programmable Logic Controller) を
構成する方法を提案する. PLCで実行する
命令の多くは，論理演算である. 同時に実行
可能な論理演算をまとめ, 全ての組合せに対
する出力値を予め計算して一つの LUTに蓄
える. これらの LUTを個別に実装するかわ
りに, 一個のメモリを繰り返しアクセスする
ことにより複数の LUTとして実現し, 出力
の一部は外部出力レジスタに, 残りは状態変
数レジスタに記憶し処理を進める．PLCの
プログラミング入力としては，ラダー図を用
いる．LUT内部に格納するデータ, および,
出力を外部出力や内部記憶用に振り分けるた
めの制御回路データを生成するツールも開発
した．いくつかのベンチマーク関数に対する
性能評価を示し, 従来の PLCよりも高速で
あることを示す．

2. 田中克征, 吉住謙一, 中村和之, 笹尾勤, 松浦
宗寛, Qin Hui, 井口 幸洋:
“LUTカスケードアーキテクチャによるプロ
グラム可能 LSIの開発,”, 電子情報通信学会
第 2種研究会・第 8回システム LSIワーク
ショップ, pp.315-318, 2004年 11月 30日.
概要: LUTカスケードアーキテクチャによ
るプログラム可能 LSIの開発を行い，チップ
試作を行った. 動作速度，チップ面積，消費
電力について FPGAとの比較を行い, LUT
カスケードアーキテクチャの有効性を示す

3. Hui QIN, 笹尾勤, 井口幸洋:
“A design of AES encryption circuit with
128-bit keys using look-up table ring”,
電子情報通信学会 VLSI 設計技術研究会,
VLD2004-122, 2005年 01月 26日.
概要: This paper presents a partial-rolling
architecture for an AES encryption proces-
sor. By using a look-up table ring and
pipeline techniques, the proposed architec-
ture reduces the amount of memory by
75% while maintaining the memory effi-
ciency (i.e., throughput divided by the size
of memory for core). We implemented
two architectures: AES-4SM and AES-8SM
on Altera Stratix FPGA. The AES-4SM
achieved 5.61 G-bit/s throughput by using
20 memory blocks (M4Ks), and the AES-
8SM achieved 10.49 G-bit/s throughput by
using 40 M4Ks. We also implemented the
unrolling architecture that achieves 20.48
G-bit/s throughput by using 80 M4Ks on
the same FPGA. Compared with the un-
rolling implementation, the AES-4SM and
the AES-8SM improved the memory effi-
ciency by 10.9% and 18.2%, respectively,
and reduced the amount of the memory
blocks by 75% and 50%, respectively. The
proposed implementation AES-8SM has an
higher memory efficiency than both the
fastest unrolling implementation and the
fastest rolling implementation designed by
other group. The proposed implementation
fills gap between the rolling and unrolling
implementations, and fits on less expensive
FPGA.

4. 笹尾勤, 井口幸洋, 鈴木隆広:
“FIRフィルタのLUTカスケードによる実現
について”,電子情報通信学会 VLSI設計技術
研究会, VLD2004-126, 2005年 03月 10日.
概要: 本論文では，FIRフィルタのビット分
散演算を表す関数として, n入力 q 出力 DA
関数を定義する. 次に, DA関数を k入力 q出
力のセルを用いた LUTカスケードで実現す
る場合，単一のROMで実現する場合に比べ
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必要メモリ量を大幅に削減でき, セル数，メ
モリの総ビット数が量子化ビット数, タップ
数, セルの入力数が決まれば上限が見積もれ
ることを示す.

5. 井口幸洋, 笹尾勤:
“Walsh係数を計算するハードウェアについ
て”, 電子情報通信学会 VLSI設計技術研究
会, VLD2004-127, 2005年 03月 10日.
概要: 論理関数のWalshスペクトラムの係数
の一部をハードウェアを用いて計算する方法
を示す.まず, Walsh変換木を定義し, Walsh
変換木からWalsh係数を計算する方法を示
す. 次に, この操作をハードウェアで実現す
る方法を示す. 1 個の係数を計算するハー
ドウェア量は, O(2n)であり, 全ての係数を
求めるハードウェア量は, O(n2 · 2n)である.
FPGAデバイス対して回路設計を行った結
果, 市販 FPGA上で計算可能な論理関数の
変数の個数 14であった. また, マイクロプロ
セッサに比べて FPGA実現は, n = 14のと
き 1253倍高速である.
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A05: ハードウェアアルゴリズムの性能評価に関する研究

高木 直史 高木 一義

名古屋大学 大学院 情報科学研究科
〒 464-8603 名古屋市千種区不老町

{ntakagi,ktakagi}@is.nagoya-u.ac.jp

1 はじめに

集積回路技術の進展に伴い、これまでソフトウェ
アでは実現できなかった高度の実時間処理を、専
用回路を構成して実現することが可能になってき
ている。すなわち、専用回路を構成することによ
り、処理時間に関わる計算限界を打破することが
可能となってきている。このような専用回路を開
発する場合、並列処理による高速計算や集積回
路化に適した規則正しい回路構造等を意識した、
ハードウェア実現向きのアルゴリズム、すなわち、
「ハードウェアアルゴリズム」を設計することが
重要である。

ハードウェアアルゴリズムの性能は、従来、ア
ルゴリズムに基づく回路の、組合せ回路モデル上
での段数や素子数、VLSIモデル上での面積等で評
価してきた。しかし、集積回路技術の進展に伴い、
これらのモデルおよび評価基準は、現実に即さな
くなってきている。たとえば、回路の微細化に伴
い、論理素子間を結ぶ配線における遅延が論理素
子における遅延に対して無視できなくなってきて
おり、回路の段数のみで計算時間を見積もること
ができなくなってきている。また、携帯機器等に
用いられる回路の重要な性能要件である消費電力
を見積もるための評価基準が定められていない。

本研究は、ハードウェアアルゴリズムの性能の、
より現実に即した評価基準の確立を目的としてい
る。具体的には、配線遅延や消費電力の評価を可
能とする回路モデルを定め、配線遅延を考慮した
計算時間の評価基準、および、消費電力の評価基
準を確立することを目指している。

平成 16年度は、既存のハードウェアアルゴリ
ズムを従来の性能評価基準に従って体系的に分類
し、「算術演算のＶＬＳＩアルゴリズム」と題する
著書にまとめるとともに、これまでの研究で開発

してきた回路設計資産の整理に着手した。また、
現在の集積回路技術について調査し、ハードウェ
アアルゴリズムの新しい性能評価基準としてどの
ようなパラメータを定量化する必要があるかを検
討した。具体的には、以下の研究を行った。

1. Karatsubaの方法に基づく乗算のハードウェ
アアルゴリズム

集積回路技術の進展による配線層数の増加を
考慮し、配線の容易さよりも素子数の少なさ
を優先した、乗算の新しいハードウェアアル
ゴリズムを開発し、スタンダードセル方式の
ＬＳＩ上に実現した場合の計算時間および面
積を評価した。

2. 冗長２進表現の絶対値計算を用いた整数除算
のハードウェアアルゴリズム

組合せ回路モデル上での段数が演算数の長さ
に比例し、素子数が演算数の長さの平方に比
例し、また、ＶＬＳＩモデル上での面積が演
算数の長さの平方に比例する、新しい整数除
算のハードウェアアルゴリズムを開発した。

3. 算術演算のための減算シフト型ハードウェア
アルゴリズムの自動合成システム

ハードウェアアルゴリズムの性能の見積りを
基に、アルゴリズム中のさまざまなパラメー
タを決定する、算術演算のための減算シフト
型ハードウェアアルゴリズムの自動合成シス
テムを構想し、開発を開始した。

以下、これらの研究の詳細を述べる。
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2 Karatsubaの方法に基づく乗算

のハードウェアアルゴリズム

スタンダードセル方式のVLSIにおいては、配
線層数の増加により配線の複雑化による面積の増
加量が小さくなり、セルの総面積が回路面積に直
接反映されるようになってきた。本研究では、多
倍長乗算のソフトウェア実装においてしばしば用
いられる Karatsubaの方法 [1]に基づく、配線が
複雑であるが素子数の少ない乗算器を設計し、小
面積の並列乗算器が実現可能であることを示す。
評価の結果、本研究の乗算器は配列型乗算器より
も高速かつ小面積であった。

2.1 Karatsubaの方法に基づく並列乗算器

Nビット符号なし２進整数の乗算について考え
る。被乗数X と乗数 Y を上位 kH = dN/2eビッ
トと下位 kL = bN/2c ビットにわけ、それぞれ
XH , XL, YH , YLと表す（X = 2kLXH + XL, Y =
2kLYH + YL）。これらを用いて積 XY を表す
と、XY = 22kLXHYH + 2kL(XHYL + XLYH) +
XLYL = 22kLP1 + 2kL(P3 − P1 − P2) + P2 と
なる。ここに P1 = XHYH、P2 = XLYL、P3 =
(XH + XL)(YH + YL) である。

Karatsubaの方法では、上式に従い P1, P2, P3

を計算する約N/2ビットの乗算３回と、加算、減
算、シフトでN ビットの乗算を行う。本研究では
アルゴリズムを再帰的に適用せず、一度だけ適用
した乗算器を設計する。一般的な並列乗算器はお
よそN2個の全加算器が必要であるが、Karatsuba
乗算器ではN/2ビットの乗算３回におよそ 3

4N2

個の FAですむため、素子数が少なくなる。

本研究で設計する Karatsuba 乗算器は、
P1, P2, P3 の計算に配列型乗算器や Wallace 木
による乗算器を用いる。ここで P3 を求める際
に桁上げ伝搬加算器を使用せず、P3 の部分積と
P1, P2をともに足しあわせる。乗算器の中で利用
する桁上げ伝搬加算器として、順次桁上げ加算
器や桁上げ先見加算器を用いる。これらの乗算
器や加算器の組み合わせによって、さまざまな特
徴をもつ乗算器が構成できる。

2.2 Karatsuba乗算器の高速化

本研究では、次の二つの高速化手法を導入する。
一つは、P1とP2の各ビットと、P3の部分積の

各ビットの生成時間を考慮し、早く求まるビット
から順に、全加算器や半加算器で足し合わせてい
くものである。全体の遅延がバランスされ、計算
が高速化される。計算に必要な全加算器や半加算
器の数は変らないので、素子数はほとんど増加し
ない。
もう一つは、P1, P2 を求める乗算器において、

最終段の桁上げ伝搬加算器を除去し、P1, P2を桁
上げ保存形で出力するものである。これにより乗
算器内での桁上げ伝搬がなくなり、高速化できる。
ただし、P1, P2は、二カ所で用いるので、後段の加
算および減算のためのハードウェア量が増加する。

2.3 乗算器の評価

上述の方法を組み合わせたさまざまな 32 ビ
ット符号なし整数 Karatsuba乗算器を、Verilog
HDL により設計し、ライブラリとして VDEC
ROHM0.35µmを用いて論理合成を行った。また
配列型乗算器やWallace木による乗算器を同様の
条件で設計し、遅延、面積の比較を行った。結果
を図 2.1に示す。Wallace木の乗算器と比較する
と遅延で劣るものの、配列型乗算器に対しては高
速かつ小面積となっていることが確認できる。最
も小さな面積の配列型乗算器と比較して、85%に
まで小型化することができた。

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0  5  10  15  20  25  30  35

A
re

a 
[m

m
2 ]

Delay [ns]

Karatsuba
Array

Wallace

図 2.1: 32ビット符号なし整数乗算器の遅延と面積

– 63 –



3 冗長２進表現の絶対値計算を用い

た整数除算のハードウェアアルゴ

リズム

整数除算は、基本算術演算の一つであり、いく
つかの整数除算器が市販のＩＰライブラリに登録
されている [2]。整数除算は、プロセッサにおい
て多くのクロックサイクルを要する演算であり、
サイクル数は演算数の値によって可変となる。
本研究では、整数除算のハードウェアアルゴリ

ズムを提案する。アルゴリズムは減算シフト型の
非回復型除算法に基づいている。専用回路によっ
て計算を高速化するには、部分剰余の表現に桁上
げ保存形や符号付きディジット表現 [3]を導入し、
漸化式の計算を桁上げの伝搬なしに高速に行う手
法がよく用いられる [4]。しかし、そのためには、
除数を正規化する必要があり、したがって、大き
な面積を要する先頭１検出器やバレルシフタが必
要となる。
本研究で提案するハードウェアアルゴリズムで

は、部分剰余を基数２の符号付きディジット表現
（２進ＳＤ表現）で表し、漸化式の計算を桁上げ
の伝搬なしに高速に行い、かつ、除数の正規化を
必要としない。部分剰余を符号と絶対値の組で保
持し、絶対値を２進ＳＤ表現で表す。商の各桁は
部分剰余の符号から決定する。漸化式の計算にお
いて、符号の計算と絶対値の計算を並行に行う。
絶対値の計算は、前の部分剰余の符号が未知でも
開始できる。
アルゴリズムに基づく除算器の組合せ回路モデ

ル上での段数は演算数の長さに比例し、素子数は
演算数の長さの平方に比例する。また、ＶＬＳＩ
モデル上での面積は演算数の長さの平方に比例
する。

3.1 非回復型整数除算

ここでは、n ビット２の補数表示２進整数であ
る被除数 X と除数 Y (6= 0)から、X = Y ×Z+R

を満す、nビット２の補数表示２進整数の商 Z と
剰余 R を求めるものとする。ただし、R は X と
同じ符号になるようにする。
提案アルゴリズムは、以下に示す基数２の非回

復型整数除算アルゴリズムに基づく。

[Algorithm IDIV]
D := |Y |; Rn := X;
for j := n− 1 downto 0 do

if Rj+1 = 0 then do
Q := [qn−1qn−2 · · · qj+10 · · · 0]; R := 0;
go to label;

endif;
if Rj+1 < 0 then qj := −1 else qj := 1 endif;
Rj := Rj+1 − qj · 2j ·D;

endfor;
Q := [qn−1qn−2 · · · q0];
if X > 0 and R0 < 0

then R := R0 + D; Q := Q− 1;
elseif X < 0 and R0 > 0

then R := R0 −D; Q := Q + 1;
else R := R0;

endif;
label: if Y < 0 then Z := −Q else Z := Q endif;

2

Q は、Rj+1 = 0 となるまで、−1 と +1 の
系列として求まる。Q の２の補数表示２進表現
P = [pn−1pn−2 · · · p0] (pj ∈ {0, 1})は、Rj+1 = 0
となる j を j0 とする（そのような j がない場合
は j0 = −1 とする）と、j0 +2 以上の jについて
は qj−1が−1なら pjを 0、+1なら 1とし、pj0+1

を 1 とし、j0以下の jについては pj を 0とする
ことにより求まる。

3.2 ２進ＳＤ整数の符号と絶対値の計算

２進ＳＤ表現は桁集合が {−1, 0, 1} の２進表現
である。提案する除算アルゴリズムでは、２進Ｓ
Ｄ整数の符号と絶対値の計算が必要である。２進
ＳＤ整数の符号は、その中の最上位の非零桁の符
号である。また、絶対値（の２進ＳＤ表現）は、
その数が負である場合、各桁の符号を反転するこ
とにより求まる。
以下に、２進ＳＤ整数A = [an−1an−2 · · · a0]の
符号と絶対値を計算するアルゴリズム [5]を示す。
得られる sgn(A)は、Aが正なら 1、零なら 0、負
なら −1 である。abs(A) は非負の２進ＳＤ整数
である。
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[Procedure SGNABS]
sn := 0;
for i := n− 1 downto 0 do

if si+1 = 0 and ai = −1 then si := −1;
elseif si+1 = 0 and ai = 1 then si := 1;
else si := si+1;

endif;
if si = −1 and ai 6= 0 then bi := −ai;
else bi := ai endif;

endfor;
sgn(A) := s0;
abs(A) := [bn−1bn−2 · · · b0]; 2

3.3 整数除算のハードウェアアルゴリズム

提案アルゴリズムは、[Algorithm IDIV]に基づ
く。構造の規則性を増すために、途中で Rj+1 = 0
となっても qj = 1 として計算を続ける。[5]と同
様に、数列 R̂j = sign(Rj+1) · Rj を導入し、２
進ＳＤ表現で表す。定義より、|R̂j | = |Rj |、

sign(R̂j) = sign(Rj+1) · sign(Rj) (Rj 6= 0)、
sign(R̂j) = +1 (Rj = 0)
が成り立つ。よって、元の Rj の符号は、

sign(Rj) = sign(Rj+1) · sign(R̂j) (Rj 6= 0)、
sign(Rj) = +1 (Rj = 0)
となる。sign(Rj+1) = −1 のとき Rj = Rj+1 +
2j ·D 他のとき Rj = Rj+1 − 2j ·D であるから、
R̂j = |R̂j+1| − 2j · D である。|R̂j+1| は、R̂j+1

から、[Procedure SGNABS]により求まる。した
がって、R̂j は sign(Rj+1) と独立に計算できる。
すなわち、R̂j と |R̂j | の計算を Rj+1(R̂j+1)の符
号がわかる前に開始できる。
右にハードウェアアルゴリズムを示す。Dは Y

が正なら Y、負なら Ȳ +1である。ここに、Ȳ は
Y のビット毎の反転である。補正の+1ビットは
R̂j の計算における最下位への桁借り入力として
扱う。P の −1補正は、最下位ビットを 1から 0
にすることにより容易に行える。一方、+1補正
は、pj = 0である最小の j を j1とすると、j1以
下の j について pj をビット反転することにより
行える。２進表現の剰余 R を得るために、２進
ＳＤ／２進変換が必要である。

[Hardware Algorithm IDIV-HA]
if yn−1 = 0 then D := Y else D := Ȳ + 1 endif;
R̂n := X;
if xn−1 = 1 then sign(Rn) := −1

else sign(Rn) := +1 endif;
for j := n− 1 downto 0 do

if sign(Rj+1) = −1 then do
if yn−1 = 0 then pj+1 := 0

else pj+1 := 1 endif;
else do
if yn−1 = 0 then pj+1 := 1

else pj+1 := 0 endif;
endif;
R̂j := |R̂j+1| − 2j ·D;
|R̂j | := abs(R̂j);
if sgn(R̂′

j) = −1
or (sgn(R̂′

j) = 0 and sign(Rj+1) = −1) then
sign(Rj) := −sign(Rj+1)

else sign(Rj) := sign(Rj+1) endif;
endfor;
P := [pn−1pn−2 · · · p11];
if xn−1 = 0 then do

if sign(R0) = −1 then do
R := |R̂∗

0|;
if yn−1 = 0 then Z := P − 1

else Z := P + 1 endif;
else R := |R̂0|; Z := P ;

endif;
else do

if sgn(R̂∗
0) = 0 then do

R := −|R̂∗
0|;

if yn−1 = 0 then Z := P − 1
else Z := P + 1 endif;

elseif sgn(R̂0) 6= 0 and sign(R0) = +1
then do
R := −|R̂∗

0|;
if yn−1 = 0 then Z := P + 1

else Z := P − 1 endif;
else R := −|R̂0|; Z := P ;

endif;
endif; 2
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4 算術演算のための減算シフト型

ハードウェアアルゴリズムの自動

合成

プロセッサ等の開発において、種々の信号処理
やコンピュータグラフィックス等のために、より
高い演算性能を実現するためには、処理に頻出し、
時間のかかる算術演算のための専用回路を開発す
ることが有効であると考えられる。このような演
算の例として、平方根の逆数計算や立方根計算等
が挙げられる。
本研究では、算術演算のための減算シフト型

ハードウェアアルゴリズム [4]の自動合成につい
て考察する。自動合成においては、まず、与えら
れた演算に対し、これを加減算とシフト、一桁の
乗算の繰返しで計算する漸化式を生成し、さらに、
計算に用いる基数や桁集合等から桁選択関数を定
め、具体的なアルゴリズムを設計する必要がある。
この際、ハードウェアアルゴリズムの性能の見積
りを基に、アルゴリズム中のさまざまなパラメー
タを決定する。
以下では、まず、与えられた演算の算術式から、

減算シフト型アルゴリズムのための漸化式を生成
する方法の概要を示し、次に、漸化式および基数、
桁集合等から桁選択関数を求める手順の概要を述
べる。

4.1 漸化式の生成

計算したい演算が算術式 f で与えられたとき
に、これに対する減算シフト型アルゴリズムのた
めの漸化式を生成する手順について考える。fは、
オペランドおよび加算、減算、乗算、除算（逆数
計算も含む）、m乗根（mは正の整数）の組合せ
で表されるとする。オペランドの個数は任意とす
る。f に対し、計算が加減算、シフト、一桁の乗
算のみで行えるような漸化式を生成する。手順は
以下の通りである。
まず、f に対し、残余W [j]の式を求める。f の

算術式の各項について、A
B があれば、式を

A
B = M

として両辺にBを掛け、A(B)
1
m があれば、式を

A(B)
1
m = M として両辺をm乗じ、式を展開す

る。この操作を、式の各項に除算、m乗根が存在
しなくなるまで繰り返し、最後に、式を g = 0の

形に変形する。g には除算やm乗根が存在しな
い。得られた g = 0から、残余W [j]の式を、gを
rj 倍することにより得る。すなわち、

W [j] = rjg (2.1)

である。
次に、残余の漸化式を求める。漸化式は、式

(2.1) の jを j +1に置き換え、中間結果の漸化式

S[j + 1] = S[j] + sj+1r
−j−1 (2.2)

を代入して展開することにより得られる。

W [j + 1] = rW [j] + · · · (2.3)

の式で表される。ここで、得られたW [j + 1]の
漸化式中に、オペランドと中間結果との乗算が存
在するかを調べる。存在した場合、新しい中間変
数で置き換える。さらに、新たに導入した変数に
対する漸化式を導出する。乗算が漸化式中に存在
しなくなるまでこの処理を繰り返す。

4.2 桁選択関数の生成

漸化式と基数 r、桁集合 {−a, · · · ,−1, 0, 1,

· · · , a} 等から桁選択関数を生成する手順につい
て考える。 r

2 ≤ a ≤ r − 1とする。手順は以下の
通りである。
まず、与えられた漸化式と基数、桁集合から、

sj+1 として k を選んでもよい rW [j] の範囲
Lk[j] ≤ rW [j] ≤ Uk[j]を求める。ここで、残余
W [j]の満たすべき範囲をB[j] ≤ W [j] ≤ B[j]と
する。W [j +1]がB[j +1] ≤ W [j +1] ≤ B[j +1]
を満たすように sj+1を {−a, · · · ,−1, 0, 1, · · · , a}
の中から選ぶ必要がある。sj+1 = kとしたときの
残余の漸化式をW [j + 1] = rW [j] + Hk[j]と表
すと、

Lk[j] = B[j + 1]−Hk[j] (2.4)

Uk[j] = B[j + 1]−Hk[j] (2.5)

となる。k = −aに対する下限及び k = aに対
する上限がそれぞれ rW [j]の下限及び上限となる
ので、

rB[j] = B[j + 1]−H−a[j] (2.6)

rB[j] = B[j + 1]−Ha[j] (2.7)
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を得る。これらの漸化式からB[j]、B[j]を求め、
式 (2.4)、(2.5)より Lk[j]、Uk[j]を定める。
次に、得られた Lk[j]及び Uk[j]から、桁選択

関数を決定する。桁選択関数は、rW [j]と、Lk[j]
およびUk[j]に含まれる変数に依存する。しかし、
r−j が含まれる項は、j が増えると急速に小さく
なるので、桁選択関数を、あるとしてもごく少数
の小さな jについてを除き、その項の中に存在す
る変数に依存しないようにすることができる。
桁選択関数への各入力の見積り値から sj+1の値

を決定する。桁選択関数を、選択の境界となる値
の集合 {mk|k ∈ {−a+1, · · · ,−1, 0, 1, · · · , a}}で
表す。mk ≤ r̂W [j] < mk+1ならば、sj+1として
kが選択される。ここに、r̂W [j]は rW [j]の見積
り値である。また、mkは rW [j]以外の桁選択関
数への入力に依存する。mkは、sj+1として k−1
が選ばれる rW [j]の範囲と kが選ばれる範囲の重
なりの範囲から、桁選択関数への入力となる変数
の表現方法や範囲等を考慮して定めればよい。
桁選択関数の実現方法としては、比較器による

実現、テーブルによる実現が考えられる。テーブ
ルによる実現ではさらに、テーブルをROMで作
るのか論理回路で作るのかの選択がある。ここで
は、桁選択関数を比較器で実現する場合に適した
生成について述べてきたが、テーブルで実現する
場合には、エントリに自由度が存在する。そのた
め、どのエントリを選ぶべきかという問題がある。
また、桁選択関数の入力に必要なビット数のパラ
メータ（本研究では tと d）にも自由度があり、い
くつかの可能な組合せの中からどれを選択すれば
よいかという問題がある。選択の基準としては、
入力ビット数の和、有効なエントリ数、積項数等
がある。また、桁選択関数の実現方法により、最
適な基数や桁集合の選び方も異ってくると考えら
れる。
以上のことから、よりよい回路を実現するため

には、桁選択関数の生成では、ある程度の自由度
がある状態で出力し、次の段階で、回路実現方法
を考慮して最適な桁選択関数を選ぶ、という二段
階に分けて考えることが必要である。

5 まとめ

Karatsubaの方法に基づく乗算のハードウェア
アルゴリズムの研究により、配線層数の多いスタ
ンダードセル方式の集積回路では、ＶＬＳＩモデ
ル上での面積よりも、組合せ回路モデル上での素
子数の方が、面積のより現実に即した評価基準に
なり得るという知見を得た。冗長２進表現の絶対
値計算を用いた整数除算のハードウェアアルゴリ
ズムの研究では、組合せ回路モデルおよびＶＬＳ
Ｉモデル上で性能評価基準において、従来よりも
優れたハードウェアアルゴリズムを開発した。ま
た、算術演算のための減算シフト型ハードウェア
アルゴリズムの自動合成システムを構想し、開発
を開始したが、このシステムでは、ハードウェア
アルゴリズムの性能の見積りが重要である。今後
も、ハードウェアアルゴリズムの性能の、より現
実に即した評価基準の確立を目指して、これらの
研究を進める予定である。
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であった。また、桁上げ先見加算器を用いて
実現した非回復型整数除算器と比較すると、
遅延時間は約 25%の減少であった。

4. 熊澤文雄，高木直史:
“算術演算のための減算シフト型ハードウェ
アアルゴリズムの自動合成”, 電子情報通信
学会技術研究報告, VLD2004-90，ICD2004-
176，DC2004-76, 175–178, 2004年 12月.
概要: プロセッサ等の開発において、より高
い演算性能を実現するためには、頻出する算
術演算のための専用回路を開発することが
有効であると考えられる。本報告では、算術
演算の専用回路のための減算シフト型ハー
ドウェアアルゴリズムの自動合成について考

察する。計算したい演算が算術式として与え
られたとき、加減算、シフト、一桁の乗算の
繰り返しで計算が行えるような漸化式を生成
する。漸化式、基数、桁集合、残余の表現方
法などが与えられたとき、桁選択関数を生成
する。

学会大会等

1. 高木直史，高木一義:
“冗長ＳＤ／非冗長２進のオンザフライ変換
の新手法”, 情報処理学会第 67回全国大会, 1,
13–14(6B-1), 2005年３月.

2. 柴岡雅之，高木直史，高木一義:
“Karatsubaアルゴリズムに基づく小面積並
列乗算器”, 2005年電子情報通信学会総合大
会, 基礎・境界, 66(A-3-1), 2005年３月.

3. 小林克希，高木直史，高木一義:
“反復回数を削減した拡張ユークリッド法に
基づくGF(2m)上の逆元算出アルゴリズム”,
2005年電子情報通信学会総合大会, 基礎・境
界, 67(A-3-2), 2005年３月.

4. 高木直史:
“テーブルサイズを削減した逆数の区分二次
近似法”, 2005年電子情報通信学会総合大会,
基礎・境界, 68(A-3-3), 2005年３月.

– 69 –



A06: 幾何的配置問題の計算量限界と近似可能性の研究

加藤 直樹 大崎 純 瀧澤 重志

京都大学 大学院 工学研究科
〒 615-8540 京都市西京区京都大学桂 Cクラスター
{naoki,ohsaki,kukure}@archi.kyoto-u.ac.jp

1 はじめに

建築におけるトラス構造物の最適設計問題や、
都市工学における通路、道路、鉄道などの配置問
題および道路網などにおける配送問題は、数理的
にはユークリッド幾何構造の上での最適化問題と
して特徴付けられる。また、これらの問題の多く
は、実現可能な解集合を考慮すると本質的に離散
構造を有する。たとえば、建築構造物の設計では、
実現できる部材長や部材断面積は、あらかじめ与
えられたサイズ集合から選択されるのが望ましい。
通路、道路の配置問題、配送問題でも実現可能な
幾何学的単位は限定される。本研究では、これら
の問題を幾何的配置問題としてモデル化し、個々
の問題の計算量限界を明らかにするとともに、離
散組合せ手法や計算幾何学を用いて実用的に解け
る近似アルゴリズムの開発することにより近似可
能性について解析をおこなう。今年度において得
られた主要な成果の概略は以下の通りである。

1. 存在することのできる節点と部材の位置が与
えられたトラスに対し，静的外力の下での応
力と，局所的な安定性の制約の下で最適な部
材トポロジーを求める問題を，混合整数計画
法として定式化し，分枝限定法で大域最適解
を求めた (図 1)。また，選択可能断面リスト
の与えられた骨組の最適断面積を求める問題
を，種々のヒューリスティックスを用いて解
き，性能を比較した。(学術論文 2.)

2. 異なる部材長の数を最小にするトラスの設計
問題を、異なる辺長の数を最小化する二次元
平面上の三角形メッシュ生成問題としてモデ
ル化し、計算量限界、近似性能比を明らかに
した (図 2)。また、異なる節点のタイプの数
を最小化するトラスの設計問題を、隣り合う

図 2.1: 最適トポロジー

図 2.2: 三角形メッシュ

辺間の角度の種類数を最小にする問題として
モデル化し、計算量限界、近似性能比を明ら
かにした。(研究会等 3.)

3. 平面上に存在する利用者間の交通量が与えら
れている時、総和が一定の長さの線分集合で
表現される道路（または鉄道）を配置するこ
とにより増大する利用者の利便性を最大化す
る交通網を設計する問題を幾何的最適化問題
としてモデル化し、計算量限界、近似性能比
を明らかにする。(学会大会等 6.)

4. 2値化エッジ画像からの高速長方形成分検出
手法の開発: カラー画像やグレースケール画
像に対して、2値化処理が予め施された 2値
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図 2.3: 実験例

化エッジ画像を入力画像とし、1枚の画像から
実用的な計算時間で長方形集合を検出する方
法を提案した。入力として画像に対して主軸
方向が同一で、スライシング構造を持つ複数
の長方形とする。本論文では、実用的な計算
時間で高精度の長方形検出をおこなうため、
次のようなさまざまな工夫をおこなっている
(図 3)。(1)長方形群の主軸 2方向に沿ったス
ライス処理を施すことによって、長方形が存
在する可能性の高い領域を限定する処理をお
こなっている。そこで得られた領域ごとに、
長方形検出のためのしきい値を適応的に設定
することによって、欠損率の異なる長方形を
一度に検出できるようにしている。(2) ノイ
ズカットや濃度値データの計算といった前処
理を施すことによって、計算効率と検出精度
の向上を図っている。(3) 線形時間の動的計
画法を利用して長方形の辺候補が存在する部
分を絞り込むことによって、辺候補 4本の組
合せで得られる長方形候補の数を劇的に減ら
し、結果として計算時間の大幅な短縮を達成
している。(学術論文 3.)

5. 配送問題では、積込み、配送の 2種類の荷物
を有する場合について、とくに取り扱うネッ
トワークが木構造を有する場合について新し
い近似アルゴリズムを開発した。車両の起点、
終点は単一のデポに限定されている場合を扱
う。効率のよい 2−近似アルゴリズムを提案
した。(学術論文 9.)

6. 与えられた平面上の点集合に対して、それら
を k個の折れ点のある区分線形関数で近似す
る問題（誤差評価は L1 および L2-距離）を
取り扱い、近似解法を提案した (図 4)。(研究
会等 4.)

図 2.4: 点集合の折れ線近似

7. 区分線形非負実数値関数 f : Rd → Rを単
峰関数で近似するアルゴリズムを提案した。
アルゴリズムは、最大流問題などのグラフア
ルゴリズムに基づくもので、得られた結果は
データマイニングにおける高次元領域ルール
の生成に利用される。(研究会等 2.)

8. 平面上に与えられた長方形集合を結ぶ橋のな
かで迂回率を最小にするものを求める問題を
取り扱った。ある条件の下ではその問題が多
項式時間で得られることを示した。(学術論
文 6.)

9. リンク機構、テンセグリティの実現可能性、
最適な組み立て順序，最適張力に関する力学、
幾何学を統合したモデル化をおこない、問題
の計算量限界を明らかにした。(研究会等 6.)

なお、上記の項目6,7,8についてはA02班やC05
班の班員との共同研究の成果である。

研究業績一覧

学術論文

1. 宮高泰昌，加藤直樹，瀧澤重志:
“建築画像データベースの自動索引付けを目
指した建築構成要素の認識手法の開発 畳と
格子を例として”, 日本建築学会環境系論文
集, 第 588号, pp.63-70, 2005.2.
概要: 建築画像データベースを構築すること
を最終目標として，建築画像の自動索引付け
には，どのような検索キーを付与することが
有用であるか，という点を考慮することが重
要である。本研究では，建築画像データベー
スにおける有効な検索システムの構築を目指
し，画像への自動索引付けを目的として，「画
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像中に特定の建築構成要素を含むかどうか」
を判別する方法を「畳」と「格子」を例とし
て，二つ提案する。
提案する一つ目の方法は，特定の建築構成要
素を含む画像は，画像内の大まかな色分布と
構図も概ね似通っているという考え方を基礎
に，パターン認識と類似画像検索の技術を応
用することによって，画像内の色分布と構図
情報の類似度を計算して判別を行おうとする
ものである。類似画像検索の研究において画
像間の類似度として，建築画像を探す際に重
要な観点や要素である，「色」と「構図」を考
慮した研究も存在する。しかし，それらの研
究では構図情報の抽出に複雑な領域分割処理
を行うものが多く，処理に手間がかかる上，
必ずしも建築的な構図を反映したものではな
かった。そこで本研究では，画像内の画素の
位置情報が建築画像の構図にとって重要であ
ると考え，粗く切った画像において「色と構
図の情報」を考慮した類似度を，最小費用流
問題によって計算する方法を提案する。
二つ目は，画像認識技術を用いて特定の構成
要素に対して，その判別に重要な役割を果た
す特徴量を抽出することにより，構成要素の
存在の有無に関する学習モデルを構築し，判
別を行う方法である。
判別精度は 7,8割とまだ実用レベルには達し
ていないが，既に実用化されている文字認識
などと比較した場合に，建築構成要素のもつ
構図や対象の多様性を考慮すると，研究初期
段階の目的は達したものと考えられる。

2. M. Ohsaki and N. Katoh:
“Topology optimization of trusses with
stress and local consraints”, Structural and
Multidisciplinary Optimization, 29, 190-
197, 2005.3.
概要: A truss topology optimization prob-
lem under stress constraints is formulated as
a Mixed Integer Programming (MIP) prob-
lem with variables indicating existence of
nodes and members. The local constraints
on nodal stability and intersection of mem-
bers are considered, and a moderately large
lower bound is given for the cross-sectional

area of an existing member. A lower-bound
objective value is found by neglecting the
compatibility conditions, where linear pro-
gramming problems are successively solved
based on a branch-and-bound method. An
upper-bound solution is obtained as a so-
lution of NonLinear Programming (NLP)
problem for the topology satisfying the lo-
cal constraints. It is shown in the exam-
ples that upper- and lower-bound solutions
with small gap in the objective value can
be found by the branch-and-bound method,
and the computational cost can be reduced
by using the local constraints for obtaining
a practically optimal solution.

3. 天沼はるか、加藤直樹:
“2値化エッジ画像からの高速長方形成分検
出手法の開発”, 日本建築学会環境系論文集,
No.586, 83-90, 2004年 12月.
概要: 本研究では、カラー画像やグレース
ケール画像に対して、2値化処理が予め施さ
れた 2値化エッジ画像を入力画像とし、1枚
の画像から実用的な計算時間で長方形集合を
検出する方法を提案する。また、画像に対し
て主軸方向が同一で、スライシング構造を持
つ複数の長方形とする。本論文では、実用的
な計算時間で高精度の長方形検出をおこなう
ため、次のようなさまざまな工夫をおこなっ
ている。(1) 長方形群の主軸 2方向に沿った
スライス処理を施すことによって、長方形が
存在する可能性の高い領域を限定する処理を
おこなっている。そこで得られた領域ごとに、
長方形検出のためのしきい値を適応的に設定
することによって、欠損率の異なる長方形を
一度に検出できるようにしている。(2) ノイ
ズカットや濃度値データの計算といった前処
理を施すことによって、計算効率と検出精度
の向上を図っている。(3) 線形時間の動的計
画法を利用して長方形の辺候補が存在する部
分を絞り込むことによって、辺候補 4本の組
合せで得られる長方形候補の数を劇的に減ら
し、結果として計算時間の大幅な短縮を達成
している。

– 72 –



4. D.Z. Chen, O. Daescu, Y. Dai, N. Katoh,
X. Wu:
“Efficient Algorithms and Implementations
for Optimizing the Sum of Linear Fractional
Functions, with Applications”, Journal of
Combinatorial Optimization, Vol.9　No.1,
69-90, 2005.1.
概要: The problem of optimizing the sum
of m linear fractional functions (SOLF) in a
fixed dimension d, subject to n linear con-
straints, arises in a number of theoretical
and applied areas. This paper presents an
improved algorithm for solving the SOLF
problem in 2-D. A key subproblem to our
solution is the off-line ratio query (OLRQ)
problem, which computes the optimal val-
ues of a sequence of m linear fractional func-
tions (called ratios), with the ratios subject
to a dynamically changing feasible domain
defined by O(n) linear constraints. Based
on useful geometric properties and the para-
metric linear programming technique, we
develop an algorithm that solves the 2-D
OLRQ problem in O((m + n) log(m + n))
time. Our OLRQ algorithm can be eas-
ily implemented and is robust. More im-
portantly, it enables us to speed up every
iteration of a known iterative SOLF algo-
rithm in 2-D, from O(m(m + n)) time to
O((m + n) log(m + n)). Implementation
results of our improved SOLF algorithm
have shown that in most cases our algo-
rithm outperforms the commonly-used ap-
proaches for the SOLF problem.

5. 大崎 純，西脇眞二:
“スナップスルーを利用したバイステーブル
コンプライアントメカニズムの形状設計法”,
日本機械学会論文集A, 70(700), 23-28, 2004
年 12月.
概要: A general approach is presented for
generating compliant mechanisms from a
highly connected ground structure. The
structure is modeled as a pin-jointed truss,
and geometrical nonlinearity is considered.

An optimization problem is formulated for
minimizing the total structural volume un-
der constraints on the displacement at the
specified node, and stiffnesses at initial and
final states. The design variables are cross-
sectional areas and the nodal coordinates.
It is shown in the numerical examples that
several mechanisms can be naturally found
as a result of optimization starting from
randomly selected initial solutions.

6. Tetsuo Asano, Naoki Katoh, Hisao Tamaki
and Takeshi Tokuyama:
“The structure and number of global round-
ings of a graph”, Theoretical Computer Sci-
ence, （掲載予定）.
概要: Given a connected weighted graph
G = (V, E), we consider a hypergraph
HG = (V, PG) corresponding to the set of
all shortest paths in G. For a given real
assignment a on V satisfying 0 ≤ a(v) ≤
1, a global rounding α with respect to
HG is a binary assignment satisfying that
|∑v∈F a(v) − α(v)| < 1 for every F ∈ PG.
We conjecture that there are at most |V |+1
global roundings for HG, and also the set
of global roundings is an affine independent
set. We give several positive evidences for
the conjecture.

7. Tetsuo Asano, Mark de Berg, Otfried
Cheong, Hazel Everett, Herman Haverkort,
Naoki Katoh, and Alexander Wolff:
“Optimal Spanners for Axis-Aligned Build-
ings”, Computational Geometry: Theory
and Applications, （掲載予定）.
概要: We consider the following problem:
We wish to connect buildings using bridges
or tunnels, such that people can pass be-
tween the buildings without having to step
outside. It is frustrating if such a con-
nection is much longer than the direct but
cold outside walk, so we want to place the
bridges such that the dilation of the re-
sulting network is minimum, where the di-

– 73 –



lation is the maximum ratio between dis-
tance within the network and beeline dis-
tance over all pairs of points in the given
buildings. Given n axis-parallel rectangu-
lar buildings and a set of pairs of build-
ings that are to be connected by axis-
parallel bridges, we can find a minimum-
dilation bridge placement in O(n2) time if
the building-bridge graph is a path. For
the case that the graph is a tree, we give
a pseudo-polynomial solution based on an
LP-formulation of the problem. We show
that the problem is NP-hard if the graph
has cycles.

8. X. Gandibleux, H. Morita, N. Katoh:
“Population-based heuristic for solving as-
signment problems with two objectives”,
Journal of Mathematical Modelling and Al-
gorithms, （掲載予定）.
概要: A population-based heuristic for com-
puting an approximation of the efficient so-
lution set for the assignment problem with
two objectives is presented. The principle
of the heuristic is based on an intensive use
of three operators performed on a popula-
tion composed only of elite solutions. The
operators are a local search, a crossover and
a path-relinking. The initial population is a
subset of supported solutions, where each of
them is one optimal assignment for an ap-
propriate weighted sum of two objectives. A
genetic information is derived from elite so-
lutions. It is a useful genetic heritage to be
exploited by crossover operators. A lower
bound set defined in the objective space
provides one acceptable limit for performing
a local search. Results of extensive numeri-
cal experiments are reported and discussed.
They show that the heuristic is able to find
quickly a very good approximation of the
efficient frontier and outperforms the previ-
ous results published. But also this heuris-
tic has two main advantages; it is based on
simple principles easy to implement and it

does not need a tuning phase of parameter.

9. Naoki Katoh and Taihei Yano:
“An Approximation Algorithm for the
Pickup and Delivery Vehicle Routing Prob-
lem on Trees”, Discrete Applied Mathemat-
ics, （掲載決定）.
概要: This paper presents an approxima-
tion algorithm for a vehicle routing problem
on a tree-shaped network with a single de-
pot where there are two types of demands,
pickup demand and delivery demand. Cus-
tomers are located on nodes of the tree,
and each customer has a positive demand
of pickup and/or delivery. Demands of cus-
tomers are served by a fleet of identical ve-
hicles with unit capacity. Each vehicle can
serve pickup and delivery demands. It is
assumed that the demand of a customer is
splittable, i.e., it can be served by more
than one vehicle. The problem we are con-
cerned with in this paper asks to find a set
of tours of the vehicles with minimum total
lengths. In each tour, a vehicle begins at
the depot with certain amount of goods for
delivery, visits a subset of the customers in
order to deliver and pick up goods and re-
turns to the depot. At any time during the
tour, a vehicle must always satisfy the ca-
pacity constraint, i.e., at any time the sum
of goods to be delivered and that of goods
that have been picked up is not allowed to
exceed the vehicle capacity. We propose a 2-
approximation algorithm for the problem.

10. M. Ohsaki and S. Nishiwaki:
“Shape design of pin-jointed multi-
stable compliant mechanisms by utilizing
snapthrough behavior”, Structural and
Multidisciplinary Optimization, （掲載決
定）.
概要: A general approach is presented for
generating pin-jointed multi-stable com-
pliant mechanisms utilizing snapthrough
behavior. An optimization problem is
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formulated for minimizing the total struc-
tural volume under constraints on the
displacements at the specified nodes, stiff-
nesses at initial and final states, and load
factors to lead to snapthrough behavior.
The design variables are cross-sectional
areas and the nodal coordinates. It is
shown in the numerical examples that
several mechanisms can be naturally found
as a result of optimization starting from
randomly selected initial solutions. It is
also shown that no local bifurcation point
exists along the equilibrium path, and the
obtained mechanism is not sensitive to
initial imperfections.

研究会等

1. Tetsuo Asano, Naoki Katoh, Hisao Tamaki,
Takeshi Tokuyama:
“On Geometric Structure of Global Round-
ings for Graphs and Range Spaces”, Proc.
of 9th Scandinavian Workshop on Algo-
rithm Theory, LNCS 3111, Springer, 455-
467, 2004.7.
概要: Given a connected weighted graph
G = (V, E), we consider a hypergraph
HG = (V, PG) corresponding to the set of
all shortest paths in G. For a given real
assignment a on V satisfying 0 ≤ a(v) ≤
1, a global rounding α with respect to
HG is a binary assignment satisfying that
|∑v∈F a(v) − α(v)| < 1 for every F ∈ PG.
We conjecture that there are at most |V |+1
global roundings for HG, and also the set
of global roundings is an affine independent
set. We give several positive evidences for
the conjecture.

2. Danny Z. Chen, Jinhee Chun, Naoki Katoh,
and Takeshi Tokuyama:
“Efficient Algorithms for Approximating
a Multi-Dimensional Voxel Terrain by a
Unimodal Terrain”, Proc. of 10th In-
ternational Computing and Combinatorics

Conference(COCOON 2004), LNCS 3106,
Springer, 238-248, 2004.8.
概要: Optimized region rules developed
by Fukuda et al. are effective tools in data
mining for a database with numeric data.
However, there are two defects in the pre-
vious methods: (1) each rule can contain
at most two numeric conditional attributes,
and (2) the decision is only done by whether
a given data is inside of a region R or out-
side of it, irrelevant to its exact position. In
this paper, we propose a method for resolv-
ing these defects. Indeed, by applying graph
algorithms, we give optimized numeric asso-
ciation rules with more than two attributes,
and also give layered-structured numeric as-
sociation rules. The method is also applica-
ble to removal of exceptional data and also
clustering.

3. N. Katoh, M. Ohsaki and Y. Xu:
“A uniform triangle mesh generation of
curved surfaces”, Proc. Third China-
Japan-Korea Joint Symposium on Opti-
mization of Structural and Mechanical Sys-
tems (CJK-OSM3), 759-764, 2004.11.
概要: The purpose of this study is to maxi-
mize the number of edges with almost equal
lengths for a triangular mesh of a curved
surface, so that the distortion of the trian-
gulation used for finite element model or
architectural latticed roofs is to be mini-
mized. Two approximation algorithms are
presented for triangulation of a polygon in a
plane under upper and lower bounds on the
edge lengths; (a) minimize the number of
internal node, and (b) minimize the num-
ber of different edge lengths. For a para-
metric surface, the domain on a parametric
surface is first mapped to a plane to obtain
a polygon. The algorithm (b) is applied to
the polygon to find a triangulation, which is
remapped to the surface. The performance
of the proposed method is demonstrated by
using a tensor product Bézier surface.

– 75 –



4. Boris Aronov, Tetsuo Asano, Naoki Katoh,
Kurt Mehlhorn, Takeshi Tokuyama:
“Polyline Fitting of Planar Points un-
der Min-Sum Criteria”, Proc. of 15th
Symposium on Algorithms and Computa-
tions, LNCS 3341, Springer Verlag, 77-88,
2004.12.
概要: Fitting a curve of a certain type to
a given set of points in the plane is a ba-
sic problem in statistics and has numerous
applications. We consider fitting a poly-
line with k joints under the min-sum cri-
teria with respect to L1- and L2-metrics,
which are more appropriate measures than
uniform and Hausdorff metrics in statistical
context. We present efficient algorithms for
the 1-joint versions of the problem, and fully
polynomial-time approximation schemes for
the general k-joint versions.

5. M. Ohsaki and S. Nishiwaki:
“Shape design of bistable compliant mech-
anisms by utilizong snapthrough behav-
ior”, Proc. Third China-Japan-Korea Joint
Symposium on Optimization of Structural
and Mechanical Systems (CJK-OSM3),
359-364, 2004年 10月.
概要: A general approach is presented for
generating compliant mechanisms from a
highly connected ground structure. The
structure is modeled as a pin-jointed truss,
and geometrical nonlinearity is considered.
An optimization problem is formulated for
minimizing the total structural volume un-
der constraints on the displacement at the
specified node, and stiffnesses at initial and
final states, where the design variables are
cross-sectional areas and the nodal coordi-
nates. It is shown in the numerical exam-
ples that several mechanisms can be nat-
urally found as a result of optimization
starting from randomly selected initial so-
lutions.

6. M. Ohsaki, J. Zhang and S. Kimura:
“An Optimization Approach to Design of
Geometry and Forces of Tensegrities”, Int.
Symposium of Shell and Spatial Strustures,
（発表予定）.
概要: A general method is presented for di-
rect design of member directions, force vec-
tors and nodal locations of tensegrities with
given topology, which is defined as a di-
rected graph. The system of equilibrium
equations is written in terms of the compo-
nents of the member force vectors by using
the incidence matrix. Since the number of
the total components of the force vectors
is usually larger than the rank of the equi-
librium matrix, some force components can
be arbitrary specified. The target values
are given here to formulate an optimization
problem to obtain a set of force components
that satisfies equilibrium conditions. By us-
ing the proposed method, the designers can
directly control the axial forces and the con-
figuration simultaneously, which is consid-
ered a major advantage of the method. A
new configuration can also be obtained by
changing the target values of the forces and
geometrical constraints.

7. J. Zhang and M. Ohsaki:
“Form-finding of Self-stressed Structures by
an Extended Force Density Method”, Int.
Symposium of Shell and Spatial Strustures,
（発表予定）.
概要: The force density method is extended
to find the feasible set of force densities,
based on singular value decomposition of
equilibrium matrix, and an algorithm for
specifying an independent set of nodal co-
ordinates is proposed. The force densities
is first formulated in terms of elements of
the equilibrium matrix, where constraints
on force densities with desired values can
be included at the same time. The least
square solution of the force densities is then
given based on this formulation. Singu-
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lar value decomposition is next applied to
the equilibrium matrix and its smallest ele-
ments with the specified number are set to
be zero in order to attain the required rank.
The equilibrium matrix is reconstructed for
calculation of force densities by the equa-
tions formulated previously. By iteratively
carrying out the above processes of calcu-
lating force density vector and equilibrium
matrix with the updated ones, a feasible set
of force densities is derived. The last step
of the method is to specify an independent
set of nodal coordinates to achieve a unique
geometrical configuration of the structure.

8. M. Ohsaki and N. Katoh:
“Topology optimization of trusses with
stress and local constraints”, Int. Confer-
ence on Computation of Shell and Spatial
Structures, （発表予定）.
概要: A mixed integer programming for-
mulation is presented for the truss topol-
ogy optimization with stress and local con-
straints. Linear programming problems are
successively solved based on a branch-and-
bound method, where an upper-bound so-
lution is obtained by solving nonlinear pro-
gramming problems. It is shown in the ex-
amples that upper- and lower-bound solu-
tions with small objective gap can be found,
and the computational cost can be reduced
by utilizing the local constraints.
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A07: 現実的な状況下での量子計算の能力に関する研究

山下 茂 中西 正樹

奈良先端科学技術大学院大学 情報科学研究科
〒 630-0192 奈良県生駒市高山町 8916-5

{ger, m-naka}@is.naist.jp

1 はじめに

量子計算の計算機科学からの研究は，量子チ
ューリングマシンと呼ばれる非常に理想的な量子
計算機のモデルの上で，計算ステップ数の漸近的
な評価をしているものがほとんどである．本研究
では，より現実的な状況を考慮して，量子計算の
一部分が古典的な計算資源で置き換えられたり，
量子計算の一部分がエラーを含んだりする場合
などのモデルにおいて，量子計算の計算能力の解
析を行なうことを目的としている．また，計算の
大部分を古典計算機で行なわなければならないよ
うな現実的な状況において，量子計算機を利用す
れば，古典計算だけの場合よりもより高速に解け
る問題やその状況，およびその具体的な利用方法
についての知見を得ることも目標としている．本
年度は，この目標に対して以下のような研究を行
なった．

古典スタック付き量子プッシュダウンオート
マトンの計算能力

量子デバイスと古典デバイスが協調して動作
する計算機のモデルとして古典スタック付き量子
プッシュダウンオートマトンを提案し，片側誤り
のもとで純粋な古典モデルより真に能力が高いこ
とを示した．

エラーのある量子オラクルの分類を行う量子
アルゴリズム

ある決められたオラクルの集合が与えられ，そ
のうちの一つがブラックボックスとして与えられ
た時に，何回そのブラックボックスのオラクルに
質問すれば，オラクルを同定できるかという問題

をオラクル同定問題という．オラクルが量子的な
サブルーチンとしてGrover Searchに利用できる
時に，たとえオラクルが定数確率で間違った値を
返す場合でも，エラーがない場合の問い合わせ回
数の下限と一致するオラクルへの問い合わせ回数
でオラクル同定問題を解く量子アルゴリズムを設
計した．

N個の関数の値のORを分散環境で効率よく
計算する量子プロトコル

AliceとBobが l個の入力データxと yをそれぞ
れ持っている状況で，l 個の f(x, y)の出力のOR
を計算するときにAliceとBobの間で必要な通信
量（ビット数）を考える．特に，f が x 6= yかど
うかをチェックする関数のとき，この問題は list-
nonequality function:LNE(l, k)と呼ばれ，分散
環境での通信量に関して基本的な問題である．こ
の問題に対して，量子のプロトコルに古典のラン
ダムコインの概念をうまく取り入れることによっ
て，古典の場合よりも効率的な計算手法を設計
した．

古典計算機と量子計算機を協調させてプログ
ラミングする枠組み

通常の C++で書かれたプログラムからほぼ全
自動で，Grover Searchで置き換えていい部分を
判定し，その量子アルゴリズムに相当する量子
回路を生成する手法を実現した．今後は Grover
Search以外の量子アルゴリズムについても検討
する課題が残っている．

以下では，それぞれの研究項目についてその概
要を述べる．
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2 古典スタック付き量子プッシュダ

ウンオートマトンの計算能力

シンプルな量子計算機のモデルとして，量子有
限オートマトンや，量子プッシュダウンオートマ
トンが提案されている．特に量子有限オートマト
ンは量子チューリング機械や量子回路と異なり，
必要な量子資源が有限であるため，現実的に実現
できる量子計算機の規模を考えると，非常に重要
なモデルである．
一方，計算機のすべてを量子デバイスを用いて

実装するのは現実的ではない．量子計算機が実現
した場合は，少ないメモリしか持たない量子計算
機と多くのメモリを持つ古典計算機を協調して動
作させることが必要となる．シンプルな量子計算
機と古典計算機が協調して動作した場合，量子計
算機単独で動作するよりも能力が高くなる場合が
ある．
そこで，本研究ではこのような量子デバイスと

古典デバイスが協調して動作するような計算機の
能力の解析を行った．量子デバイスと古典デバイ
スが協調して動作するモデルを考えることは，上
述の理由の他に，可逆性を緩和できるという利点
がある．量子計算モデルは量子力学から来る制約
上，可逆な計算モデルでなければならない．この
制約は場合によっては量子計算モデルの能力を古
典計算モデルより弱くすることにもなりうる．し
かしながら，古典デバイスはこのような可逆性と
いう制約を受けないため，自由に操作ができる．
本研究では，計算モデルとしてプッシュダウン

オートマトンを考え，その有限状態制御部とテー
プヘッドに量子デバイスを，スタックに古典デバ
イスを用いた量子-古典協調計算モデルを提案し，
その能力の解析を行った．結果として，片側誤り
のもとで，量子計算モデルの方が古典計算モデル
よりも認識できる言語のクラスが大きくなる，つ
まり，能力が高くなることを示した．
以下に，本研究で提案した古典スタック付き量

子プッシュダウンオートマトンの定義を与える．

Definition 1 古典スタック付き量子プッシュダ
ウンオートマトンは次の 8 項組で定義される．

M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, σ,Qacc, Qrej),

ここで Q は状態の有限集合, Σ は左 (右)終端記

号 |c ($) を含む入力アルファベット，Γ は底記号
Z を含むスタックアルファベット，δ : (Q× Σ×
Γ×Q× {0, 1}) −→ C は状態遷移関数，q0 は初
期状態，σ : Q \ (Qacc ∪Qrej) −→ Γ+ ∪{−, pop}
はスタック操作を決める関数，Qacc (⊆ Q) は受
理状態集合， Qrej (⊆ Q) は非受理状態集合であ
る．ただし，Qacc ∩Qrej = ∅ とする．

2

このモデルは，量子有限オートマトンに古典の
スタックを付加したものと考えることができ，量
子有限オートマトン部の動作は，スタックトップ
の記号に基づいて決められるユニタリ変換によっ
て規定される．また，スタックの操作は量子有限
オートマトン部の観測結果に基づいて積むべき記
号 (あるいはスタックトップの削除)が決定され
る．具体的には次のように動作を行う．

δ(q, b, a, q′, D) = α は状態 q で入力記号 b，ス
タック記号 a を読んだときに状態 q′ に遷移して，
ヘッドを D の方向に動かす確率振幅が α である
ことを示している．状態 q，ヘッド位置 k に対す
る時点表示を |q, k〉 と表すと，古典スタック付き
量子プッシュダウンオートマトンの (量子有限状
態制御部の) 1 ステップの動作は次のようにユニ
タリ変換 Ux

a を適用することに相当する．ここ
で，a はスタックトップの記号，x は入力文字列
を表すものとする．

Ux
a (|q, k〉) =∑

q′∈Q,D∈{0,1}
δ(q, x(k), a, q′, D)

∣∣q′, k + D
〉
,

ここで，x(k) は 入力文字列 x の k 番目の入力
記号を表すものとする．
量子有限状態制御部に対して，ユニタリ変換

Ux
a が適用された後，次に示す観測量を用いて
観測が行われる．

Ew = span{|q, k〉 |σ(q) = w},
Eacc = span{|q, k〉 |q ∈ Qacc},
Erej = span{|q, k〉 |q ∈ Qrej}.

と定め，観測量を O = ⊕jEj と定義する．
観測の結果が acc (rej) であれば，入力を受理

(非受理) する．観測の結果が pop であれば，ス

– 79 –



タックトップ記号をポップする．‘−’ であればス
タックを変化させない．それ以外の場合 (つまり，
j が Γ+ の文字列の場合) は j をスタックにプッ
シュする．以上を繰り返すことにより，計算を進
める．
本研究では，古典スタック付き量子プッシュダ

ウンオートマトンで片側誤りで認識できるが，(古
典の) 確率プッシュダウンオートマトンでは片側
誤りで認識できない言語が存在することを示した．

Theorem 1 次に示す言語 L1 は古典スタック付
き量子プッシュダウンオートマトンで片側誤りで
認識できる．

L1 =



u#v\w[x%y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u, v, w, x, y ∈ {a, b}∗,

¬
(
|u| = |v| = |w| = |x|
and v = w

)

and ¬
(
|u| = |x| and
|v| = |w| = 0

)

and (y = vR or y = wR)





2

Theorem 2 L1 は文脈自由言語ではない．

2

定理 2 より，L1 は非決定性プッシュダウンオー
トマトンで認識できないことがわかる．片側誤り
確率プッシュダウンオートマトンが認識できる言
語のクラスは，非決定性のそれより真に小さいこ
とに注意すると，L1 は片側誤り確率プッシュダ
ウンオートマトンで認識できないことがわかる．
著者らは今までに任意の確率プッシュダウン

オートマトンは同じ確率で入力を受理する可逆
確率プッシュダウンオートマトンに変換できるこ
とを示している．

Theorem 3 可逆確率プッシュダウンオートマト
ンは任意の確率プッシュダウンオートマトンを同
じ確率で入力を受理するようにシミュレートする
ことができる．

2

定理 3より，任意の確率プッシュダウンオートマト
ンは量子プッシュダウンオートマトンでシミュレー

ト可能であることが言える．このことと定理 1，2
を合わせると，古典スタック付き量子プッシュダ
ウンオートマトンは片側誤りのもとで，確率プッ
シュダウンオートマトンより真に能力が高いこと
が言える．

3 エラーのある量子オラクルの分類

を行う量子アルゴリズム

Groverの探索アルゴリズムなどのオラクルを
用いて解く問題の一般化として，以下のようなオ
ラクル同定問題というものが考えられている．

オラクル同定問題

入力：M 個のオラクル集合 S = {f1, ..., fM}と
その中のオラクル fi : {0, 1}n → {0, 1}, fi ∈
S．

出力： オラクル fiのインデックス i．

解が一つの場合の探索問題（つまりオラクル
fi(i) = 1, fi(j) = 0 (j 6= i)から iを求めるGrover
の探索問題），およびビット毎の積の論理和（内
積）fi(j) = i · jから iを求める問題もオラクル同
定問題の一例である．言い替えると，オラクル同
定問題は，M 個のオラクルの動作がわかってい
るという条件で，ブラックボックスにその内の一
つが隠されている時に，オラクルへのクエリーを
用いてどのオラクルがブラックボックスに隠され
ているかを決定する問題である．これは，M ×N

行列 (N = 2n, N ≤ M ≤ 2N )が与えられ，現在
のオラクル（ブラックスボックスに隠されたオラ
クル）がどの行であるかを同定する問題と見るこ
ともできる．そのため，以下では，「M ×N 行列
に対するオラクル同定問題」と呼ぶことにする．
オラクル同定問題において，オラクルがエラー

を持つ場合に，エラー除去のために増加するクエ
リー回数が定数倍程度で済む量子アルゴリズムを
以下で述べる．ここでは，M = N，すなわちオ
ラクル候補の数がオラクル入力の長さと一致する
場合を考える．（Groverの探索アルゴリズムの問
題もこの場合に相当する．）

エラー付きオラクル同定問題
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入力：M 個のオラクル集合 S = {f1, ..., fM}と
その中のある一つのオラクル fi ∈ S を計算
するユニタリ変換 Ufi

:

Ufi |x〉 |0〉 |0〉 =

√
px |x〉 |φi〉 |fi(x)〉+

√
1− px |i〉 |ψi〉 |¬fi(x)〉 ,

但しある定数 0 < ε < 1/2に対して，1/2 +
ε ≤ p2

x ≤ 1である．

出力： オラクル fiのインデックス i．

エラー無しの場合は，O(
√

N)回のオラクルク
エリーにより解けることが既に知られている．し
かし，このアルゴリズムは古典的なオラクルクエ
リーを数多く利用しているために単純に頑健な
量子探索アルゴリズムを利用するするだけでは，
O(log N)倍のオラクルクエリーが避けられない．
そのため，エラーがあるオラクルの同定問題をエ
ラーのない場合に対して定数倍程度のクエリー回
数の増加で解く量子アルゴリズムは自明でない．
しかし，実際には以下の定理が成り立つ．

Theorem 4 N ×N 行列に対するエラー付きオ
ラクル同定問題をO(

√
N)回のオラクルクエリー

により少なくとも定数確率で解くアルゴリズムが
構成可能である． 2

ここでは，アルゴリズムを簡単に述べる．

1. 以下の 2.−6.をオラクル候補Zが一つになる
まで繰り返す．最初 はZを与えられたN 個
のオラクル候補全てとする．

2. 以下の操作では，Z の各列に対して列反転
(column flip)を行う．ここで列反転とは Z

の各列において，もし 1が 0の数より少なけ
れば，その列の 0, 1を反転し，そうでなけれ
ばそのままにしておく，という操作である．
この操作で各列での 1の数が 0の数よりも少
ない行列として常に扱うようにする．（この
操作にはクエリーを全く用いないことに注意
する．）

3. 以下の 4.を選択された列によって被覆された
行が |Z|/3を超えるまで，あるいは選択する
列がなくなるまで繰り返す．ここで列 jが行

iを被覆するとは fi(j) = 1を満たす，つま
り i行 j列が 1であることを意味する．最初，
選択された列の集合 T は空集合とする．

4. T に属する列で被覆されていない行において
1の数が最大の列を選び，T で被覆されてな
い行のうち

√
|Z|/ log N行を被覆しているな

らば，それを T に含める．

5. T に属する列に対して頑健な量子探索アルゴ
リズムを O(log N)回適用する．1が発見で
きれば T が被覆する行を新たに Z とおいて
2.へ戻る．

6. 5.で 1が発見できなかった場合，以下のいず
れかを行なう．

6.a T で被覆する行数が |Z|/3以上だった
場合，T が被覆する行を除外したもの
を新たに Z として 2.に戻る．

6.b T で被覆する行数が |Z|/3未満だった
場合，T が被覆する行を除外した行列
に対して 7.-9.を実行する．

7. T に属さない列に対して頑健な量子探索アル
ゴリズムを適用する．

8. T に被覆されていない列の中で，7.で得られ
た列に 1を持つ行を選ぶ．選ばれた行の集合
を S′とする．

9. T に被覆されていない列の中で，S′中に 0と 1
両方含んだ列を探し，log N 回の古典的クエ
リーでその列の値を決定し，その結果に矛盾
する行を Z から削除する．7.−9.を |Z| = 1
になるまで繰り返す．

上記のアルゴリズムに対して，オラクル
のクエリー回数を評価する．5. で必要な
クエリー回数は O(

√
|T | log N) であるが，

|T | ≤ |Z|/(
√
|Z|/ log N) =

√
|Z| log N より，

5. で 1 が発見できた場合にはクエリー回数
O(|Z|1/4 log3/2 N)で確率 1 − O(1/N) でオラク
ル候補の総数を 1/2 以下に絞り込むことができ
ることになる．一方，5. で 1 が発見できなかっ
た場合には，確率 1 − O(1/N) 以上でオラクル
は T に属さないことになる．従って，T が被覆
する行数が |Z|/3 以上だった場合には，オラク
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ル候補の総数を 2/3 以下に絞り込むことができ
る．また，T が被覆する行数が |Z|/3未満だった
場合には T で被覆された行を除外した後の各列
に含まれる 1の数が

√
N/ log N という事実に注

目すると 7.−9.で log N 回のクエリーをせいぜい√
N/ log N 回繰り返せばよい．よってこのとき
のクエリー回数はO(

√
N)回である．従って全体

でせいぜい O(N1/4 log5/2 N +
√

N) = O(
√

N)
のクエリー回数でオラクル同定が定数確率で可
能である．
このアルゴリズムを改良して，さらに以下のこ

とを示した．アルゴリズムが複雑なためここでは，
結果のみを示す．

Theorem 5 M×N行列に対するエラー付きオラ
クル同定問題をM = poly(N)の時には，O(

√
N)

回のオラクルクエリーにより，少なくとも定数確
率で解くアルゴリズムが構成可能である． 2

Theorem 6 M ×N 行列に対するエラー付きオ
ラクル同定問題を poly(N) ≤ M ≤ 2Nd

(d は

0 < d < 1の定数)の時には，O(
√

N log M
log N )回の

オラクルクエリーにより，少なくとも定数確率で
解くアルゴリズムが構成可能である． 2

オラクルにエラーがない場合でも，M×N行列
に対する同定問題のオラクルクエリーの下限が，
Ω(

√
N log M

log N )であることが既に示されているので，
本研究の結果はほぼ最適であることがわかる．

4 N個の関数の値のＯＲを分散環境

で効率よく計算する量子プロトコ

ル

AliceとBobがネットワークでつながっていて，
Aliceが kビットの入力 xを持ち，Bobが kビッ
トの入力 yを持っているとする．この状況で，x

と y からある関数 f(x, y)を計算するのに Alice
と Bobの間で何ビットのデータ (通信量)をやり
取りしなければならないかという問題は，分散環
境において行う計算の効率を考える上での基本的
な問題である．この応用で，Aliceと Bobが l個
の入力データを持っている状況で，l個の f の出
力のＯＲ (f∨l と表記する) を計算する問題に必

要な通信量に関しても（古典）計算量の分野では
多く研究されている．
本研究では，量子計算機が使える状況，すなわ
ち，ネットワークと計算機が量子情報を扱える場
合に，上記の問題を解く効率的な量子分散アルゴ
リズムが構築できることを示した．その手法は，
古典のテクニックとして用いられる共通のコイン
（乱数）を用いるモデルを拡張し，古典のコイン
を用いる量子計算のモデルを構築することを基
本としている．特に f が x 6= yかどうかをチェッ
クする関数のとき，上記の問題は list-nonequality
function: LNE(l, k)と呼ばれる．古典計算の状況
ではLNEを解くのに必要な通信量は，Θ(l+log k)
であることがわかっているが，本研究で構築した
量子アルゴリズムではO((

√
l log l +log k)で解け

るため，古典計算より効率が良いことが分かる．
本研究の成果を述べる前に，Høyerらが示した

再帰的に Amplitude Amplification を適用して
INTn を解く量子プロトコルを単純に応用した，
量子プロトコルについて述べる．

Theorem 7 f を f : {0, 1}k×{0, 1}k −→ {0, 1}
であるような任意の関数，P を f を有界誤りで計
算する量子通信プロトコルであるとする．このと
き，ある定数 c に対して Q2(f∨l) = O(clog∗ l

√
l ·

C(P)) となる．ここで C(P) はプロトコル P の
コストを表すものとする． 2

これより，LNE(l, k) =
∨l

i=1 EQk であり，かつ，
Q2(EQk) = Θ(log k)であることを考慮して，以
下の Corollaryを得る．

Corollary 1 Q2(LNE(l, k)) = O(clog∗ l
√

l ·
log k). 2

古典通信プロトコルの場合，共通コインを用い
たプロトコルを基に，共通コインを用いないプ
ロトコルを構築することができる．したがって，
基となる共通コインを用いるプロトコルとして，
効率が良いものを考えることにより，効率のよい
(共通コインを用いない)プロトコルを構築するこ
とが可能である．具体的には，共通コインを用い
た f を計算するプロトコルを基に共通コインを
用いた f∨l を計算するプロトコルを構築し，次
に，このプロトコルを O(log lk) ビットの通信を
付加することで共通コインを用いないプロトコル
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に変換する．ここで k は f の入力長，つまり，
Aliceと Bobの持つ入力のサイズは O(lk) であ
る．ここで，使用した共通コインの個数に関わら
ず，必要となる付加的な通信量は O(log lk) であ
ることに注意されたい．この手法を用いることに
より，LNE(l, k) = EQ∨l

k の古典有界誤りプロト
コルの通信量は，Θ(l+log k)となる．したがって，
Corollay 1 で示した量子プロトコルは必ずしも古
典のプロトコルより効率的であるとは限らない．
このことを踏まえ，本研究では上述の手法を量

子プロトコルに適用し，定理 7の結果を改良する
方法を示した．つまり，再帰の基底プロトコルと
して EQk を計算する通信量 O(1) の (古典) 共通
コインを用いるプロトコルを用いた LNE(l, k) の
プロトコルを考え，上述の手法により O(log lk)
ビットの通信を付加して，共通コインを用いない
プロトコルに変換する．これにより，古典の通信
量 Θ(l + log k) より常に少ない通信量を実現する
量子プロトコルを構築することができる．しかし
ながら，量子プロトコル中で古典の共通コインを
用いるため，上述の手法が単純に量子プロトコル
に適用できるかは自明ではない．実際，古典コイ
ンを用いた量子プロトコルを構築するにはいくつ
かの問題点に注意を払う必要がある．この問題点
を取り扱うために以下にいくつかの定義を行う．

Definition 2 任意の個数の古典共通コインを使
用できる量子プロトコルを古典共通コイン量子プ
ロトコルと呼ぶ．Qpub

2 (f) を f を計算する有界
誤り古典共通コイン量子プロトコルのコストのう
ち最小のものとする． 2

上述の定義では，重ね合わせ中の基底それぞれ
について，異なる古典コインを参照することがで
きる．したがって，十分な個数の古典コインをあ
らかじめ用意しておく必要がある．ここで，古典
共通コインプロトコルは古典共通コイン量子プ
ロトコルに変換できることに注意されたい．しか
しながら，たとえ定理 7 のプロトコルに古典共
通コインを導入したとしても上述の変換手法に基
づいて，ある定数 c1，c2 に対して，Q2(f∨l) =
O(clog∗ l

1

√
lRpub

2 (f) + log k) となるような古典の
プロトコルよりも常に効率の良い古典共通コイン
量子プロトコルを構築できるとは限らない．これ
は以下のような理由による．量子振幅増幅アルゴ

リズムは純粋状態に対して適用可能なアルゴリズ
ムである．つまり，次のような変換をおこなう．
A |0m〉 = α |ψgood〉 +

√
1− α2 |ψbad〉．ここで A

は成功確率を増幅したいアルゴリズム (プロトコ
ル)を表す．しかしながら，古典共通コイン量子プ
ロトコルは (古典の)確率にしたがうプロトコルで
あるため，量子状態は純粋状態でなく混合状態と
して記述される．したがって，単純に量子振幅増
幅アルゴリズムを適用することができなくなる．
そこで，混合状態に量子振幅増幅アルゴリズム

を適用するための手法が必要になる．以下では，
このためにいくつかの準備を行う．

Definition 3 (古典共通コイン)量子プロトコル
P はプロトコル実行後の状態が確率 p で |ψ〉 =
α |ψgood〉+ β |ψbad〉 と書けるとき， 確率 p で関
数 f を純粋状態において有界誤りで解くという．
ここで， |α|2 > 2

3 かつ，|ψgood〉 (|ψbad〉) は正し
い (間違いの)答えが解答ビットに書かれているよ
うな状態で張られる部分空間の要素である． 2

これらの定義に基づいて，本研究では以下のこ
とを示した．

Lemma 1 P を f を計算する有界誤り古典共通
コイン量子プロトコルとする．また，C(P) でプ
ロトコル P のコストを表すとする．このとき，少
なくとも 1− ε

l の確率で f を純粋状態において有
界誤りで計算する量子プロトコル Pmaj

f を構築こ

とができる．ただし，C(Pmaj
f ) = O(log l ·C(Pf ))

とする． 2

次に，古典通信量のモデルでの議論と同じよう
に，古典共通コイン量子プロトコルにおいても，
わずかな通信量を付加することにより共通コイン
を取り除くことができることを説明する．量子モ
デルに古典のコインを導入しているため，古典モ
デルにおける手法をそのまま適用できるかどうか
は自明ではない．しかし，実際には古典の場合と
ほぼ同様の以下の結果を示すことができる．

Lemma 2 f を f : {0, 1}n × {0, 1}n −→ {0, 1}
なる関数とする．任意の δ，ε について，f を計
算する任意の ε-誤り古典共通コイン量子プロトコ
ルは O(log n + log 1/δ) ビットの通信を付加する
ことにより，(ε+δ)-誤り量子プロトコルに変換で
きる． 2
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以上より，本研究における以下の主定理が示さ
れる．

Theorem 8 f を f : {0, 1}k×{0, 1}k −→ {0, 1}
なる任意の関数とする．このとき Q2(f∨l) =
O(
√

l · log l ·Qpub
2 (f) + log k).

Proof. 関数 f∨l を計算する通信量が O(
√

l ·
log l ·Qpub

2 (f)+ log k) の有界誤り量子プロトコル
を以下に示す．
以下に示すプロトコルは，Høyer らの頑健な量

子探索アルゴリズムに基づくものである．頑健な
量子探索アルゴリズムにより，次のことが言える．
「もし，f を純粋状態において有界誤りで計算す
る量子プロトコル P が存在すれば，P を O(

√
l)

適用することにより f∨l を有界誤りで計算するこ
とができる．」
Pf を f を計算する古典共通コイン量子プロト

コルとする．Lemma 1より Pf を O(log l) 回適
用することで，少なくとも 1− ε

l の確率で純粋状
態において有界誤りで f を計算する量子プロト
コル Pmaj

f を構築することができる．よって，「l

個の入力に対する Pmaj
f の試行がすべて純粋状態

において有界誤りで関数 f を計算する」という
ことを少なくとも定数確率でできる．したがって，
頑健な量子探索アルゴリズムを l 個の結果に対し
て適用することにより，全体としての成功確率が
少なくとも定数になる．

l 個の入力に対して，プロトコル Pmaj
f を量

子重ね合わせの状態で適用する際，何番目の入力
に対してプロトコルを実行すべきかという情報
を Alice と Bob で交換する必要がある．この際
O(log l) ビットの通信が必要になる．したがって，
全体としての通信量は O(

√
l · (log l · Qpub

2 (f) +
log l))(=O(

√
l · log l ·Qpub

2 (f))) となる．
頑健な量子探索アルゴリズム中で， S0 と呼ば

れる |00 · · · 0〉 に対する位相を反転する操作を行
う必要がある．この操作には定数個のビットの通
信で十分であることに注意されたい．
上記のプロトコルは古典共通コインを用いてい

るが，Lemma 2より，共通コインを使用しないプ
ロトコルに変換可能である．この変換により，定
理中に示した通信量のプロトコルが得られる．

2

最後に，Rpub
2 (EQk) = O(1) であることを利用

して，LNE(l, k) に対する量子プロトコルとして，
常に古典プロトコル (通信量 Θ(l + log k)) よりも
効率の良いものを与える．

Corollary 2 Q2(LNE(l, k)) = O(
√

l · log l +
log k). 2

以上より，本研究は，非常に効率が良い古典プ
ロトコルが知られているLNEに対して，更によ
り効率的な量子プロトコルを示したことになる．

5 古典計算機と量子計算機を協調さ

せてプログラミングする枠組み

現在知られている汎用的な量子アルゴリズム
は，データベースサーチ（ある条件を満たすもの
を探すこと）を高速に行うGrover Searchと呼ば
れるものしかない．そのため，Grover Searchを
使って通常のプログラミングをどのように行うの
か（すなわちどのようなプログラミング言語を用
いるのか）が実用的には非常に重要となる．そこ
で，Ｃ＋＋の通常の記述から Grover Searchにす
れば効率が良い部分をどのようにして切り出すべ
きかの検討を行った．既存の研究としては，量子
計算向けのプログラミング言語を独自に提案して
いるものがあるが，本研究で提案する方法は，以
下で述べるとおり，より現実的であると考えられ
る．その概要は以下の通りである．

1. プログラムはＣ＋＋プログラミング言語と
まったく互換の言語で記述する．

2. プログラマが，if文でチェックをして何かを探
したい場合に，それを確率的におこなっても
いいと考える場合には，その直前にＣ＋＋の
コメント文で，//Quantum Searchと記述す
る．また，最終的に達成してほしいエラー確
率をその後に記述する．(図 2.1の例を参照)

3. システム側はその部分を量子計算機を用い
た場合のオーバーヘッドを考慮して Grove
Searchで行うべきかを自動で判定し，指定
されたエラー率を達成するだけの繰り返しの
分も含めて量子回路を生成する．また，古典
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for(int i = 0; i<10000;i++){

//Quantum Search 0.01

if(Data1[i] == 100) {

return i;

}

}

図 2.1: Ｃ＋＋での記述例

計算機からの呼び出しインターフェースも自
動で生成する．

4. Grover SearchをＣ＋＋でシミュレーション
するサブルーチン関数も用意しておき，その
関数への引数を自動生成する．（そのため実際
の量子計算機を用いなくても，時間はかかる
が通常のＣ＋＋の環境でも実行結果を検証可
能となる．）

ある探索が確率的でいいかどうかはプログラマ
にしか分からないため，確率的に動作するGrover
Searchを使用可能かどうかを自動で判定するのは
現実的には不可能である．そのため，上述した 2.
でのディレクティブを用いた指定はプログラマへ
の必要最小限の負担であり，現実的な解決方法で
ある考えている．それ以外の作業は，すべてシス
テム側で判断する．具体的には，該当部分を量子
計算機で行うと計算時間が早くなるかどうかを，
その量子回路のサイズを見積もることにより自動
で判断する．考案した枠組みは，特殊な量子プロ
グラミング言語を用いる手法に比べて以下のよう
な利点がある．

• プログラマは通常のＣ＋＋で記述でき，量子
計算で行ってもよいと考えるところをディレ
クティブで指定するだけで，あとはシステム
が自動で量子計算でやらすべきかを判断して
くれる．つまり，プログラマが量子計算の詳
細を知らなくても，プログラミング環境が自
動的に量子計算機で実行すべき部分を切り出
してくれる．

• 全体がＣ＋＋で記述され，また，量子計算で
実行されるGrover SearchをＣ＋＋でシミュ
レーションするライブラリもあるため，プロ
グラム全体を既存のＣ＋＋コンパイラの環境

でシミュレーション可能である．量子計算と
古典計算を協調させてプログラムを実行させ
る様子を見たい場合，従来のような特殊な量
子回路シミュレータしかない場合には，その
シミュレーション結果と通常のＣ＋＋プログ
ラムの出力を組み合わせてシミュレーション
するしか方法がない．考案した枠組みでは，
特別な量子回路シミュレータを使うことなく，
全体の計算を簡単にシミュレーション可能で
ある．

以上の利点から，考案した手法は，将来の量子
計算の利用の仕方として有効な手法となりうると
考えられる．

上述した枠組みでは，Grover Searchをすべき部
分を切り出した後，それを基本ゲートによる量子
回路として実現しなければいけない．従来，量子ア
ルゴリズムを表現するユニタリ行列を行列分解に
より基本ゲートに分解する手法が多く提案されて
いるが，大規模なGrover Searchを表現するユニ
タリ行列はそれ自身が探索問題のサイズに対して
指数的に大きくなるので，行列を表現して分解す
る手法は実用的なサイズのGrover Searchには適
用できない．そこで，本研究では，Grover Search
の量子特有の操作で問題ごとに変化しない部分は
テンプレートを用いることとし，問題ごとに変わ
る ifの中の制御論理のみを行列分解とは違う手
法で設計することを特徴としている．if(Data1[i]
== 100) というような単純な場合にはこの制御
論理の設計はほぼ自明だが，この部分が iの複雑
な算術式で書かれていた場合それを量子回路で実
現するのは自明ではない．今年度は，iの複雑な
算術式で書かれている条件を，ブール関数で表現
する効率的な手法を考案し，それをプログラムと
して実装した．作成したプログラムを用いれば，
今まで全く知られていなかった，大規模なGrover
Searchを実際に量子計算で行ったときの詳細な計
算ステップを見積もることができるようになるた
め，多くの研究者に有益なツールとなると考えら
れる．
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nual International Computing and Com-
binatorics Conference (COCOON 2004),
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概要: One of important questions on
quantum computing is whether there is
a computational gap between the mod-
els that are allowed to use quantum ef-
fects and the models that are not. Sev-
eral types of quantum computation models
have been proposed, including quantum fi-
nite automata and quantum pushdown au-
tomata (with quantum pushdown stack). It
has been shown that some quantum compu-
tation models are more powerful than clas-
sical counterparts and some are not since
quantum computation models are required
to obey some restrictions such as reversible
state transitions. In this paper, we inves-
tigate the power of quantum pushdown au-
tomata whose stack is assumed to be imple-
mented as a classical device, and show that
they are strictly more powerful than classi-
cal counterparts in the one-sided error set-
ting. That is, we show that there is a non-
context-free language which quantum push-
down automata with classical stack opera-
tions can recognize with one-sided error.

2. S. Yamashita, M. Nakanishi, K. Watanabe:
“Toward a Practical Environment for Quan-
tum Programming”, Proc. of Asia-Pacific
Conference on Quantum Information Sci-
ence, （掲載予定）.
概要: This paper proposes a practical
framework for quantum programming. In
our framework, the parts of a program to
be performed on a quantum computer are

almost automatically determined, and the
other parts are performed on a classical
computer. We only consider Grover Search
to be performed on a quantum computer
in the framework because the other quan-
tum algorithms known so far cannot be ap-
plied to general cases. By considering only
Grover Search, we have several advantages
that show our framework is really practi-
cal.

3. K. Iwama, A. Kawachi, R. Raymond H.P.,
S. Yamashita:
“Robust Quantum Algorithms for Oracle
Identification”, Workshop on Quantum In-
formation Processing 2005, Poster Presen-
tation.
概要: In this paper, we treat a general prob-
lem, called the oracle identification prob-
lem (OIP), introduced by Ambainis et al.,
(STACS 04). An OIP is, given an oracle
fi : {0, 1}n → {0, 1} and a candidate set
S = {f1, ..., fM}, to determine which oracle
in S is now in the black-box. Note that
OIP is a generalization of several oracle-
computation problems where we need to de-
termine all the N = 2n values of the truth
table for a given oracle fi. For example, the
Grover search has an S of size N and each
fi in S is defined as fi(j) = 1 iff i = j. The
STACS paper proves among others that the
query complexity of OIP is O(

√
N) for any

S if |S| = N , which includes the upper-
bound for the Grover search as a special
case. Our main results in the current paper
include: (i) The above algorithm for OIP
with any S of size N can be made robust
with a sacrifice of only a constant factor,
i.e., its query complexity is still O(

√
N).

To do this, we need to bypass the classi-
cal (noise-free) search which plays an im-
portant role in the original algorithm. (ii) A
similar extension is also possible for the case
that |S| > N . (Note that |S| can be as large
as 2N .) In this case, our new algorithm is
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not only robust but its query complexity is
significantly better than the previous one.

4. S. Tani, M. Nakanishi, S. Yamashita:
“Quantum Protocol for the List-
nonequality Function”, Workshop on
Quantum Information Processing 2005,
Poster Presentation.
概要: In this paper, we show that a
quantum protocol can do much better
than classical protocols for a special case
of the direct product problem, where we
focus on computing the OR of the values
of l instances of 2k input bit function f ,
i.e.,f∨l =

∨l
i=1 f(xi, yi). In particular,

we show an efficient quantum protocol
to compute the list-nonequality function
LNE(l, k): the negation of EQ∨l

k where
EQk means the equality function of k

bits. It should be noted that the recursive
calls of amplitude amplification technique
used in the protocol for DISJn by Høyer
et al. gives us a quantum protocol with
O(clog∗ l

√
l log k) communication bits.

However, this is not necessarily better
than the classical bound, i.e., Θ(l + log k).
To get a better bound than the classical
one, we develop a quantum version of the
classical public-private coin conversion: if
there is a bounded error quantum protocol
that uses classical public coins, a bounded
error quantum protocol that does not
use classical coins exists. By carefully
combining this conversion with a robust
quantum search by Høyer et al., we can
show a quantum protocol whose complexity
is O(

√
l log l + log k).
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1. 河内亮周, 山下茂, 岩間一雄:
“オラクル同定問題に対する頑健な量子アル
ゴリズム”, 情報処理学会研究会報告 アルゴ
リズム研究会, Vol. 96-1, pp. 1–8, 2004年 7
月.

概要: オラクル同定問題とはnビット入力1ビ
ット出力のオラクルの集合 S = {f1, ..., fM}
とSに属する未知のオラクル fiが与えられた
とき，未知のオラクル fiをSの中から同定す
る問題であり，数多くの問題の一般化になっ
ている．本稿では，与えられた未知のオラク
ルクエリーの結果が正しい値と誤った値が重
ね合わせ状態として出力される場合のオラク
ル同定問題（但し，誤った計算結果が得られる
確率は 1/2より小さい定数確率，例えば 1/10
以下とする．）に対して以下を示す．(i) 与え
られたオラクル集合のサイズがN = 2n の場
合（すなわちM = N．），エラー付きオラク
ル同定問題をクエリー回数O(

√
N)で少なく

とも定数確率で解く量子アルゴリズムが構成
できる．(ii) 与えられたオラクル集合のサイ
ズが N の場合，各 x ∈ {0, 1}nで fi(x) = 1
を満たす iの数に関するパラメータ K に関
してある条件を満たすとき，エラー付きオラ
クル同定問題をクエリー回数 O(

√
N/K)で

少なくとも定数確率で解く量子アルゴリズム
が構成できる．

2. 谷誠一郎, 中西正樹, 山下茂:
“リスト型非等価関数を計算する量子プロト
コル”, 電子情報通信学会 量子情報技術研究
会, QIT2004-51, pp. 21–25, 2004年 12月.
概要: This paper considers the quan-
tum communication complexity of the list-
nonequality function LNE(l, k), which is
AND of the values of l instances of the 2k-
bit nonequality function, i.e., the negation
of OR of the values of l instances of the 2k-
bit equality function. We give the quantum
communication complexity of LNE(l, k) is
at most O(

√
l log l + log k) in the bounded

error setting, which is asymptotically better
than the corresponding classical complexity,
i.e., Θ(l + log k).
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A08: 動的な構造をもつネットワーク上の資源割当て問題の研究

藤田 聡

広島大学 大学院 工学研究科
〒 739-8527 東広島市鏡山 1-4-1
fujita@se.hiroshima-u.ac.jp

1 はじめに

本研究課題の目的は、動的な構造をもつ大規模
ネットワーク上の資源割当て問題の数理的な構造
を明らかにし、その根本的な解決のための道筋を
示すことである。本研究の柱は以下の 3つである：

1) 動的ネットワーク上の資源割当て問題のモデ
ル化と特徴づけ

2) 実時間性を考慮した新たな評価基準の考案と
その妥当性の検証

3) 考案した評価基準のもとで最適なアルゴリズ
ムの提案とその有効性の評価

研究初年度である平成 16年度の目標は、その中
でも 1)と 2)に焦点をあて、来年度以降の研究の
具体的な方向性を定めることであった。
そのような目標にそって研究を進めた結果、本

年度は以下のような成果をあげることができた。

a) サーバの位置が動的に変化する分散システム
のための新しいモデル上で、ユーザへのサー
ビスがサーバの移動に伴って中断しないよう
にするための、サーバ数に関する必要十分条
件を明らかにした (2節)。

b) 空間内にばらまかれたセンサーノードに対し
てその正確な位置情報を自律分散的に推定さ
せる問題を考え、具体的なアルゴリズムを提
案するとともに、その性能を実機を用いて実
証した (3節)。

c) システム内に存在する複数のユニットがお互
いに故障診断をし合うようなモデルを考え、
ハイパーキューブ状に接続されたユニット上
では、3ラウンドでの診断が必要かつ十分で
あることをはじめて証明した (4節)。

d) 実時間性を考慮した新たな評価基準を探求
するための手がかりとして、ネットワーク上
の輻輳制御問題と加入制御問題について注目
し、既知の手法の性能を実験的に評価すると
ともに、それらの問題点について詳細な検討
を行った。

以下では、上記の a)～c)について、背景と研究の
位置づけを含めて、本研究課題の成果として得ら
れた結果の概要を述べる。

2 移動サーバ割り当て問題

2.1 背景

近年、セルラーフォンシステムや無線LANなど
様々なネットワーク環境下で、高品質のサービス
を安定して提供することが求められている。この
ようなサービスの多くでは、ノードの物理的な位
置やオペレーティングシステムなどに関して透過
(transparent)であることが求められており、同一
のサービスが “いつでもどこでも”受けられるこ
とが強く要請されている。このことは、与えられ
たコンピュータネットワーク上に特定のサービス
を提供するサーバをどのように配置すればよいか
という問題を提起する。具体的には、ネットワー
ク上のどのノード上でサーバを立ち上げれば、コ
ンテンツ配送のための遅延や、配送のためのパス
のバンド幅、あるいは各サーバからサービスを受
けるクライアント数の均等化などの意味で「良い」
サーバの配置が実現されるかが重要な問題となる。
またそのようなメトリックの多くは、物理的な距
離の近さやバンド幅制約等を満足するノード間を
論理的なリンクで結んで得られるオーバレイネッ
トワークを考え、その上で支配集合 (dominating
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set)となるようなノード集合上にサーバを配置す
ることによって自然に実現することができる。
頂点集合V と辺集合EをもつネットワークG =

(V, E)が与えられたとき、Gの支配集合 U とは、
任意の頂点 u ∈ V に対して、u ∈ U であるか
{u, v} ∈ Eかつ v ∈ U であるような頂点 vが存在
するような V の部分集合として定義される。グラ
フの支配集合はこれまでに多くの研究者によって
精力的に研究されており、グラフ理論的な特徴づ
けや、最小サイズの支配集合を求めるための計算
複雑度に関する研究、さらには区間グラフやパー
フェクトグラフなど特別なクラスのグラフに対す
る多項式時間アルゴリズムの提案など、これまで
に様々な結果が得られている。また支配集合の概
念がネットワーク上のサーバ配置問題と関連して
いることも古くから指摘されており、最近では、
アドホックネットワークのための効率的なルーティ
ングに (連結)支配集合をバックボーンとして利用
しようという提案もなされている。

2.2 提案モデル

本研究では、支配集合の考え方に基づいた新し
いサービス提供方式のモデルとして、あるホスト
上に置かれたサーバが、サービス提供中にほかの
ホスト上に移動できるようなモデルを考える。そ
のようなサーバ機能の物理的な移動は、移動エー
ジェントやプロセスマイグレーションの技術を用
いることで実現することができるが、その際に問
題となるのは、サーバの移動によってユーザに対
するサービスが途切れないようにしなくてはなら
ないという点である。すなわち、移動中を含む任
意の時刻において、サーバの置かれた頂点集合が
与えられたネットワークの支配集合となっている
ことが求められる (技術的な理由から、ここでは
リンク上を移動しているサーバはその両端点を同
時に支配しているものとし、支配集合は多重集合
であってもよいものと仮定する)。
以下では、2つの支配集合U1, U2 (⊂ V )が以下

の条件を満たしているとき、支配集合間の関係の
意味で隣接していると呼ぶことにする：

支配集合U1中のある頂点uを取り除き、
{u, v} ∈ Eであるような頂点 vを加える
ことで、支配集合 U2が得られるとき。

また、支配集合間の隣接関係を推移的に適用して
得られる関係を支配集合間の到達可能性と呼び、
支配集合の集合 D (⊂ 2V )に属している任意の 2
つの支配集合が支配集合のみを経由して互いに到
達可能であるとき、集合Dは相互変換可能である
と呼ぶ (ただし経由する支配集合は、Dの要素で
ある必要はない)。
本研究では、どのような条件を満たせば支配集
合の集合が相互変換可能になるのかについて詳細
に検討を行った。特に、ここでは対象となるグラ
フのクラスを木とハミルトングラフに限定し、支
配集合の集合が相互変換可能になるためには支配
集合のサイズがどのくらい大きくなくてはならな
いか、あるいはどのくらい小さくても大丈夫なの
かについてあきらかにした。具体的には、以下の
定理が成立する：

定理１: n個の頂点をもつ任意の木T に対して、
k ≥ bn/2c個の頂点からなるような T の支配集合
たちは、相互変換可能である。また、任意の nに
対して、最小支配集合のサイズが bn/2cであるよ
うな木 T が存在する。

定理２: 任意の r ≥ 2と n ≥ 1に対して、サイ
ズ d(n + 1)/3e − 1の支配集合全体からなる集合
Dが相互変換可能ではないような n頂点のハミル
トン r-正則グラフGが存在する。

定理３: n頂点をもつ任意のハミルトングラフ
Gについて、k ≥ d(n + 1)/3e個の頂点からなるよ
うなGの支配集合たちは、相互変換可能である。

2.3 証明のスケッチ

以下では、それぞれの定理の証明のアイデアを
簡単に説明する。

(定理１の証明のスケッチ)葉 uを含むような支
配集合が、uの代わりにその親頂点 vを含むよう
な支配集合と (支配集合間の関係の意味で)隣接し
ている、という事実を利用する。頂点 vを支配集
合に含めることで、少なくとも u, vの 2頂点は (v
によって)支配されたことになるから、これらを
木から取り除いて残りの部分に対して相互変換可
能性を議論しても一般性を失わない。いま与えら
れた木に対する支配集合のサイズを k ≥ bn/2c個
と仮定しているから、同様の議論を繰り返すこと
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で、木に対する自明な支配集合に帰着させること
ができる。このことにより、定理の前半が証明で
きたことになる。後半部分については、中心とな
る根頂点がそれぞれの葉と長さ 2のパスで結ばれ
ているような木を考えればよい。葉の数は bn/2c
個あり、そのそれぞれが異なる頂点によって支配
される必要があるため、このような木の最小支配
集合のサイズは bn/2cとなる。

(定理２の証明のスケッチ) r = 1の場合は、サ
イズ 3mのリング (ただしmは整数)を考えればよ
い。サイズ 3mのリング上のサイズ d(n + 1)/3e−
1 = mの支配集合は合計で 3つ存在するが、それ
らの支配集合間を、支配集合のみを経由してお互
いに行き来することはできない (サイズmの支配
集合に含まれる頂点のうちどれかひとつを隣接頂
点に移動させると、支配集合ではなくなってしま
う)。これは、サイズmの支配集合に含まれる任
意の頂点がそれぞれ 2つの頂点を独占的に支配し
ていることに起因する。定理２の証明では、この
性質を利用したグラフの構成を行う。すなわち、
サイズmの支配集合に含まれる各頂点が、それ
ぞれ 2つの頂点を独占的に支配するような頂点数
3mのグラフを具体的に構成することで、定理を
証明することができる。

(定理３の証明のスケッチ) 証明は 2つの部分か
ら構成される。証明の前半部分では、支配集合の
サイズが d(n + 1)/3e以上のとき、与えられたハ
ミルトングラフGとそのグラフに対する任意の支
配集合 U から、G上のハミルトン閉路 C の支配
集合 U ′に必ず到達させることができることを示
す。後半部分では、サイズ nのリング上のサイズ
d(n + 1)/3e以上の任意の 2つの支配集合が、支
配集合のみを経由してお互いに到達可能であるこ
とを示す。これらの 2つの部分を組み合わせるこ
とにより、G上のサイズ d(n + 1)/3e以上の任意
の支配集合が、G上のハミルトン閉路 C の支配
集合を経由してお互いに到達可能であることを示
すことができる。
証明の前半部分で使うキーテクニックは、具体

的な相互変換を行う前に、U が支配集合であるよ
うなGの部分グラフを、辺を順次取り除くことで
あらかじめ求めておくことである。そのようにし
て得られた Gの部分グラフは森となることが示
せるから、木における支配集合に対する適切な操

作を施すことで、(多少の場合分けは必要ではあ
るが、)C に含まれない辺を少なくとも 1本以上
取り除くことができるような支配集合への変換を
実現することができる。

一方、後半部分では、リングサイズ nの 3に関
する剰余による場合分けを行うことで見通しよく
議論を行うことができる。具体的には、まず最初
に 3による剰余が 2である場合を考えると、これ
はサイズ 3m + 2のリングがサイズm + 1の支配
集合によって支配されている状況に対応し、その
ような任意の支配集合は、2つの頂点によって支
配されている唯一の頂点 uによって明確に特徴づ
けられることがわかる。uを支配している 2つの
頂点のうちどちらか一方を uから遠ざかる方向に
移動させることで (隣接する)新たな支配集合を得
ることができ、そのような操作を繰り返し適用す
ることで、任意の支配集合間の到達可能性を示す
ことができる (いまリングのサイズが 3で割り切
れない状況について考えていることに注意)。リ
ングサイズ nの 3による剰余が 1である場合は、
2つの頂点によって支配されている頂点 uとその
隣接頂点の合計 3つの頂点をひとつの仮想的な頂
点とみなし、剰余が 2である場合と同様の議論を
適用することができる。また剰余が 0である場合
は、さらにもう一段仮想的な頂点を考えればよい。

3 センサーノードへの位置情報配布

問題

3.1 背景

ネットワーク上の資源配置のためのもうひとつ
の具体的な問題として、ユークリッド平面上に大
量にばらまかれたセンサーノード (以下ノードと
呼ぶ)たちに対して、各ノードの位置を無線通信機
能を用いて正確に推定させる問題について研究を
行った。この問題は一般に位置測位 (localization)
問題と呼ばれ、ユビキタスコンピューティングな
どの分野で取り扱われる基本的な問題のひとつで
ある。以下では、システム中には自身の正確な位
置を知っている特別なデバイス (以下アンカーと
呼ぶ) が複数存在し、ノードの位置測位は、アン
カーたちとの通信を繰り返すことで実現されるも
のと仮定する。
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本研究で対象とするのは、無線信号の送受信と、
送受信装置間の距離変化による受信信号の強度
変化の検出とができる程度の単純な構造をもった
ノードたちからなるセンサーネットワークであり、
GPS (Global Positioning System)などで用いら
れている位相情報等に基づく距離推定機能は、チッ
プサイズや消費電力などの制約から、ここでは仮
定しない。提案する位置測位方式は、Heらによっ
て提案されたPIT(Point-In-Triangle)テストに基
づいている。PITテストは、各アンカーとの距離
を直接推定することなく各ノードの位置を測定す
ることのできるいわゆるレンジフリー型の位置測
位方式のための基本方式のひとつであり、信号を
観測しているノードが 3つのアンカーによって構
成される三角形の内部に含まれているか否かを、
以下の性質を利用して判定する：

観測点M がアンカーによって構成され
る三角形 ABC の内部に存在するのは、
M の近傍に、各アンカーから送られて
くる信号の強度が同時に減少 (もしくは
同時に増加)するような点が存在すると
きかつそのときに限られる。

PITテストに基づく従来の位置測位方式 (APIT
アルゴリズム)では、ノードの位置を微小変化さ
せて信号強度の変化を見るのではなく、各ノード
の周囲にすでに配置されているノードたちそれぞ
れの固定された位置における観測によって、ノー
ド位置の変化を代替させるというアプローチがと
られていた。しかしこのような方式では、観測位
置の微小変化をほぼ同時刻に実現するためにはア
ンカーからの信号送信時刻を同期させるなどの付
加機構が必要となり困難を伴うことから、送信時
刻にばらつきが出てしまうことが予想され、その
ことによって、観測結果が信号強度の時間変化の
影響を直に受けてしまうという欠点がある。

3.2 提案モデル

提案手法では、観測位置の微小変化をノード側
で実現するのではなく、アンカーの側で実現させ
る方法を新たに採用した。すなわち、複数のアン
カーを少しずつ位置をずらして配置し、その位置
関係と方角とを固定したまま空間内を移動できる

ようにして構成されたアンカーグループ (AG)と
いう概念を導入し、PITテストを行うための複数
の三角形を、AGに空間内を時間をかけて移動さ
せることによって実現することにした (もちろん
同様の機能をもったAGを複数用意すれば、ノー
ドの位置測位に要する時間はAG数が増えた分だ
け減少する可能性がある)。このことにより、測
定位置の微小変化をAGに含まれるアンカーたち
の同時送信によってほぼ同時刻にシミュレートす
ることが可能となり、PITテストの精度を大幅に
向上させることができる。この提案手法は、今年
度、クラス 2規格のBluetoothデバイスを用いて
実装され、いくつかの実証実験の結果、各観測点
の位置測位が従来手法に比べて高精度に行えるこ
とが確かめられた。
またこの実装システムの成功をうけて、現在こ

のモデル上で、以下のような理論的な問題につい
て取り組んでいる：

• 位置測位に求められる分解能と移動時間や信
号送信回数、AGの数などのコストが制約と
して与えられたとき、AGの移動スケジュー
ルをどのようにすればよいか。

• 送信ポイントの数が与えられたとき、分解能
をできるだけ向上させるような AG のスケ
ジュールはどのようなものか。

スケジューラによって空間内に設定される送信ポ
イント間を線分で結ぶことによって、与えられた
空間をいくつかの部分領域に分割することができ
るが、送信ポイント数を nとしたとき、そのよう
にして得られる部分領域数の上限は O(n6)とな
ることが知られている。この事実を利用すること
で、与えられたポイント数 nに対する分解能の下
限を算出することができるが、最悪分解能という
尺度で評価した場合、実際に得られる領域数は、
それよりもはるかに少なくなる。具体的には、空
間全体に関する最悪分解能は、送信ポイント集合
から得られる凸包 (convex hull)上の最長辺の長
さよりも下回ることはない (その辺に内側から張
り付いている部分領域の直径は辺の長さとほぼ等
しくなる)。したがって今後は、AGの移動可能な
領域と位置測位の対象となるノードの置かれてい
る領域とを別々に分けて議論するなどの、さらに
踏み込んだ議論が必要になると考えられる。
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4 故障診断問題

4.1 背景

システムレベルの故障診断は、ディペンダブル
な並列処理システムを実現する上で重要な課題の
ひとつである。システムレベルの故障診断という
概念は、Preparata, Metze, Chienの 3名によって
1967年に提案され、その後様々な研究者によって
研究が進められている重要な分野のひとつである。
Preparataらによって提案されたモデル (PMCモ
デル)では、計算をおこなうユニット (コンピュー
タ)の集まりによって定義される並列処理システ
ムを対象とし、各ユニットにはほかのユニットが
正常に動作しているかどうかをテストする機能が
与えられる。各ユニットによって行われたテスト
の結果はサーバ上に集められ、収集されたテスト
結果は、故障診断アルゴリズムを用いて分析され
る。故障診断アルゴリズムの目的は、入力された
テスト結果の集まりから、故障しているユニット
集合を正確に出力することである。PMCモデル
のキーポイントは、正常なユニットによるテスト
結果は常に正しいが、故障したユニットによるテ
スト結果は信頼できない、という点である。すな
わち、疑わしいユニットをできるだけ減らし、正
常であると確信できるユニットをできるだけ増や
していくことが、効率良く故障診断を行う上での
基本的な方針となる。

オリジナルの PMCモデルでは、テストフェー
ズはちょうど 1回だけ実行されていた。したがっ
て故障診断のおもな目的は、与えられたテスト結
果と矛盾しない最小個数の故障ユニットたちを正
確に特定することであった (故障ユニット集合の
最小性は、“すべてのユニットが故障している”な
どといった自明なケースを除外するために必要で
ある)。故障ユニットの数が tを越えないという前
提のもとで、すべての故障ユニットを正確に特定
できるようなテストの集まりが存在するとき、そ
のシステムは t-診断可能であるという。t-診断可
能なシステムは、少なくとも 2t+1個のユニット
をもたなくてはならず、その中の各ユニットがほ
かのユニットから少なくとも t回は診断されなく
てはならないことが知られている。したがって、
ユニットの総数がNのとき、そのシステムが t-診
断可能であるためには、少なくともNt個のテス

トを実行する必要がある。t-診断可能システムの
より一般的な特徴づけが Hakimiと Aminによっ
てなされている。

4.2 研究の位置付け

1981年にNakajimaは、故障診断の効率の向上
を目的として、適応的な故障診断モデルを提案し
た。適応的な故障診断は (通常の故障診断とは異
なり)複数のテストラウンドから構成され、テス
ト数を少なくすると同時に、テストのためのラウ
ンド数を少なくすることが、適応的な故障診断問
題のおもな目的となる。与えられたネットワーク
が完全結合しているとき、t個の故障ユニットを
正しく特定するのに必要十分なテスト数は、適応
的な故障診断モデルを適用することで、通常のモ
デルのNt個からN + t− 1個に大幅に減少する
ことが知られている。また各ユニットが 1回のラ
ウンドで複数のテストに参加することを禁止する
ようなモデルのもとでも、与えられたネットワー
クが完全グラフであれば、すべての故障ユニット
を正しく特定するために必要なラウンド数が定数
で抑えられることもわかっている。

適応的な故障診断モデルの診断能力は、木、サイ
クル、トーラス、バタフライネットワーク、キュー
ブ・コネクテッド・サイクル (CCC)など、いく
つかのグラフのクラスについても詳細に調べられ
ている。それらの中でも、Fengらによって示さ
れたバイナリハイパーキューブに関する結果は、
注目に値する。Fengらは、n次元バイナリハイ
パーキューブ (以下 n-キューブ)上で高々n個の
故障ユニットしか存在しないとき、高々(n + 4)
回のラウンドと高々2n(dlog ne+ 2)個のテストで
すべての故障ユニットを正しく特定できることを
証明した (n-キューブは n個の完全マッチングに
因子分解できるから、自明なラウンド数とテス
ト数の上界は、それぞれ 2n、n2n+1 であること
に注意)。この結果はのちに Kranakisと Pelcに
よって 11ラウンドと 2n + 3n/2テストに改良さ
れ、これはさらにBjörklundによって 4ラウンド
にまで改良された。(Björklundはラウンド数の改
良に加え、n-キューブ上の適応的な故障診断では
2n + n− 1個のテストが必要十分であることも示
している)。またこれと同じ論文で、Björklundは
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ラウンド数の下界が 3であることも示している。
ごく最近、Nomuraらによって、故障ユニット数
が高々n − dlog(n− dlog log ne+ 4)e + 2であれ
ば、3回のラウンドが必要十分であることが示さ
れたが、一般の場合に何ラウンドが必要十分であ
るかについては、これまで未解決であった。

4.3 基本アイデア

本研究では、任意の n ≥ 3に対して、故障ユ
ニット数が nを越えない限り、n-キューブ上の適
応的な故障診断が 3 ラウンドで行えることを示
した。この結果は、以下の 3つの意味で最適であ
る：1) Björklundの結果から適応的な故障診断に
は少なくとも 3ラウンドが必要であること、2) n-
キューブ上には、どのような故障診断方式によっ
ても特定不可能な n + 1個の故障ユニットの配置
が存在すること、3) n-キューブ上上で n個の故障
ユニットを特定するためには、システムは少なく
とも 2n + 1個のユニットをもたなくてはならな
いこと (すなわち n = 3というのは、2n ≥ 2n + 1
を満たすもっとも小さい整数である)。

提案する故障診断アルゴリズムの概要は、以下
の通りである：まず一般性を失うことなくn ≥ 3と
し、mをm = dlog2(n + 1)eを満たす整数とする。
ここで 2m ≥ n+1であり、しかも任意のn ≥ 3に
ついてm < nであることに注意しよう。構成法の
最初のステップとして、与えられた n-キューブを
2n−m個のm-キューブ、P1, P2, . . . , P2n−m、に分
割する。ここで各m-キューブは、長さn−mの同
一のプレフィックスをもつような頂点たちから構
成されるものとする。構成されたm-キューブた
ちに対して、グレイコードに基づくハミルトンサ
イクルをそれぞれ構成する。適応的故障診断の最
初の 2ラウンドでは、そのようにして構成された
2n−m個のハミルトンサイクルに沿って、それぞ
れ独立に故障診断を行う。各m-キューブの頂点
数が n + 1以上であり、システム全体の故障数が
n以下であることを仮定しているから、もし最初
の 2ラウンドで異常が報告されなければ、そのm-
キューブには故障ユニットは含まれないことにな
る。換言すれば、異常を示すテスト結果を含むm-
キューブは高々n個しか存在しないはずである。
そのようなm-キューブの個数を xとおき、最初

の 2ラウンドの結果、故障ユニットを含むと判断
されたm-キューブの集合をQ = {P1, P2, . . . , Px}
とおくことにする。

もし x ≤ n − mならば、以下のようにもう 1
ラウンドだけ費やすことで、故障ユニットの特定
を簡単に行うことができる：先に求めた 2n−m個
のm-キューブのそれぞれを仮想的な頂点とみな
し、隣接する頂点を内部に含む仮想的な頂点どう
しをリンクで結んで得られる (n − m)-キューブ
を考え、これを Q̂n−mと記すことにする。また、
Q の各要素に対応する V (Q̂n−m) 中の x 個の仮
想的な頂点の集合を U とおく。いま x ≤ n −m

であるから、Hullの定理を用いることで、Q̂n−m

の中に以下のような性質をもつ仮想頂点の集合
W ⊂ V (Q̂n−m) − U が存在することを示すこと
ができる：W と U の間に (Q̂n−mに関する)完全
マッチングが存在すること。いまU 以外の仮想頂
点は故障ユニットを含まないことが仮定と最初の
2ラウンドの結果から保証されているため、U と
W を結ぶリンク集合を使って診断を行えば、U中
のどのユニットが故障しているかを正しく特定す
ることが可能となる。

一方n−m+1 ≤ x ≤ nの場合は、以下のように
して故障診断を行うことができる。Qに含まれる
各m-キューブは、少なくとも1個の、そして高々m

個の故障ユニットを含んでいる (もしm+1個以上
の故障ユニットを含むm-キューブが存在すれば、
故障ユニット数は少なくともm+1+(x−1) ≥ n+1
個となり、仮定に矛盾してしまう)。このことは、
故障の存在を示すそれぞれのテスト結果に対して、
長さmのパス上のユニットの故障のみをチェック
すればよいということを意味している (最初の 2
ラウンドのテスト結果はサイクル状になっている
から、そのうちの長さmの部分だけを取り出し
てチェックすればよい)。そのようなチェックを 1
ラウンドで実現するため、ここでは “どれだけの
長さのパスについてチェックすればよいか”をあ
らわすパラメータm′を導入し、この値を再帰的
に小さくしていくことでどのような故障のパター
ンに対しても正しく判定が行えることを示してい
る。パラメータm′はmに初期化され、再帰を一
回行うごとに (すなわちそれまでの深さでは特定
できないと判断された場合に)、対数関数的に減
少していく。
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the effect of retransmissions of packets in
a parameterized manner. The goodness
of the scheme is evaluated by simulation.
The result of simulations indicates that the
proposed scheme can guarantee a predeter-
mined delay bound without degrading the
link utilization rate by appropriately select-
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1 研究の概要

本研究は，非明示的に表現されたオブジェクト
に対するアルゴリズムの開発とその計算量の解析
を行うことと，また同時に，効率のよいアルゴリ
ズムの開発に適した非明示的な表現法を見つけ出
すことを目的として，主に文字列やグラフなどの
離散構造を対象として研究を展開している．

初年度にあたる本年度はまず，グラフの非明示
的な表現として多くの応用例が知られている順序
付き二分決定ダイアグラム (OBDD)に着目し，文
字列をOBDDで表現する方法を考え，これを文
法の形で定式化しなおした．こうして非明示的に
表されたパターン文字列とテキスト文字列が与え
られたときに，それを陽に展開せずにパターン照
合を行うアルゴリズムを開発した．また，コラー
ジュシステムと呼ばれる文法型式で与えられた文
字列に関しても，その部分族に関して既存のもの
よりも高速に照合を行えるアルゴリズムを与えた．
また文脈自由文法の部分クラスにおいても同様の
解析を行った．逆に，与えられた文字列からそれ
を表す小さなサイズの文法を見つける問題はデー
タ圧縮の一種とみなせるが，我々は領域効率のよ
い線形時間の圧縮アルゴリズムを開発した．また，
１次元または２次元に散らばった点の集合に対す
る近似的な照合を行うアルゴリズムも開発した．
一方，文字列照合を行う非決定性の有限オートマ
トンの状態遷移をビットベクトルで表し，ビット
演算によって高速な照合を行うビット並列の手法
を用いて，日本語のような複数バイト文字列に対
してもそのまま効率よく働くアルゴリズムの与え
た．また，挿入と削除のみを許し，置換を許さな
い状況下での近似文字列照合に関して，既存のも
のよりも高速なビット並列アルゴリズムも示し，
これらのアルゴリズムの有効性を計算機実験に

よって実証した．また，パターン集合を特徴づけ
る文字列パターンを高速に発見するアルゴリズム
とデータ構造の開発を行った．以下に，これらの
研究成果についてより具体的に述べる．

2 データ圧縮とパターン照合

テキスト文字列の中から目的とするパターン文
字列の出現を検出する文字列パターン照合問題
は，情報検索における最も基本的な問題として古
くから盛んに研究され，Knuth-Moriss-Pratt法や
Boyer-Moore法をはじめとして多くの効率的なパ
ターン照合アルゴリズムが提案されてきた．しか
し，一般にテキストはディスクなどの二次記憶装
置に格納されるため，処理時間の大半がテキスト
のデータ転送に費やされることになる．したがっ
て，パターン照合アルゴリズム自体の改良によっ
て処理時間を短縮することには限界ある．

そこで，テキストをあらかじめ圧縮しておくこ
とによってデータの転送量を減らして高速化を測
る方式も提案されてきた．その際，圧縮テキスト
を復号した上でパターン照合を行ったのでは復号
する手間がかかり高速化の妨げとなるため，圧縮
テキストを陽に復号せずにそのままパターン照合
処理を行おうという，圧縮パターン照合の技法に
注目が集まっている．すなわち，入力となるテキ
ストが，文字列そのものではなく，他の構造であ
り，したがって，その入力長そのものの測り方が
変わってくることになり，その様相は一変する．
また場合によってはテキストのみならず，パター
ンも他の構造で圧縮表現されたものを考える場合
もある．本研究では，以下に示すとおり，文字列
や点列を対象とした圧縮パターン照合アルゴリズ
ムや，圧縮アルゴリズムの高速化を行った．

– 100 –



2.1 文法を用いた文字列圧縮

データ圧縮法の性能は，圧縮率，圧縮/展開時
間，および主記憶量で決まるが，一般にこれらは
トレードオフの関係にあり，すべてを高水準に保
つことは難しい．例えばBW変換を利用した圧縮
法は圧縮率こそ良いものの，原理的に線形時間で
の圧縮は不可能である．また，算術符号化も圧縮
率はよいものの，時間と主記憶の両方を大量に消
費する．本研究では，文字列を一意に表す文法を
用いて，これらのリソースの消費を最小限に抑え
つつ，理論的な限界に近い圧縮率を達成する高速
な圧縮アルゴリズムを考案し，実装した．ここで
取り扱う文法による圧縮問題は，次のような最適
化問題として定式化できる．

入力 文字列 w ∈ Σ∗

出力 L(G) = {w}となる決定性の文脈自由文法
G.

評価尺度 文法Gの大きさ

この問題に対して，まず論文 [9]において，線形
時間で動作する近似アルゴリズムを与えた．その
近似率は，O(log n

g∗ )である．ここに n = |w|で
あり，g∗は，L(G) = {w}となる最小の決定性の
文脈自由文法の大きさである．このときの領域使
用量はO(n)である．さらに，論文 [10]において，
近似率は，O(log g∗ log n)とやや劣るものの，領
域使用量をO(g∗ log g∗)に抑えた線形時間の圧縮
アルゴリズムを与えた．またこれを実データに対
して適用し，その効果を実験的に評価した．

2.2 文法圧縮に対するパターン照合

さらに，以下のように定義される文法表現に対
する圧縮文字列照合アルゴリズムを考案した．次
のような変数代入の列によって表される文法表現
T をMPMとよぶ．

X1 = expr1,

X2 = expr2,
...

Xn = exprn

ここにおのおののXiは変数であり，expriは次の
ような形の式である：

X1

a

X2

b

X3

c

X1

a

X1

a

X2

b

X1

c

X2

b

X1

a

X2

b

X3

c

X1

a

X3

c

X4 X5 X4 X6 X4 X5

X7 X8 X7

X9 X10

X11

図 2.1: 文字列 abacabbcabaccに対するMPMの
導出木．

• expri = a (a ∈ Σ), または

• expri = X`Xr (`, r < i) ただし |X`| ≥ |Xr|
と |X`| は 2のベキ数する．

MPM T は，L(T ) = {T} となる，チョムス
キー標準型の文脈自由文法の一種であるとみなす
ことができる．T のサイズは nであり，‖T ‖と表
す．例えば，文字列 T = abacabbcabacc に対す
る MPM T は次のようになる．

X1 = a,

X2 = b,

X3 = c,

X4 = X1X2,

X5 = X1X3,

X6 = X2X3,

X7 = X4X5,

X8 = X4X6,

X9 = X7X8,

X10 = X7X3,

X11 = X9X10

T = X11.

この T に対する導出木を図. 2.1に示す．
このとき，‖T ‖ = 11であり，その表す文字列

T の長さは 13であることに注意されたい．一般
に，T の表現長 ‖T ‖に対して，T が表す文字列
T の長さは指数的に長くなりうる．一方で，ここ
で考えている文法では，「|X`| ≥ |Xr| と |X`| は
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2のベキ数する」という制約条件が付けられてお
り，この制限によって構文木の形が大きく制限さ
れることになる．

MPMに対するパターン照合問題とは，与えら
れた２つのMPM T と P に対し，それぞれを展
開して得られる文字列 T と P をそれぞれテキス
トとパターンとみなして，T の中にP が現れる位
置をすべて見つけ出す問題である．

上記の制約条件がない場合には，宮崎ら [8]に
よる O(m2n2)時間 O(mn)領域のアルゴリズム
が現在知られている中で最も高速な圧縮文字列
照合アルゴリズムである．ここに ‖T ‖ = n およ
び ‖P‖ = m である．それに対し，我々は，こ
の制約を巧みに利用することによって計算時間を
O(mn2)時間に短縮することができた [6].

2.3 点列の圧縮パターン照合

通常，我々が文字列について考察する場合，有
限アルファベット上のものを対象とする．一方，
点列（数値列）は，文字列のアルファベットを無
限に拡張したものとみなすことができる．しかし
ながら，その点列の表現長は，実際に点列が空間
を占める長さに対して log オーダーとなりうるた
め，ランレングス・コーディングと同様な圧縮さ
れた表現ととらえることができる．そのため，パ
ターン照合を行う際には通常の文字列検索とは異
なる様相を呈する．我々は，論文 [12]において，
その違いを克服して文字列の近似照合と同じオー
ダーで動作する点列のための近似照合アルゴリズ
ムについて，現実的な解法を与えるという観点か
ら議論した．また逆に，文字列に対する照合アル
ゴリズムの高速化として用いられるテクニックを
適用するための条件と，応用方法についても議論
した．

線形変換による点列パタン照合問題は, ユーク
リッド空間上の 2 つの点集合パタン P とテキス
ト T が与えられた時, P を T の部分集合に写像
する線形変換を見つける問題である. 本研究では
まず，主軸について昇順の 1次元の点列に対して,
平行移動と点の間の空間の挿入 ·削除による編集
距離とそれに基づく近似点列パタン照合問題を定
義した．次に P のサイズ n, T のサイズ m に
ついて時間計算量 O(nm2) で動作する近似点列

パタン照合問題のアルゴリズムを紹介し, 高速化
のための改良を加えたアルゴリズムが有限解像度
を持つ P , T に対して O(nm) で動作することを
証明した. 更に「4人のロシア人の方法」として
知られている手法を応用してO( nm

log m +m log2 m)
時間に高速化する技法を示した．そして, 多項式
時間で解くことができる 2 次元近似点列パタン
照合を提案した．これらの方法は，２次元の点列
の１次元目の値を音の発音のタイミングとし，ま
た２次元目の値を音高とすれば，音楽データに対
する近似照合問題の定式化のひとつとみなすこと
ができ，この方面への応用も見込まれる．

2.4 XMLデータの圧縮パターン照合

XMLデータを圧縮する試みは 2000年頃から
行われているが，初期の頃に提案されたXMillや
xmlppmなどは，圧縮のみに焦点を置いた研究で
あり，データ検索を行うことはできなかった．その
後，圧縮データを展開しながら検索を行うことが
できるXGrindなどが提案されたが，データを展
開することがボトルネックとなっており，データ
を大規模化することができなかった．こうした背
景の中で，データを圧縮したまま検索するための
手法として，XPressが提案された．この手法は高
速ではあるが，いくつかの欠点を持っている．ま
ず，この手法は算術符号化のある性質に依存して
いるため，ごく限定された形式の検索しかできな
い．また，元データの構造を一部破棄してしまう
ため，データの追加/削除が難しく，特に，データ
の部分的な更新は不可能である．このような理由
から，これらの手法を実用的な半構造データベー
スに応用することは困難であった．そのため我々
は，論文 [7]において，XPressの手法を改良して，
データ検索の能力を向上させることに成功した．
さらに，そのことによる検索速度の落ち込みも回
避しているため，検索能力は XPressを上回って
いるといえる．

3 ビット並列化

ビット並列化と呼ばれる手法は，非決定性の有
限オートマトンの状態をビットベクトルでコンパ
クトに表現し，ANDや OR, NOTといったビッ
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図 2.2: ビット並列化の手法．テキスト文字列
abababbaに対してパターン文字列 ababbを検索
する様子．

ト演算を駆使することによって状態遷移を高速に
実現する手法である（図 2.2）．これまでにも通常
の文字列照合のみならず，近似文字列照合や正規
表現へのマッチングなどへの応用が知られている．
特に，32ビットや 64ビットのCPUが普及し，ま
たMMXや SSEといったベクトル命令によって
一度に多くのビット演算を行うことが容易になる
につれ，より大きなサイズの有限オートマトンを
表現でき，また複雑な操作が可能になることから，
より注目が高まっている．しかしながら，これま
では，いずれも英文テキストや遺伝子配列などの
ようにアルファベットサイズが小さい場合にその
応用が限られており，日本語テキストのように複
数バイトの文字列に対しては適用が困難であった．
これは，それぞれの文字に対応させたビットマス
クを用意する必要があるためであり，そのまま日
本語テキストに対して適用するには領域効率が悪
すぎるのが問題になるからである．そこで本研究
では，複数バイトのテキストをそのまま走査する
有限オートマトンを考え，（図 2.3）直接その上で
照合を行う方式を採用することによって，複数バ
イト文字列でもビット演算手法が有用であること
を示した [4]．

また，挿入と削除のみを許した枠組みでの近似
文字列照合アルゴリズムについて，ビット演算を活
用した新たなアルゴリズムの開発に成功した [3]．
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図 2.3: パターン集合 P = {π,あ,♪,A}に対す
るコードオートマトン（UTF-8）.

4 パターン発見アルゴリズムの開発

文字列集合Sと T が与えられたときに，Sと T

を弁別するための特徴付けを行うパターンを，文
字列パターンとして発見する問題は，機械学習や
機械発見の研究において中心的な課題のひとつに
なっている．我々は，弁別の度合いを表すスコア
関数を導入し，これを最適化問題として取り組ん
でいる．この際，特徴付けに使うパターンの複雑
さによって，その計算時間は大きく異なる．一般
に，複雑なパターンを用いることによって表現力
が上がるが，その代償として，探索空間が増大す
るために，スコアを最大にするパターンを見つけ
るための計算量も上がる．したがって，適度な表
現力をもつパターンを高速に見つけ出すアルゴリ
ズムとそれを支えるデータ構造の開発が重要な研
究課題となる．この研究課題に対する我々のこれ
までの一連の成果をまとめたものを国際会議の招
待講演で発表した [11]．

これまでは，主にひとつのパターンを用いて特
徴付けを行ってきたが，今年度はさらに，複数の
パターンの組み合わせによる表現力の向上に取り
組んだ．もちろん，この際に重要になるのは飛躍
的に増大する探索空間に対する対処である．我々
は，２つの部分文字列パターン p と q を AND,
OR, NOTを任意に組み合わせて得られるパター
ン表現（例えば p ∧ qや p ∨ ¬qなど）に対して，
O(N2)時間で最適なものを見つけ出すアルゴリ
ズムの開発を行った [1, 2]．ここでN は入力とし
て与えられた文字列集合の長さの総和である．こ
のアルゴリズムは，接尾辞木と呼ばれるデータ構
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造を用いたものである．接尾辞木は，与えられた
文字列集合の中に現れるすべての接尾辞をパスと
してもつ木構造であり，文字列処理の分野でよく
用いられている．領域使用量は，表そうとする文
字列集合の長さの総和の線形サイズで収まり，ま
た線形時間の構築アルゴリズムも知られているた
め，大変有用である．しかしながら，線形サイズ
とはいえ，その定数項が小さくないため，大規模
な文字列集合を表す際にはそれが現実的な問題と
なりうる．そこで我々は，より領域使用量の少な
い，接尾辞配列と呼ばれるデータ構造を用いて，
仮想的に接尾辞木上でのアルゴリズムを模倣する
ことによって，より実用性の高いアルゴリズムも
与えた．

上述した複数のパターンの組み合わせによる表
現を考える際に，対象とする文字列集合の個々の文
字列の長さが比較的短い場合には顕在化しないが，
長い文字列を対象にする場合には，そのパターン
の出現場所が問題になってくる．特に，遺伝子配
列データなど数百～数千の長さの文字列に対して
パターンの組み合わせを考える場合，パターン p

の出現位置とパターン qの出現位置があまりにも
離れている場合には，それらの組み合わせを考慮
する効果に疑問が生じる．そこで我々は，パター
ンの出現位置の相対距離による制限を自由に与え
ることによって，この問題に対処することにした．
ここでは，p ∧α qおよび p ∧α ¬qという２種類の
組み合わせを対象とした．これらはそれぞれ，パ
ターン pの出現位置から距離 α以内の位置にパ
ターン qが現れること，およびパターン pの出現
位置から距離α以内の位置にはパターン qが現れ
ないことを表すものであり，いずれも遺伝子情報
処理において有用だと考えられる表現である．こ
の問題に対して，O(N2)時間，O(N)領域で最適
のパターンの組み合わせを見つけ出すアルゴリズ
ムを与えた [5]．そしてこれらのアルゴリズムを
実装して成果を実証した．

5 今後の課題

今年度行ってきた研究は，主に文字列を対象と
したものであった．次年度以降は，ここで得られた
知見に基づきながら，木構造やグラフ構造といっ
たより高次のデータ構造に対する拡張の可能性を

探っていく予定である．また，その適用範囲を広
げ，画像処理などへの応用も目指す．
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data was proposed. We apply this method
and develop a new method for more compli-
cated query process. By the reverse arith-
metic encoding, we can check the depen-
dency between any two paths without de-
coding and using this property, a fast query
process over tree structures is obtained.
However, it is difficult to handle general
queries since the type of query is very re-
stricted. So, we expand the algorithm to
realize the Boolean operations “NOT” and
“OR” in the query expressions.
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宮野 英次 † 朝廣 雄一 ‡

† 九州工業大学情報工学部
〒 820-8502 福岡県飯塚市川津 680-4

miyano@ces.kyutech.ac.jp

‡ 九州産業大学 情報科学部
〒 813-8503 福岡県福岡市東区松香台 2-3-1

asahiro@is.kyusan-u.ac.jp

1 研究目的

現実世界に現れる多くのシステム工学的，情報
工学的問題は，離散的な構造を有しており，組合
せ計画モデルとして定式化できる場合が多い．代
表的なものとしては，知的交通システムにおける
車両配送計画やビジネス・プロセス・フロー設計な
どが挙げられる．例えば，車両配送計画を従来の
数理計画モデルに従って定式化する場合には，車
両台数，運搬量，配送コスト，締め切り等の制約
となる属性パラメータ値を入力要素として捉え，
完全かつ固定的に，与えられた要素間の関係なら
びに制約条件を数式化する．配送計画作成アルゴ
リズムは，すべての制約条件を完全に満足する最
適解，あるいは処理時間を優先する場合には準最
適解（近似解）を求めるように設計される．得ら
れた解の精度・処理時間に違いはあるものの，い
ずれの場合も事前に作成した条件に基づき作業計
画を決定することになる．
しかし，近年の社会環境の変化は著しく，時間

をかけて作成した完全な作業計画が時をおかずに
陳腐化してしまうという状況があり，従来の固定
的に制約が与えられる計算モデルでは対応できな
いという問題が生じている．そのため，本研究で
は，入力要素の値が時間とともに連続的に変移す
る環境において，要素間の関係が時々刻々と変化
するような様々な問題を扱い，数理最適化モデル
として定式化する統一的な手法の検討と，精度の
高い近似解及び高速性能を保証するアルゴリズム
の開発を目的とする．

2 移動系における組合せ最適化問題

今年度は，固定的に制約が与えられる従来の車
両配送計画問題を拡張して，移動系における組

合せ最適化問題としてモデル化し，本問題に対す
るアルゴリズムの設計と計算量に関する検討を
行った．

2.1 問題の形式的定義と結果概要

次のような実用場面で現れるロボット・アーム
の行動スケジュールを考える．ベルトコンベアの
上に置かれた荷物が与えられたとき，ロボット・
アームは移動する荷物を掴み，回収点へと運ぶ動
作を繰り返し，できるだけ多くの荷物を回収する
ことを目標とする．このような問題を，移動系に
対する回収問題 (Maximum k-Collect Tours for
Moving Objects，以下 MAX-kCT問題)として
形式化を行った．

MAX-kCT問題： 初期入力として，ユークリッ
ド平面上に，回収者 (ロボット・アーム)A(k)
と n個の移動物体 bi ∈ B (i = 1, · · · , n)が与
えられる．回収者A(k)は回収容量 kを持ち，
初期位置は回収点 (原点)とする．1回の回収
では最大 k個までしか回収できないため，そ
れ以上回収するためには，回収点へ一旦戻り
再び回収に向かう必要がある．回収者は任意
の方向に移動可能で，常に速さ v(A(k))で等
速運動をしているか速さ 0で停止しているか
のどちらかであり，方向転換や移動物体回収
の際に速さが落ちることはないものとする．
移動物体 biは，初期位置 (x(bi), y(bi)) ∈ R2

と経路 trace(bi)が与えられ，速さ v(bi)で等
速運動するが，時刻 release time r(bi)から
回収可能となり時刻 deadline d(bi)で回収不
可能となる．このとき，回収動作を繰り返す
ことにより，移動物体を最大個回収する経路
P を求める問題を考える．

– 110 –



すべての物体が動かず，回収者の容量 k ≥ nの
場合は，Deadline-TSP 問題 [2] (またはVehicle
Routing with Time Windows問題 [8, 7]，Ori-
enteering問題 [4]) として知られている．この問
題はNP困難であり，一般化された問題を解くこ
とは非常に困難である．また，本問題は，組合せ
最適化問題である巡回セールスマン問題 (Travel-
ing Sales Person Problem，以下 TSP)の応用と
も言える．TSPは，最も有名なNP困難問題であ
り，さまざまなヒューリスティック法や近似アルゴ
リズムが考えられている．また，最近では，移動
系におけるTSP問題である，Dynamic k-Collect
TSP問題 [5]，Moving-Target TSP問題 [10]，Ki-
netic TSP問題 [9] などが考えられている．これ
らの問題は，容量 kの回収者A(k)と n個の移動
物体 bj が与えられ，回収者の速さ v(A)と移動物
体の速さ v(bj)の関係が，全ての移動物体に対し
て v(A) > v(bj)である，つまりどの移動物体よ
りも回収者が速いとき，全ての移動物体を最短距
離で回収する問題であり，本研究課題でモデル化
を行った最大化問題とは異なることに注意する．
Chalasaniらは k = ∞のとき，定数近似アルゴリ
ズムを提案し，さらに k = 1の回収者と移動物体
が 1本の線上を移動する場合は多項式時間で解け
ることを示した [5]．また，Helvigらは k = ∞で，
さらに高々O( log n

log log n)個の移動物体が移動してい
るときは，(1+σ)-近似アルゴリズムがあることを
示した [10]．ここで σは従来のTSPに対する近
似率を表す．Hammar と Nilsson は k = ∞で全
ての移動物体が同じ速さで移動するとき，PTAS
であることを示した [9]．最大化問題としてのモ
デル化については，朝廣および領域内研究者によ
るものしか見られない [1]．

今年度は，荷物の回収期限である release time
と deadlineが一般の場合について検討を行った．
また，回収容量 k = 1とした問題MAX-1CTを
中心に考えた．本研究課題における主要な結果は
以下である： (i) MAX-1CTで，移動物体を直線
上のみ移動するとした問題MAX-1CT on Lines
は NP 困難となる．(ii) しかし，全ての移動物
体が回収者よりも速く移動する場合については，
下側エンベロープを利用した，移動物体を取って
原点へ戻る時間が最小のものを毎回取るという
貪欲戦略に基づくアルゴリズムを用いることに

よって，O(nα(n) log n)の計算時間で回収するこ
とが可能である．ここで，α(n)はAckermann関
数の逆関数である．(iii) MAX-1CT で，移動物
体が原点を中心とする同心円上を描く軌道上を移
動するとした問題 MAX-1CT on Circles は，代
表的なスケジューリング問題である仕事割当区間
スケジューリング問題 (Job Interval Scheduling
Problem，JISP) [3, 6]から帰着できるため，この
場合もNP困難となる．このとき，JISPの 1.582-
近似アルゴリズム [6] を用いることで，同様に
MAX-1CT on Cieclesに対する近似アルゴリズム
を設計することができる．

2.2 直線上の移動物体が速い場合

移動物体 biが直線 l(bi)上を動く場合について
検討を行った．このように移動に制限を加えた問
題を “MAX-kCT on Lines”とする．まず，MAX-
1CT on Lines において，移動物体が回収者より
も速い，すなわち v(bi) ≥ v(A(1))である場合を
考える．この問題は次のような貪欲アルゴリズム
で解くことができる： 時刻 tに回収者A(1)が原
点を出発し，移動物体 bi を回収した後，再び原点
へ戻ったときの時刻を compleation time Ti(t)と
する．回収者は原点を出発するときに，この Ti(t)
が最小のものを毎回に取りにいくことで，移動物
体を最大個回収できる．

結果 1． MAX-1CT on Lines で全ての移動物体
が回収者よりも速い場合において，移動物体
を最大個回収するO(n2)のアルゴリズムが存
在する．

さらに下側エンベロープを用いることでMAX-
1CT on Linesの計算時間の上限を下げることが
できる．fi(t)は範囲 [r(bi), d(bi)]の連続関数であ
り，F = {f1(t), f2(t), · · · , fn(t)}と定義すると，
F の下側エンベロープは次のように定義される．

EF(t) = min
1≤i≤n

fi(t)

Algorithm Envelope:

Stage 1. 全ての移動物体 biに対して，fi(t)を計
算する．
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Stage 2. F = {f1(t), f2(t), · · · , fn(t)}に対する
下側エンベロープ EF を計算する．

Stage 3. 時刻 t = 0とし，原点にいる回収者が
取ることのできる移動物体が存在する間，以
下の動作を繰り返す．

3-1. 下側エンベロープ EF で求めた，現時
刻 tで最短時間 fmin(t)で回収可能な移
動物体 bminを回収し，原点へ戻る．

3-2. t = fmin(t)，P = P ∪bminと更新する．

Stage 4. 取った移動物体 P = {p1, p2, · · · , pj}
を出力し終了する．

結果 2． どの移動物体も回収者より速い場合の
MAX-1CT において，移動物体を最大個回
収する O(nα(n) log n) アルゴリズムが存在
する．このとき，α(n)は Ackermann逆関
数である．

2.3 直線上の移動物体が遅い場合

MAX-kCT on Linesに制限を加えない，一般
的な問題に対する計算複雑さに関して以下のよう
な結果を得た．

結果 3． (i) MAX-1CT on LinsはNP困難であ
る．従って，(ii) MAX-kCT on LinesもNP
困難である．

証明 ： MAX-kCT は最大化問題であるため，
決定問題として，回収者の容量 k としたとき m

個以上の移動物体を取ることができるかを問う，
MAX-kCT(m)として考える．
まず，MAX-kCT(m) ∈ NP を示す．今，

MAX-kCT(m)の各パラメータと整数mが与えら
れたとする．ここで選ぶ証明書は移動物体を取っ
た経路 P である．検証アルゴリズムは，|P | = m

を確認し，経路 P で得られた各移動物体 biを取
る時刻 tに，取って戻る時間 fi(t)で取って戻る
ことができるかどうかを調べれば良い．あらかじ
め与えられた経路の式に時刻を代入し検証するだ
けなので，この検証は多項式時間で実現できる．
よってMAX-kCT(m) ∈ NP である．
次に NP 完全である瓶詰め問題 (Bin Packing

問題，以下 BP )から，回収者の容量 k = 1とし

た問題であるMAX-1CT(m) on Linesに帰着さ
せる．つまりBP ≤ pMAX-1CT(m) on Linesを
示し，MAX-1CT(m)がNP 完全であることを示
す．BP は次のように定式化される．

BP : n個の品物 I = {i1, i2, · · · , in}があり，それ
ぞれ大きさ size(xi)をもっている．容量 γの
瓶があり，瓶の容量を越えて品物をつめこむ
ことはできない．このようなときに，λ個以
下の瓶に品物を全てつめこむ問題を考える．

帰着を行うにあたって一般性を損なわないよう
に，BP の品物の大きさを size(i1) ≤ size(i2) ≤
· · · ≤ size(in)とする．
まず，図 2.1のようなMAX-1CT(m) on Lines
を考える．容量 k = 1の回収者の速さ v(A) = 1と
する．release lineと deadline lineの 2つの辺を原
点O(0, 0)から引く．release lineの角度 θrは π

2 <

θr < πで，deadline lineの角度 θdは θd = π− θr

である．ここで，BP において与えられた品物の
数 nと瓶の数 λを，MAX-1CT(m) on Linesでは
n個の移動物体 b1, b2, · · · , bnに加え，(λ−1)個の
特殊な移動物体 bn+1, bn+2, · · · , bn+(λ−1)に対応さ
せる．移動物体 bj (1 ≤ j ≤ n+(λ−1))は，release
timeである時刻 r(bj)に初期位置 (x(bj), y(bj))か
ら回収可能となり，そのまま x 軸と平行に速さ
v(bj)で deadlineである時刻 d(bj)になるまで移
動し続ける．つまり，移動物体 bj の移動する軸
l(bj)は初期位置 (x(bj), y(bj))を通る x軸に平行
な直線である．(x(bj), y(bj)), r(bj), d(bj), v(bj)に
ついては，以下の通りに定義される．

(i) bj (1 ≤ j ≤ n)の移動物体について

• 初期位置：
(x(bj), y(bj)) = ( size(ij)

2 cos θr,
size(ij)

2 sin θr)

• release time： r(bj) = 0

• deadline： d(bj) = n× γ + (λ− 1)

• 移動物体の速さ： v(bj) = −size(ij)·cos θr

n×γ+(λ−1)

(i)の移動物体 bjは，初期位置が release line上
にあり，deadlineが deadline lineに到着する時刻
となっている．

(ii) bj = bn+s (1 ≤ s ≤ λ − 1)の移動物体につ
いて
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図 2.2: 移動物体を取って戻る時間のグラフ

• 初期位置： (x(bj), y(bj)) = (1
2 , 0)

• release time： r(bj) = (γ + 1)× s− 1
2

• deadline： d(bj) = (γ + 1)× s

• 移動物体の速さ： v(bj) = 1

これらのときの θr(= θd = π − θd)を考える．
回収者が移動物体を取りに行く時間を考えると，
初期位置で取る際と y軸上で取る場合には誤差が
生じる．移動物体を取る順序だけを考慮すればい
いように，この誤差が影響を及ぼさないように設
定すると，以下の不等式が成り立つ．

(1− sin θr) ·
∑

i∈I

size(i) < 1

よって，この不等式を満たし，かつ π
2 < θr < π

にある θrを決める．
このようなMAX-1CT(m) on Linesを考えた

とき，次の補題を得る．

補題 1． BP の λか，より少ない瓶の数が求まっ
たとき，BP の各インスタンスを対応付けす
ることで，容量 k = 1の回収者は n+(λ−1)
個の移動物体全てを回収することができる．

証明： n+(λ− 1)個の移動物体を集める手順を
示す．そのためにまず，bj = bn+s (1 ≤ s ≤ λ−1)
の全ての移動物体は，取れる時刻が限られている
ため取る時間がすぐに決まる事を示し，それらの
移動物体を取る作業の間に残りの bj (1 ≤ j ≤ n)
の移動物体を対応するBP の品物の順に取ってい
けば全ての移動物体を取ることができることを示
す (図 2.2)．

(i) bj = bn+s(1 ≤ s ≤ λ− 1)の移動物体について
はじめに，回収者 A(1)は時刻 γに原点を出発
し，x軸に沿って移動して，移動物体 bn+1 を時
刻 r(bn+1) = (γ + 1) − 1

2) に (x(bn+1), y(bn+1))
で取り，時刻 (γ + 1) に原点へ戻る．2 ≤ s ≤
(λ− 1)の移動物体に対しても同様に，A(1)は時
刻 s·(γ+1)−1に原点を出発し，x軸に沿って移動
して，移動物体 bn+sを時刻 r(bn+s) = s·(γ+1)− 1

2

に (x(bn+s), y(bn+s))で取り，時刻 s · (γ + 1)に
原点へ戻る (図 2.2参照)．よって，移動物体 bn+s

を取る時間帯は [s · (γ + 1) − 1, s · (γ + 1)]とな
り，これらの移動物体を取る時間帯が重なること
はない．このように bj = bn+s(1 ≤ s ≤ λ− 1)の
移動物体を取ることが最適解となる．

(ii) bj (1 ≤ j ≤ n)の移動物体について
(i)の移動物体の取り方を決めた後で (ii)の移動

物体を取るものとして議論する．つまり，(ii)の移
動物体は [s ·(γ+1)−1, s ·(γ+1)] (1 ≤ s ≤ λ−1)
の間は取ることができない．つまり，それ以外の
部分で，どのように取っていくかを考える必要が
ある．回収者 A(1)は原点を出発し，ある移動物
体 bj(1 ≤ j ≤ n)を 1個取ったあと原点へ戻る．
このときにかかる時間は，原点から移動物体の初
期位置までの距離が size(ij)

2 なので，最大 size(ij)
かかる (図 2.1参照)．つまり，原点から移動物体
までの距離が最大値を取るのは，release lineか
deadline line上にある場合である．

BP において，瓶 µ には品物 I =
{iν1 , iν2 , · · · iνµ} (ν1 ≤ ν2 ≤ · · · ≤ νµ) が入
る．これを使って回収者の動作を考えると次の通
りになる．
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Step 1 (µ− 1)(γ + 1)− 1に原点を出発する．

Step 2 最短で bν1 を取れる位置に移動する．

Step 3 bν1 を取り原点へ戻る．

Step 4 Step 1 - 3 を繰り返し，a ∈ {ν2, · · · , νµ}
を取り，時刻 (µ − 1)(λ + 1) − 1 +∑

e:e<a,ie∈I size(ie) に原点へ戻る．

回収者 A(1)が，Step 2 と Step 3 で移動物体
bν1 を取って戻って来るのにかかる時間は，最大
で size(iν1)かかる．他の移動物体 bi (i ∈ I)を
取る最大時間も size(i)である．BP においては，
Iの品物全てをある瓶 µに入れることができるの
で，

∑
i∈I size(i) ≤ γである．同様にこの問題で

は，i ∈ I と対応する移動物体 biを取る区間を考
えると，瓶µと対応する区間の範囲は [(µ−1)(γ+
1)− 1, (µ− 1)(γ + 1) + γ − 1]となっており，区
間の大きさは γなので，区間に入れていくことが
できる．

(i)と (ii)により，BP の λが求まったとき，回
収者A(1)は n + (λ− 1)個の移動物体を集めるこ
とができる．(補題 1の証明終り)

補題 2． BP において，より少ない瓶の数 λが
わかっているときだけ．容量 k = 1の回収者
A(1)は n + (λ− 1)個の全ての移動物体を回
収することができる．

証明： BP の解であるλかより少ない瓶の数が求
まっていないと仮定する．各 jについて，size(ij)
は整数なので，より有効な解では瓶の中の総量は
少なくとも λ + 1は取れる．瓶の中の品物の集合
を I = {iν1 , iν2 , · · · , iνµ}とする．それに対応す
る移動物体 B = {bν1 , bν2 , · · · , bνµ} を順次取って
いくことを考える．全ての bν をそれぞれ最短時
間 size(iν)で取って戻ったと考えると，

∑

i∈I
size(iν)−

∑

i∈I
(size(iν) · sin θr)

= (1− sin θr) ·
∑

i∈I
size(iν)

≤ (1− sin θr) ·
∑

i∈I
size(i)

< 1

従って，長さ γの間ではBの移動物体の数より
多く取ることができない．

次に bn+s (1 ≤ s ≤ λ− 1)の移動物体を全て集
めることについて考える．これらの移動物体は．
(1
2 , 0)に出現し，その後 x軸に沿って x > 1

2 へ
移動する．回収者 A(1) が bn+s を回収する場所
は，(xn+s, 0) (xn+s ≥ 1

2)である．xn+s > 1
2 の

ときの回収の流れは，回収者 A(1)は原点を時刻
r(bn+j) − 1

2 出発し，(xn+s, 0)へ移動した後，時
刻 d(bn+s)へ移動する．ここで，動きMを，M
の手順で取れる移動物体 bj (1 ≤ j ≤ n)と同じ
で，時間帯 [s · (γ + 1) − 1, s · (γ + 1)]に移動物
体 bn+s が取れる動きM′ に変換する．移動物体
bj を集める経路Mと，それに対応するM′は時
刻 r(bn+s)に原点を出発し，(1

2 , 0)へ移動した後，
時刻 d(bn+s)に原点へ戻るものと定義される．こ
の新しく定義されたM′での動きを考えると，全
ての r(bn+s)は bj (1 ≤ j ≤ n)と重なることはな
く，bn+sを回収するときは，回収可能になる時刻
ちょうどに取れるように r(bn+s)− 1

2 まで原点で
待機する．このことから，M′で集められる移動
物体の数は，M と同じであると推測する．

bn+s (1 ≤ s ≤ λ− 1)の移動物体を全て集める
ことについて，動きM′は長さ γの時間帯の収集
だけを残すので，bj (1 ≤ j ≤ n)の移動物体を全
て集めることはできない．(補題 2の証明終り)

2つの補題から，BP からMAX-1CT on Lines
に帰着可能ということがわかる．よって MAX-
1CT on LinesはNP 困難である．MAX-1CTは
MAX-kCTの部分集合だから，MAX-kCTもNP
困難である．

2.4 曲線上の移動物体の場合

本節では，移動物体 bi が原点を中心とする同
心円 ci 上を動く場合について考える．本問題
を”MAX-1CT on Circles”とし，次の定理を得る．

結果 4． (i)MAX-1CT on Circles はNP 困難で
ある．したがって，(ii)MAX-kCT on Circle
もNP 困難である．

証明： MAX-1CTは最大化問題であるため，決定
問題として，回収者の容量 1のときm個以上の移
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動物体を回収することができるかを問う，MAX-
1CT(m)として考える．この証明では JISP問題
から帰着して考える [3, 6]．JISPはインスタンス
として，ジョブ jobi，release time ri，deadline di，
processing time ti を持つ (0 ≤ i ≤ n)．ここで，
移動物体 biをジョブ jobi，biの移動する円 ciの半
径を ti

2，release timeと deadlineをそれぞれ riと
diに対応付けすることで帰着することができる．
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1 緒言

本年度は，離散構造の限界の解明に関して，

(1) 置換族の構成に関する研究;

(2) ネットワークのルーチングに関する研究;

(3) ネットワークのレイアウトに関する研究;

(4) 大規模システムの高信頼化に関する研究,

を中心に研究を行った．個別の研究内容に関して
は，第 2節以降で詳細に述べるが，各テーマ毎の
研究の概略は以下の通りである．

置換族の構成に関する研究

これまでに k-対独立置換族F ⊆ Snの構成に関し
ては，特定の k = 2, 3と n = pm (p: 素数)におい
てその非自明 (対称群・交代群以外)な構成が知ら
れており，一般の kに関しては，その非自明な構
成法は存在しないと予想されている．そこで k-対
独立置換族の条件を緩和し ε-近似 k-対独立置換族
という概念を導入し，代数的手法を用いてそのサ
イズの下界を導出し，確率的手法を用いてそのサ
イズの非構成的上界を導出した．そして，その非
構成的上界を下回るサイズの ε-近似 2-対独立置換
族 F ⊆ Spm−1の構成法と ε-近似 3-対独立置換族
F ⊆ Spm の構成法を提案した．さらに，Feistel
変換を用いて，任意の kに対する ε-近似 k-対独立
置換族の構成法を提案した．

ネットワークのルーチングに関する研究

QoSアルゴリズムの競合比の解析とマルチキャス
ト通信の遅延最小化について考察している．QoS

アルゴリズムに関する研究では，各種のパケット
をその優先度に応じて効率的に転送制御するため
の複数キューQoSアルゴリズムに関して検討した．
一般にQoSスイッチに到来するパケットを事前に
予測することは不可能であるので，QoSアルゴリ
ズムはオンラインアルゴリズムとして定式化され
る．そして，キューに格納されているパケットを破
棄することを許さないパケット破棄不可能モデル
に着目し，複数優先度を持つ複数キューQoSアル
ゴリズムの競合比の解析を行ない，これまで未解
明であった非自明な下界を導出するとともに，単
一優先度における競合比の下界を改善した．また，
マルチキャスト通信について考察し，マルチキャ
スト木のコスト制限下で遅延を最小化する問題に
対する完全多項式時間近似スキームを提案した．

ネットワークのレイアウトに関する研究

グラフの直交描画と 3次元チャネル配線について
考察している．グラフの直交描画に関する研究で
は，外平面グラフと直並列グラフに対して，少な
いベンドを用いて二次元及び三次元に直交描画す
る多項式時間アルゴリズムを提案した．また，三
次元チャネル配線に関する研究では，二端子ネッ
トの組を配線するために必要な三次元チャネルの
層数の上界と下界を明らかにした．

大規模システムの高信頼化に関する研究

逐次故障診断と確率的耐故障ネットワークについ
て考察している．並列計算システムの逐次故障診
断に関する研究では，様々なシステムの逐次診断
可能次数の上界と下界を統一的な手法を用いて示
した．また，確率的耐故障ネットワークに関する
研究では，様々なネットワークに対して，疎な確
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率的耐故障ネットワークを構成する統一的な手法
を提案した．

2 置換族の構成に関する研究

任意の整数a ≤ bに対して [a, b] = {a, . . . , b}とし，
任意の整数n ≥ 1に対してSnを集合 [0, n−1]上の
置換全体とする．また，任意の整数 n ≥ k ≥ 1に
対して [n]k = n(n−1) · · · (n−k+1)とする．この
とき置換族F ⊆ Snが “ε-近似 k-対独立”であると
は，任意の k個の異なるx1, x2, . . . , xk ∈ [0, n−1]
と任意の k個の異なる y1, y2, . . . , yk ∈ [0, n − 1]
に対して，以下が成り立つことを言う．

Pr
π∈F

[∣∣∣∣∣
k∧

i=1

π(xi) = yi

]
− 1

[n]k

∣∣∣∣∣ ≤
ε

[n]k
.

特に ε = 0の場合を “k-対独立”であると言う．
単純な数え上げ論法により，任意の k-対独立置

換族F ⊆ Snに対して |F| ≥ [n]kが成り立つこと
が示される．一方，これまでに k = 2の場合，任
意の n = pm (p: 素数)に対して |G2| = [n]2とな
るような 2-対独立置換族 G2 ⊆ Spm の構成法が知
られている．具体的には

G2 =
{
πa,b : πa,b(x) = ax + b,

a ∈ GF(pm)− {0}, b ∈ GF(pm)
}
.

同様に k = 3 の場合，任意の n = pm + 1 (p:
素数)に対して |G3| = [n]3 となる 3-対独立置換
族 G3 ⊆ Spm+1の構成法が知られている．任意の
a, b, c, d ∈ GF(pm)に対してA =

(
ab
cd

)
とすると，

G3 =





{
πA : πA(x) = ax+b

cx+d ,

ad− bc = 1
}

p = 2;{
πA : πA(x) = ax+b

cx+d ,

ad− bc ∈ {1, e}} p 6= 2.

ただし e ∈ GF(pm)は任意に固定された平方非剰
余であり，任意の x ∈ GF(pm) ∪ {∞}に対して，

c = 0 : πA(x) =

{
ax+b

d x 6= ∞;
∞ x = ∞;

c 6= 0 : πA(x) =





ax+b
cx+d x 6∈ {−dc−1,∞};
∞ x = −dc−1;

ac−1 x = ∞.

2.1 ε-近似 k-対独立置換族の構成 [I]

学術論文 1において ε-近似 k-対独立置換族 F ⊆
Sn のサイズの下界と非構成的上界を導出し，さ
らにその非構成的上界を下回る ε-近似 k-対独立置
換族 F ⊆ Snの具体的な構成法を提案した．
まず始めに，代数的手法を用いて，以下のよう

な ε-近似 k-対独立置換族F ⊆ Snのサイズの下界
[学術論文 1, Theorem 3.1]を導出した．

定理 1 任意の実数 ε ≥ 0と任意の整数n ≥ k ≥ 1
に対して，置換族F ⊆ Snが ε-近似 k-対独立であ
るならば，以下が成り立つ．

|F| ≥




n(n− 1) · · · (n− k + 1) ε < 1;
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

1 + ε
ε ≥ 1.

一般的に ε ≥ 1に対して，この下界はこれ以上改
善することはできない．実際，第 2節の冒頭で定
義した置換族 G2 ⊆ Spm と G3 ⊆ Spm+1に対して，

G′2 =
{
π ∈ G2 : |G′2| = |G2|/2

} ⊆ G2;

G′3 =
{
π ∈ G3 : |G′3| = |G3|/2

} ⊆ G3.

とすると ε = 1において

|G′2| = pm(pm − 1)/2;

|G′3| = (pm + 1)pm(pm − 1)/2,

となり，それぞれ定理 1の等号を満たす．
次に，確率的手法を用いて，以下のような ε-近
似 k-対独立置換族F ⊆ Snのサイズの非構成的上
界 [学術論文 1, Theorem 3.2]を導出した．

定理 2 任意の実数 0 < ε < 1と任意の整数 n ≥
k ≥ 1に対して，以下を満たす ε-近似 k-対独立置
換族 F ⊆ Snが存在する．

|F| = O

(
k ln n

ε2
[n]k

)
.

さらに，定理 1および定理 2より，任意の ε > 0
に対して，コンパクトで多項式時間標本可能な ε-
近似k-対独立置換族F ⊆ Snの構成法を提案した．

定理 3 任意の実数 ε > 0と任意の整数 n = pm−
1 ≥ dγ/εe (p: 素数 )に対して

|F| =
⌈γ

ε

⌉
(1 + o(1))[n]2

– 119 –



を満たす多項式時間標本可能な ε-近似 2-対独立置
換族 F ⊆ Snが構成可能である．ただし，

γ =

{
4 x2 − x + 1がGF(pm)上で既約;
6 x2 − x + 1がGF(pm)上で可約.

証明 (概略): 2-対独立置換族 G2 ⊆ Spm から，以
下の手順で置換族 F ⊆ Spm−1を構成する．

(1) 交換操作 Swapにより置換族H2 ⊆ Spm−1を
生成する．ただしH2 = Swap(G2)．

(2) シフト操作 Shiftiにより置換族Hi
2 ⊆ Spm−1

を生成する．ただしHi
2 = Shifti(H2)．

(3) F = H1
2 ∪H2

2 ∪ · · · ∪ H`
2 ⊆ Spm−1.

交換操作 Swap : Spm → Spm−1は以下のように定
義される: 任意の π ∈ Spm に対して π̃ = Swap(π)
とし，任意の x ∈ GF(pm)− {0}に対して

π̃(x) =

{
π(x) π(x) 6= 0;

π2(x) = π(0) π(x) = 0,

としH2 = {π̃ = Swap(π) : π ∈ G2} = Swap(G2)
とする．また，シフト操作Shifti : Spm−1 → Spm−1

は以下のように定義される: まず始めに，異なる
`個のα1, α2, . . . , α` ∈ GF(pm)−{0}を任意に固
定．ここで任意の x ∈ GF(pm)− {0}に対して，

Shifti(x) =

{
(x + αi)−1 x 6= −αi;

α−1
i x = −αi,

としHi
2 = {σ : σ = π̃ ◦ Shifti, π̃ ∈ H2}とする．

このとき置換族 F ⊆ Spm−1に関して以下が成
り立つ [学術論文 1, Lemma 4.6]．

補題 1 任意の異なる x0, x1 ∈ GF(pm) − {0}と
任意の異なる y0, y1 ∈ GF(pm)− {0}に対して，

(a) σ(x0) = y0, σ(x1) = y1を満たす置換 σ ∈ F
が少なくとも `個存在する．

(b) x2−x+1がGF(pm)上で既約であるならば，
σ(x0) = y0, σ(x1) = y1を満たす置換 σ ∈ F
が高々` + 4個存在する．

(c) x2−x+1がGF(pm)上で可約であるならば，
σ(x0) = y0, σ(x1) = y1を満たす置換 σ ∈ F
が高々` + 6個存在する．

補題 1より定理 3が容易に導かれる．簡単のため
n = pmとする．ここで x2 − x + 1がGF(pm)上
で既約であるとき ` = d4/εeとする．このとき，
補題 1の (a)及び (b)より，

∣∣∣∣ Pr
σ∈F

[σ(x0) = y0, σ(x1) = y1]− 1
n(n− 1)

∣∣∣∣
≤ ε

n(n− 1)

が成り立つことが導かれる．一方 x2 − x + 1が
GF(pm)上で可約であるとき ` = d6/εeとする．
このとき，補題 1の (a)及び (c)より，

∣∣∣∣ Pr
σ∈F

[σ(x0) = y0, σ(x1) = y1]− 1
n(n− 1)

∣∣∣∣
≤ ε

n(n− 1)

が成り立つことが導かれる．

定理 4 任意の実数 ε > 0と任意の整数 n = pm ≥
dγ/εe (p: 素数 )に対して

|F| =
⌈γ

ε

⌉
(1 + o(1))[n]3

を満たす多項式時間標本可能な ε-近似 3-対独立置
換族 F ⊆ Snが構成可能である．ただし，

γ =

{
6 x2 + x + 1がGF(pm)上で既約;
12 x2 + x + 1がGF(pm)上で可約.

証明 (概略): 3-対独立置換族 G3 ⊆ Spm+1 から，
以下の手順で置換族 F ⊆ Spm を構成する．

(1) 交換操作 Swapにより置換族H3 ⊆ Spm を生
成する．ただしH3 = Swap(G3)．

(2) シフト操作 Shiftiにより置換族Hi
3 ⊆ Spm を

生成する．ただしHi
3 = Shifti(H3)．

(3) F = H1
3 ∪H2

3 ∪ · · · ∪ H`
3 ⊆ Spm .

ここで，交換操作 Swap : Spm+1 → Spm は以下の
ように定義される: 任意の π ∈ Spm+1 に対して
π̃ = Swap(π)とし，任意の x ∈ GF(pm)に対して

π̃(x) =

{
π(x) π(x) 6= ∞;

π2(x) = π(∞) π(x) = ∞,

としH3 = {π̃ = Swap(π) : π ∈ G3} = Swap(G3)
とする．また，シフト操作 Shifti : Spm → Spm は
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以下のように定義される: まず始めに，異なる `

個の α1, α2, . . . , α` ∈ GF(pm)を任意に固定．こ
こで任意の x ∈ GF(pm)に対して，

Shifti(x) =

{
(x + αi)−1 x 6= −αi;

0 x = −αi,

としHi
3 = {σ : σ = π̃ ◦ Shifti, π̃ ∈ H3}とする．

このとき置換族 F ⊆ Spm に関して以下が成り
立つ [学術論文 1, Lemma 5.6]．

補題 2 任意の異なる x0, x1, x2 ∈ GF(pm)と任
意の異なる y0, y1, y2 ∈ GF(pm)に対して，

(a) σ(x0) = y0, σ(x1) = y1, σ(x2) = y2を満たす
置換 σ ∈ F が少なくとも `個存在する．

(b) x2 + x + 1がGF(pm)上で既約であるなら
ば，σ(x0) = y0, σ(x1) = y1, σ(x2) = y2を満
たす置換 σ ∈ F が高々` + 6個存在する．

(c) x2 + x + 1がGF(pm)上で可約であるなら
ば，σ(x0) = y0, σ(x1) = y1, σ(x2) = y2を満
たす置換 σ ∈ F が高々` + 12個存在する．

補題 2より定理 4が容易に導かれる．簡単のため
n = pmとする．ここで x2 + x + 1がGF(pm)上
で既約であるとき ` = d6/εeとする．このとき，
補題 2の (a)及び (b)より，

∣∣∣∣∣ Pr
σ∈F

[
2∧

i=0

σ(xi) = yi

]
− 1

[n]3

∣∣∣∣∣ ≤
ε

[n]3

が成り立つことが導かれる．一方 x2 + x + 1が
GF(pm)上で可約であるとき ` = d12/εeとする．
このとき，補題 2の (a)及び (c)より，

∣∣∣∣∣ Pr
σ∈F

[
2∧

i=0

σ(xi) = yi

]
− 1

[n]3

∣∣∣∣∣ ≤
ε

[n]3

が成り立つことが導かれる．

2.2 ε-近似 k-対独立置換族の構成 [II]

研究会等論文 1において，共通鍵暗号方式 DES
(Data Encryption Standard) の設計において本
質的な役割を果たすフェイステル変換を繰り返し
用いて置換族を構成し，カップリング法を用いて
以下が成り立つことを明らかにした．

定理 5 任意の n = p2h (p: 素数; h: 正整数 )に
対して k = O(log n)であるならば，

|F| =
(

nk2

εk

)3+o(1)

を満たす ε-近似 k-対独立置換族 F ⊆ Sn が構成
可能である．

これは ε-近似 k-対独立置換族 F ⊆ Sn の非自明
(対称群・交代群以外) な最初の構成法である．さ
らに，本研究で構成された置換族が O(log n)-領
域要素別法本可能であることを示した．
マルコフ連鎖は，有限状態集合X，X 上の初期
分布 µ0，遷移確率行列 P = (pxy)から構成され
る．ここで全ての x ∈ X に対して，

∑

y∈X
pxy = 1

が成り立つことに注意する．初期分布 µ0からス
タートして遷移確率行列 P に従って t ≥ 0回遷移
した際の分布を µtとすると

µt = µt−1P = µt−2P
2 = · · · = µ0P

t

が明らかに成り立つ．有限状態集合 X 上の任意
の分布 ν1, ν2に対して，その距離 dist(ν1, ν2)を

dist(ν1, ν2) = ‖ν1 − ν2‖
=

1
2
·
∑

x∈X
|ν1(x)− ν2(x)|

と定義し，遷移確率行列 P = (pxy)に対して，

β =
∑

y∈X
min
x∈X

pxy

を定義する．また πP = πを満たす有限状態集合
X 上の分布 piを定常分布と呼ぶ．このとき以下
が成り立つことが知られている．

補題 3 任意の初期分布 µ0と任意の t ≥ 0に対し
て，以下が成り立つ．

dist(µt, π) = ‖µt − π‖ ≤ (1− β)t.

以下ではG+は加法群を表すものとする．この
とき，任意の関数 g : G+ → G+に関する Feistel
変換 hg : G+ ×G+ → G+ ×G+は以下にように
定義される: 任意の (`, r) ∈ G+ ×G+に対して

hg((`, r)) = (r, ` + g(r)).
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ここで任意の関数 g : G+ → G+に関して Feistel
変換 hg はG+×G+上の置換となる．従って，任
意の関数族 G = {g : G+ → G+}からFeistel変換
によって誘導される置換族HG = {hg : g ∈ G} ⊆
SG+×G+ が自然に定義される．
任意の k ≥ 1 に対して DISTk を異なる

k 個の二項組 (`1, r1),カップリング法を用い
て (`2, r2), . . . , (`k, rk) ∈ G+×G+全体と定義する
と，Feistel変換は有限状態集合DISTk上のマルコ
フ連鎖となる．そこでk-対独立関数族GからFeis-
tel変換によって誘導される置換族HG ⊆ SG+×G+

と有限状態集合 DISTk 上の遷移確率行列 Qが自
然に定義される．ここで P = Q3とすると，行列
P = (pxy)は k-対独立関数族 Gから 3回のFeistel
変換によって誘導される有限状態集合DISTk上の
遷移確率行列となる．
このとき有限状態集合 DISTk 上の遷移確率行

列 P = (pxy)に関して以下が成り立つ [研究会等
論文 1, Lemma 3.1]．

補題 4 |G+| ≥ 2
(
k
2

)
ならば DISTk 上の遷移確率

行列 P = (pxy)に関して以下が成り立つ．

β =
∑

y∈DISTk

min
x∈DISTk

pxy ≥ 1− 1
|G+| ·

(
k

2

)
.

ここで k-対独立関数族 Gから d = 3e回の Feistel
変換によって誘導される置換族をHe

G ⊆ SG+×G+

とする．このとき，補題 3と補題 4より以下の補
題 [研究会等論文 1, Theorem 4.1]が導かれる．

補題 5 任意の 0 < ε < 1に対して d = 3e∗とす
ると，置換族He∗

G ⊆ SG+×G+ は ε-近似 k-対独立
となる．ただし |G+| = m,n = m2に関して

e∗ =

⌈
log[n]k + log(1/ε)
log(m/2)− log

(
k
2

)
⌉

.

定理 5の略証: 任意の素数 pと正整数 hに対して
q = phとしG+ = Fq とする．ここで任意の整数
k ≥ 1に対して，以下を定義する．

Fk−1
q [x] =

{
f : f(x) =

k∑

i=0

aix
i, ai ∈ Fq

}
.

このとき関数族 Fk−1
q [x] : Fq → Fq は k-対独立

となる．仮定より k = O(log n)であるのでm =

|Fk−1
q [x]| = qk; log(m/2)−log

(
k
2

)
= (1/2−o(1))·

log n となることに注意すると，

3e∗ = 3

⌈
log[n]k + log(1/ε)
log(m/2)− log

(
k
2

)
⌉

≤ 3

⌈
log nk + log(1/ε)

log(m/2)− log
(
k
2

)
⌉

= (6 + o(1))k + (6 + o(1)) · log(1/ε)
log n

が成り立つ．ここで F = He∗
Fk−1

q [x]
とすると

|F| =
(

nk2

εk

)3+o(1)

.

ただし n = p2h (p: 素数; h: 正整数)．

3 ネットワークのルーチングに関す

る研究

3.1 QoSアルゴリズムの競合比の解析

近年のインターネットの爆発的な普及に伴い，ネッ
トワーク機器に過剰な負荷がかかり，また帯域損
失・パケット消失・応答遅延などの通信品質の劣
化が深刻化している．このような通信品質の劣化
を防ぐためにQuality of Service (QoS)の概念が
注目されている．一般にQoSスイッチはm個の
キューを持ち，各キューは到来するパケットを格
納するためのB個のスロットを有する．また各パ
ケットはその優先順位を表す “優先度”が割り当
てられている．ネットワーク上の通信量はしばし
ば変化するため，QoSスイッチは転送パケットの
優先度の総和を最大にするように到来するパケッ
トの制御を行う．ここでQoSスイッチは，将来到
来するパケットの情報を得ることが不可能である
ので QoSアルゴリズムはオンラインアルゴリズ
ムとして定式化され，その効率は競合比によって
評価される．QoSアルゴリズムAlgが c-競合的
であるとは，全てのパケット列 σに対して

Opt(σ)
Alg(σ)

≤ c

が成り立つことを言う．ただしAlg(σ)はパケッ
ト列 σに対してQoSアルゴリズムAlgが転送し
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たパケットの優先度の総和を表すものとし，一方
Opt(σ)は，パケット列 σに対して最適なオフラ
インアルゴリズムOptが転送したパケットの優
先度の総和を表すものとする．
本研究では，優先度が 1と α ≥ 1に制限された

決定性 QoS問題に関して，その競合比の下界の
解析を行い，以下の結果 [学術論文 4]を導出した．

定理 6 任意の QoSアルゴリズム Algと任意の
α ≥ 1に対して，パケット列 σが存在し，

Opt(σ)
Alg(σ)

≥





1 + 1
α ln( α

α−1)
−Θ

(
1

min{m,B}
)

α ≥ α∗;
1

1−e−τ0
−Θ

(
1

min{m,B}
)

1 ≤ α < α∗.

ただし τ0は e−τ (1/α + τ) = 1− e−τ の根である．

またこの結果より，単一優先度決定性 QoS問
題に関して，その競合比の下界が 1.466以上とな
ることが容易に導出される．これは単一優先度決
定性QoS問題の競合比に関する既知の下界 1.366
を改善するものである．

3.2 マルチキャスト木の構成

マルチキャスト通信において，1つの送信元と複
数の受信先を張るスタイナー木をマルチキャスト
木という．マルチキャスト木のリンクの通信コス
トの総和をそのマルチキャスト木の通信コストと
いう．また，マルチキャスト木上の送信元から各
受信先へのパスのリンクの通信遅延の総和の最大
値をそのマルチキャスト木の通信遅延という．マ
ルチキャスト通信においては，通信コストと通信
遅延を共に最小化するマルチキャスト木を求める
問題が基本的である．
これに関して，通信遅延を制限したときに通信

コストを最小化するマルチキャスト木を求める問
題が従来から活発に研究されている．この問題は，
直並列ネットワークに対してさえも，NP困難で
あることが知られており，多くのヒューリスティッ
クアルゴリズムが提案されているが，多項式時間
近似アルゴリズムとしては，受信先の数が定数で
あるという非常に限定された場合に完全多項式時
間近似スキームが知られているのみである．本研
究では，直並列ネットワークに対して，この問題

を解く擬似多項式時間アルゴリズムを初めて提案
している．直並列ネットワークに対してこの問題
を解く多項式時間近似アルゴリズムが存在するか
否かを解明することは今後の課題である．
また，本研究では，通信コストを制限したとき

に通信遅延を最小化するマルチキャスト木を求め
る問題について考察している．この問題も直並列
ネットワークに対してさえもNP困難であること
を明らかにすると共に，直並列ネットワークに対
して，この問題を解く完全多項式時間近似スキー
ムを提案している．より広いクラスのネットワー
クに対して多項式時間近似アルゴリズムが存在す
るか否かを解明することは今後の課題である．

4 ネットワークのレイアウトに関す

る研究

本研究では，グラフの直交描画と三次元チャネル
配線について考察している．

4.1 グラフの直交描画

グラフの辺を座標軸に平行な直線分の系列で描画
し，異なる辺の描画が端点以外で交差しないとき，
これをそのグラフの直交描画であるという．グラ
フの直交描画は集積回路の設計などに幅広い応用
があり，従来から活発に研究されている．特に，
グラフをベンドなしで 2次元あるいは 3次元空間
に直交描画できるか否かを判定する問題はNP完
全であることが知られている．また，

(1) 最大次数が高々4の平面的グラフは，八面体
を除外して，各辺に対するベンド数が高々2
で 2次元直交描画できること;

(2) 最大次数が高々3の平面的グラフは，4点完
全グラフを除外して，各辺に対するベンド数
が高々1で 2次元直交描画できること;

(3) 最大次数が高々6の任意のグラフは各辺に対
するベンド数が高々3で 3次元直交描画でき
ること，

などが知られている．本研究では，特別な平面的
グラフである外平面的グラフと直並列グラフに対
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して，少ないベンドを用いて 2次元及び 3次元空
間に直交描画する多項式時間アルゴリズムを提案
している．

外平面的グラフの直交描画に関する研究では，
まず最大次数が高々3で三角形を含まない外平面
的グラフはベンドなしで 2次元直交描画できるこ
とを明らかにしている．ベンドなしでは 2次元直
交描画できないような，最大次数が 4で三角形を
含まない外平面的グラフが存在するので，この結
果は限界的であることが分かる．また，本研究で
は，最大次数が高々6で三角形を含まない外平面
的グラフはベンドなしで 3次元直交描画できるこ
とも示している．

直並列グラフの直交描画に関する研究では，ま
ず最大次数が高々4の任意の直並列グラフは各辺
に対するベンド数が高々1で 2次元直交描画でき
ることを明らかにしている．ベンドなしでは 2次
元直交描画できないような，最大次数が高々4の
直並列グラフが存在するので，この結果は限界的
であることが分かる．また，本研究では，最大次
数が高々6の任意の直並列グラフは各辺に対する
ベンド数が高々2で 3次元直交描画できることを
明らかにしている．最大次数が高々6の任意の直
並列グラフが各辺に対するベンド数が高々1で 3
次元直交描画できるか否かを明らかにすることは
今後の課題である．

4.2 3次元チャネル配線

3次元チャネル配線は 3次元集積回路設計におけ
る基本的な問題の一つであり，いくつかの先駆的
研究が散見されるが，いずれも本質的には 2次元
あるいは 2.5次元のチャネル配線モデルであり，本
来の 3次元チャネル配線のモデルは見当たらない．

そこで本研究では，初めて自然で一般的な 3次
元チャネル配線の以下のようなモデルを提案して
いる．一対の平行な境界面上に端子が配置されて
いる3次元格子グラフを3次元チャネルという．同
一ネットの端子を木で連結し，異なるネットに対
する木が点非共有であるとき，これを 3次元チャ
ネル配線という．3次元チャネル配線においては，
端子が配置されている一対の平行な境界面の間の
距離 (これを 3次元チャネルの高さという)を最小
化する問題が基本的である．

また，本研究では，このモデルの下で与えられ
た 2端子ネットの組を配線するために必要な 3次
元チャネルの高さの上界と下界を明らかにしてい
る．特に，n個の 2端子ネットは高さO(

√
n)の 3

次元チャネル内で長さ O(
√

n)の配線を用いて配
線できることを明らかにすると共に. 配線するた
めには高さ Ω(

√
n)の 3次元チャネルを必要とす

るような n個の 2端子ネットの組が存在すること
を示している．与えられた 2端子ネットの組を配
線するために必要な 3次元チャネルの高さを最小
化する問題の計算複雑度の解明と実際的な配線ア
ルゴリズムの設計は今後の課題である．

5 大規模システムの高信頼化に関す

る研究

本研究では，並列計算システムの逐次故障診断と
確率的耐故障ネットワークについて考察している．

5.1 並列計算システムの逐次故障診断

並列計算システムの故障診断の研究には長い歴史
があるが，一度にすべての故障ユニットを同定す
る同時診断と一度に 1つの故障ユニットを同定す
る逐次診断に分類して活発に研究されている．従
来から，同時診断可能性に関するシステムの特徴
付けはよく知られているが，逐次診断可能性に関
するシステムの特徴付けについては知られていな
い．そこで本研究では，様々なシステムの逐次診
断可能次数の上界と下界を統一的な手法を用いて
示している．特に，逐次診断可能次数の非自明な
上界は初めて示されたものであり，注目を集めて
いる．

より詳細には，まず新しい自然な逐次診断ア
ルゴリズムを提案し，N 個のプロセッサから成
る任意のシステムの逐次診断可能次数が少なく
ともΩ(

√
N)であることを明らかにしている．ま

た，非常に一般的な統一的手法を用いて，N 点
から成る d 次元グリッドは逐次 O(Nd/(d+1)) 診
断可能であること，及び N 点から成る k分木は
O(
√

kN)診断可能であることを示している．さら
に，N 点から成るハイパーキューブの逐次診断可
能次数は少なくとも Ω(N/

√
log N)であり，多く
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ともO(N log log N/
√

log N)であることを明らか
にすると共に，N 点から成るCCC, シャッフル交
換グラフ，及び deBruijnグラフの逐次診断可能
次数はΘ(N/ log N)であることを示している．こ
の統一的な手法を用いて，逐次診断可能性に関す
るシステムの特徴付けを与えることは今後の課題
である．

5.2 確率的耐故障ネットワーク

ネットワークG∗は，定確率で独立にプロセッサが
故障しても正常なプロセッサから成るネットワー
ク Gを高い確率で含んでいるとき，Gの確率的
耐故障ネットワークであるという．この概念は参
考文献 [1]で提案され，様々な考察がなされてい
る．特に，N 個のプロセッサとM 本の通信リン
クから成る任意のネットワークに対して，O(N)
個のプロセッサとO(M log2 N)本の通信リンクか
ら成る確率的耐故障ネットワークが存在すること
を明らかにすると共に，O(N)個のプロセッサと
o(M log2 N)本の通信リンクから成る確率的耐故
障ネットワークが存在するか否かという興味深い
公開問題を提案している．

本研究では，様々な実際的なネットワークに対
して，この公開問題を肯定的に解決している．す
なわち，確率的故障ネットワークを構成する統一
的な手法を提案し，N個のプロセッサとM本の通
信リンクから成るCayley, deBruijn,シャッフル交
換, 及び部分 k木などのネットワークに対しては，
O(N)個のプロセッサとO(M log N)本の通信リ
ンクから成る確率的耐故障ネットワークが存在す
ることを明らかにしている．ここで，Cayleyネッ
トワークは circulant,ハイパーキューブ, CCC,バ
タフライ, 星, 及びパンケーキなどのよく知られ
ている多くのネットワークを含んでいることに注
意されたい．この統一的な手法を用いて，N 個の
プロセッサとM 本の通信リンクから成る任意の
ネットワークに対して，O(N)個のプロセッサと
O(M log N)本の通信リンクから成る確率的耐故
障ネットワークを構成することができるか否かを
明らかにすることは，興味深い今後の課題である．

本研究では，さらに閉路ネットワークの確率的
耐故障ネットワークについても考察している．参
考文献 [1]において，N 個のプロセッサから成る

閉路ネットワークに対して，O(N)個のプロセッ
サとO(N)本の通信リンクから成る確率的耐故障
ネットワークが存在することが述べられているが，
その証明には不備があり，不完全なものであった．
そこで本研究では，この不備を補い，完全な証明
を与えると共に，この証明で構成している確率的
耐故障ネットワークは極めて実際的であることを
計算機実験により明らかにしている．

6 結論

以上述べたように，本年度は，離散構造に関して，

(1) 置換族の構成 (近似的 k-独立置換族の構成);

(2) ネットワークのルーチング (QoSアルゴリズ
ム・マルチキャスト木の構成);

(3) ネットワークのレイアウト (グラフの直交描
画・3次元チャネル配線);

(4) 大規模システムの高信頼化 (並列計算システ
ムの逐次故障診断・確率的耐故障ネットワー
ク),

を中心に研究を行った．次年度は，代数的および
確率的手法を駆使して，今年度成果をより発展さ
せていく計画である．
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1 研究の目的と活動の概要

暗号解析手法の計算量理論による改良とそれに
基づく暗号方式の提案を行うために，具体的な目
標を以下のように三つ定める．これらは独立に存
在するわけではなく，おおまかには，目標３が，
目標１および２をふまえた最終的な目標となる．
また，それぞれの目的における成果は他への研究
指針となり互いに密接に関連する．

暗号の安全性に関する精密な解析手法の開発

暗号方式に対する攻撃はある種の計算問題であ
るとみなすことができる．また，暗号方式のモデ
ルはある種の計算モデルであるとみなすことがで
きる．計算量理論は，これまで多種の計算問題に
内在する計算構造を明らかにしてきているが，グ
ラフ同型性判定問題や群に関わる様々な計算問題
などに象徴される『計算構造が不明な離散的計算
問題』もまた数多く存在する．暗号方式に対する
攻撃についても，このような計算構造が不明な離
散的計算問題であると考えられる．そこで本研究
ではまず，このような計算問題に関して，それら
に内在するはずの本質的な計算構造を探究する．
また，その解析をもとに，それらの計算問題を様々
な計算モデル上で計算する際の限界と可能性を明
らかにする．この解析手法を応用し，暗号の安全
性に関する精密な解析手法を開発する．

暗号の効率に関する精密な解析手法の開発

暗号方式は安全であるだけでなく効率的に動作
する必要がある．また，通常のコンピュータ上で

の動作だけではなく，携帯電話や ICカードなどの
プロセッサの処理スピードが遅い状況やメモリが
少ない状況での動作がしばしば要求される．理論
的解析については，定数係数は無視してオーダー
で議論するのが主流であり，様々な状況における
暗号アルゴリズムの効率の詳細な解析は計算機を
用いたシミュレーションを行うなど実験的な手法
に頼らざるを得なかった．そこで本研究ではまず，
細かな尺度で計算コストを測るための手法として，
定数係数までも考慮に入れた計算量理論を開発す
る．この計算量理論を応用し，暗号の効率に関す
る精密な解析手法を開発する．

目的１および２に基づく具体的暗号方式の提案

暗号プロトコルのうち最も基本的なものとして
は公開鍵暗号がある．そこでまず，この公開鍵暗号
に対する具体的方式の提案を行う．設計にあたっ
ては目的１および２の考察をふまえて行う．すな
わち，暗号の安全性および効率に関する精密な解
析手法のもとで優れた暗号方式の提案を目的とす
る．さらには，公開鍵暗号以外の，電子署名，認
証など，他の暗号プロトコルに対する具体的方式
の提案も行う．

目的 1に関しては，戸田が，chordal graphを
対象としたグラフ同型性判定問題ならびにグラフ
自己同型群計算問題に関する研究を行った．また，
この目的1に関しては研究集会を 3月19日 (土)に
日本大学文理学部において開催し，chordal graph
に関する計算問題ならびにアルゴリズムを中心に，
研究成果の発表と新たな課題探求に向けた討論を
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行った．
目的 2に関しては，渡辺が，充足可能性問題に

対するアルゴリズム，および，計算量クラスの相
対化における妥当な比較の枠組に関してそれぞれ
研究を行った．
目的 3に関しては，田中が，公開鍵暗号に関す

る様々な考察および提案を行った．

2 暗号の安全性に関する精密な解析

手法に関する活動概要

2.1 chordal graphを対象としたグラフ同
型性判定問題ならびにグラフ自己同型
群計算問題

戸田は，chordal graphを対象としたグラフ同
型性判定問題ならびにグラフ自己同型群計算問題
に関する研究を行った．これらの問題は，いずれ
も一般のグラフに対する同型性判定問題と同等の
計算量を持つことが知られており，このため，そ
の計算量は不明の状況であり，一般的には計算困
難であると予想されている．
今年度は，まず，chordal graphの部分クラス

の中で同型性判定問題の計算量が不明とされて
いた chordal bipartite graph と strongly chordal
graph に関して，その計算量を明らかにすべく研
究を行った．その結果，両方にクラスに対して，
その同型性判定問題の計算量が一般のグラフに対
する同型性判定問題と同等であることを示すこと
ができた．従来の結果として，interval graphや
rooted directed path graphに対して同型性判定問
題が多項式時間計算可能であることが示されてい
た．これらのクラスは strongly chordal graphの
部分クラスとなる（換言すれば，strongly chordal
graphはそれらのクラスと chordal graphの中間
に位置する）ことも知られていたので，本研究の成
果によって，chordal graphに対するグラフ同型性
判定問題の計算困難性の境界が interval graphや
rooted directed path graphと strongly chordal
graph の中間に位置することが判明した．同様
に，chordal bipartite graphはbipartite graphと
interval bigraphの中間に位置し，bipartite graph
に対するグラフ同型性判定問題が一般のグラフの
同型性判定問題と同等の計算量を持つこと，なら

びに，interval bigraphに対する同型性判定問題
については多項式時間計算可能であることがすで
に知られていたので，本研究によって，chordal
graphに対するグラフ同型性判定問題の計算困難
性の境界が interval bigraph と chordal bipartite
graphの中間に位置することも判明した．

次に，chordal graphの不変量を制限した場合
に関して研究を行った．従来，chordal graphのク
リーク数を制限した場合には同型性判定問題に関
して多項式時間計算可能であることが知られてい
た．chordal graph における極大クリークの間の
隣接関係がクリーク木と呼ばれる木構造によって
表現され得ることが知られており，また，chordal
graphの構造解析や様々な計算問題の効率的解法
の設計のためにクリーク木がよく利用されている
ことから，クリーク数を制限するという着眼点は
ごく自然のことと思われる．一方，chordal graph
における極大クリークは単体成分と呼ばれるより
小さなクリークに（一意的に）分解することがで
きて，しかも単体成分の間の隣接関係もクリーク
木と同様の木構造によって表現することができる
ことから，クリーク数を制限するという着眼点は
必ずしも本質的ではなく，大きなクリークを有す
るような chordal graphであっても単体成分のサ
イズ（頂点数）が小さいときには同型性判定を多
項式時間で判定できるのではないかと予想するに
至った．例えば，頂点数の 1/3程度の大きさのク
リークを持ちながらも，単体成分の最大サイズが
2であるような chordal graph（のクラス）を容易
に定義することができる．このようなグラフに対
して従来の同型性判定アルゴリズムでは指数時間
を必要とするが，その時間量は本質的ではなく，
実際には多項式時間で同型性を判定できるのでは
ないかと思われた．本研究では，実際に，この予
想を証明した．すなわち，各々の単体成分が小さ
いときには，クリーク数の大小に関わらず，同型
性判定問題が多項式時間判定可能であることを示
した．
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3 暗号の効率に関する精密な解析手

法に関する活動概要

3.1 充足可能性問題に対するアルゴリズム

充足可能性問題の様々な形式のものに対する従
来のアルゴリズムの効率の改善に向けて，最悪時
と平均時の両面からの研究を行なった．

最悪時の計算効率の改善

最悪時の計算効率を改善する研究では，充足可
能性問題の中でも最も標準的な 3-SAT 問題を対
象とした．この問題は，3-CNF 形式で与えられ
る命題論理式の充足可能性を判定する（あるいは，
充足解を求める）問題である．この問題に対して
は，多くの研究者がアルゴリズムの改良を進めて
きた．計算過程で乱数を用いる乱択型のアルゴリ
ズムでは，岩間らのグループのアルゴリズムが現
在のところ最速で O(1.324**n) の計算時間であ
る．一方，乱数を用いない通常型（決定性）のア
ルゴリズムは，Schoning らが O(1.481**n) 時間
のものを示されている．現在では，Bruggemann
と Kern による O(1.473**n) 時間のアルゴリズ
ムが最速である．
本年度，渡辺は，山本（渡辺が指導する博士課

程の学生）とともに，決定性のアルゴリズムの改
良を試みた．現在までに，山本が，Schoning ら
のアルゴリズムを（効率を落すことなく）簡略化
することに成功しており，現在は，その簡単化さ
れたアルゴリズムに対する改良を行なっている．

平均的にうまく働くアルゴリズムの解析

充足可能性問題に対しては，平均的にうまく働
くアルゴリズムがいくつか知られている．中でも
局所探索アルゴリズムは，構造が簡単だが，平均
的に非常によい効率を出す場合があることが知ら
れている．
渡辺を中心に，こうした局所探索アルゴリズム

の平均的な効率を解析する研究が行なわれている
が，本年度は，その解析手法の核の 1つである「疑
似平均」の近似度についての解析を中心に行なっ
た．その結果，単純なマルコフ過程においては，
平均状態を解析する手法として，この疑似平均が

有効であることを厳密に証明することができた．

さらに，その解析手法を活かして，二種類の充
足可能問題（パリティ SAT 問題と 3-SAT 問題）
に対し，二種類の局所探索アルゴリズム（貪欲型
と酔歩型）の違いを明確に示すことができた．さ
らには，その解析の中から，貪欲型局所探索アル
ゴリズムの改良も提案することができた．

3.2 計算量クラスの相対化における妥当な
比較の枠組

計算量クラスの違いを示すことの難しさを議論
する枠組に相対化計算の枠組がある．渡辺は Cai
とともに，この相対化計算の枠組について再考す
る研究を行なっている．これまでの相対化の議論
には妥当でない比較が含まれている，というのが
その動機である．

具体的には，たとえば P = NP のような等号
関係をシミュレーションにより示す際に，これま
での相対化の議論では，シミュレーションする側
が，シミュレーションされる側より，より多くのオ
ラクル情報を利用できることを用いてシミュレー
ションを行なっていた．これでは妥当な比較がで
きない，と考えたのである．

そこで，妥当な比較をするための制限を導入し，
新しい相対化比較の枠組を提案した．今年度は，
その枠組のもとで，まず，BPP と PH の比較を
行ない，最終的には P = PH となるオラクルを
構成することができた．これは P と PH の計算
の難しさの差を，標準的な手法では示すことがで
きない，という予測に対する，きわめて強い状況
証拠を与えたことになる．また，PH の計算の難
しさの特徴付けにもなっている．

4 目的１および２に基づく具体的暗

号方式に関する活動概要

田中は具体的暗号方式に関して以下のような
様々な考察および提案を行った．
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4.1 匿名性をもつ暗号プロトコル

公開鍵秘匿通信において，暗号文をみただけで
はその受信者が特定できないとき，もしくは，署
名において，署名を生成した人が特定できないと
き，その公開鍵秘匿通信方式，もしくは署名方式
は，匿名性をみたすという．匿名性を達成するよ
うな方式を構成するためには，暗号文，または署
名の値域を各ユーザーで共通にすることが必要で
ある．本論文では，匿名性を達成するためのテク
ニックに着目し，RSA ベースの公開鍵秘匿通信，
もしくは署名において有効な sampling twice と
呼ばれる新たなテクニックを提案した．このテク
ニックは，|N | = kをみたす任意のN について，
[0, N)上の一様分布を [0, 2k)上の一様分布に変換
するものである．さらに，sampling twice テク
ニックを利用して，公開鍵秘匿通信，否認不可署
名，指定検証者署名，リング署名を構成した．こ
れらは匿名性を達成しており，さらに暗号文や署
名のサイズ，復号や検証のコストに関して効率の
よい方式となっている．
さらに，ElGamal 暗号と Cramer-Shoup 暗号

をもとにした匿名性を持つ暗号方式も提案した．
以前の方式は，ユーザー全員が共通の群を利用し
なければ匿名性を達成することができなかった．
我々の方式は，それよりも弱い制約の下で，匿名
性を達成できる方式である．具体的には，各ユー
ザーは safe prime を選び，その素数の上での平
方剰余群を利用している．ElGamal 暗号をベー
スにした方式は，選択平文攻撃に対する匿名性と
判別不可能性を達成し，Cramer-Shoup 暗号は適
応的選択暗号文攻撃に対する匿名性と判別不可能
性を達成している．

4.2 特殊な機能をもつ暗号プロトコル

匿名性をもつ暗号プトロコル以外にも特殊な機
能をもつ暗号プロトコルを提案した．
まず，Computational Bilinear Diffie-Hellman

問題に基づく複数キーワード検索つき公開鍵暗号
方式を提案した．Park，Kim，Leeは複数キーワー
ド検索つき公開鍵暗号方式 (PECK) を提案した．
彼らは具体的な方式を 2つ提案しており，それら
はDecisional Bilinear Diffie-Hellman problemの
困難性に基づいて安全性が証明されている．我々

は彼らの方式を拡張した新たな方式を提案した．
この方式は Park らの仮定よりも弱い仮定である
Computational Bilinear Diffie-Hellman problem
の困難性を仮定することで安全性を証明すること
ができる方式である．

つぎに，Cramer-Shoup の構成法による平方剰
余問題と関連する暗号方式を提案した．Eurocrypt
’02 において Cramer と Shoup は適応的選択暗
号文攻撃に対して安全な公開鍵暗号の一般的構成
法を提案した．我々はこの構成法を用いて新たに
具体的に適応的選択暗号文攻撃に対し安全な公開
鍵暗号を提案した．彼らは安全性が平方剰余判定
問題に依存する公開鍵暗号を具体的に提案してい
たが，この暗号は離散対数問題，n次剰余判定問
題に安全性が基づく暗号よりも効率が悪かった．
我々は平方剰余判定問題と関係を持つ問題を提案
し，その問題に安全性が基づく公開鍵暗号を提案
した．この暗号は Cramerと Shoupが提案した平
方剰余判定問題に基づく暗号よりも効率的である．

また，指定検証者署名への変換が可能な Aggre-
gate Signature　も提案した．二人以上の署名を
一つにまとめる aggregate signature と呼ばれる
署名がある．本論文では，署名の所有者に，任意
の指定された検証者への署名を指定させる機能を
追加した aggregate signature を提案した．この
機能により，指定された検証者以外は署名を検証
できないので，他の人の手に渡った署名は，誰も
が検証できる形で送信することができない．

さらには，Groth，古川によるプロトコルのよ
うな，honest verifier ゼロ知識証明であるシャッ
フルに対する証明方式を提案した．古川，佐古，
Groth や古川によって提案された以前の方式とは
異なり，我々の方式は，メッセージの部分に加法
準同型性を持つ Paillier の暗号系によって暗号化
された要素のシャッフルとして使う事ができる．
以前の方式で使われた ElGamal 暗号方式はこの
性質は持っていない．

4.3 暗号プロトコルに関するモデルおよび
既存方式の安全性

暗号プロトコルに関するモデルおよび既存方式
の安全性に関しても以下のような研究を行った．

まず，認証付き鍵交換プロトコルにおける non-
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malleability に基づく安全性について考察した．
ここでは，パスワードに基づいた認証付き鍵交換
(AKE)プロトコルを扱った．2000年に Bellare，
Pointcheval，Rogawayによって AKEの厳密なモ
デルが提案された．我々は，セッションキーの non-
malleability 性に基づいた AKE の新しい安全性
を定義し，次にこの安全性が Bellare，Poincheval，
Rogawayによって提案されたものと等価であるこ
とを示した．さらに，この新しい安全性を用いて，
ランダムオラクルモデルでは安全であるが，衝突
困難性に基づくハッシュ関数を用いたモデルでは
安全でなくなるプロトコルがあることを示した．

つぎに，ランダムオラクルモデルを用いたプロ
トコルの指標と方式について考察した．ランダム
オラクルモデルの研究では，ランダムオラクルを
つかった方式と，ランダムオラクルの部分を，あ
る関数の集合からランダムに選んだ関数に置き換
えた方式との gap に関する研究が注目されてい
る．我々はランダムオラクルモデルにおける方式
の研究の異なる方向性を考える．我々は，ランダ
ムオラクルに対する全ての質問と答えを表現する
のに必要な表のサイズに注目し，ランダムオラク
ルモデルでの公開鍵秘匿通信方式や署名方式にお
ける表のサイズの減らし方を示した．さらに，こ
の考えを PSS-R と OAEP に応用した方式を提
案し，その安全性を証明した．

さらには，中程度の難しさをもつ関数のモデ
ルと方式についても考察した．moderately-hard
function は様々なアプリケーションを持ち，関連
する論文も数多く発表されている．しかしながら，
moderately-hard functionの厳密なモデルは提案
されていなかった．本論文では，まず moderately-
hard functionの厳密なモデルを提案する．ここで
は，計算モデルを構成し，moderately-hard func-
tion に必要とされる性質を調査した．さらに，
moderately-hard functionとして利用できるいく
つかの関数を提案した．この関数は，prq の素因
数分解の困難性と primitive function の連続計算
という二つのアイデアに基づいている．

5 グラフアルゴリズムに関するミニ

研究集会

戸田と田中が世話役となり，Chordal graphに
関する計算問題ならびにアルゴリズムを中心に，
研究成果の発表と新たな課題探求に向けた討論を
行った．詳細は次の通り．

日時： 3月 19日 (土)　午前 10時∼午後 6時
場所：日本大学文理学部 8号館レクチャーホール
参加者数： 19名
研究発表：

(1) 10:00∼11:20，Computing automorphism
groups of chordal graphs whose simplicial
components are of small size，戸田誠之助
（日大文理）
（概要）小さなサイズの単体成分へと分解
可能な任意の chordal graphに対して，その
自己同型群が多項式時間計算可能であるこ
とを示した．

(2) 11:30∼12:30，2-リンクパズルの多項式時間
解法，牧野 格三（東工大）
（概要）ナンバーリンクパズルを「k-リンク
パズル」と呼ばれるグラフ論的な計算問題へ
と一般化し，3× (偶数)や 4× (偶数)といっ
た格子グラフに関する 2-リンクパズルに対し
て多項式時間アルゴリズムを示すとともに，
一般の格子グラフに関する予想を述べた．さ
らに，参加者を交えた討論を経て新たな研究
課題が見出された．

(3) 13:30∼15:00，On the Laminar Structure of
Ptolemaic and Distance Hereditary Graphs，
上原隆平 (JAIST)，宇野裕之 (大阪府立大学)
（概要）Chordal graph（のクラス）と dis-
tance hereditary graph（のクラス）の共通
部分として特徴付けられている Ptolemaic
graph（のクラス）に対して，ある種の木表現
モデルが存在すること，その木表現モデルが
各Ptolemaic graphに対して一意的に定まる
こと，ならびに，その木表現モデルを線形時
間で構築できることを示した．さらに，この
結果をもとに，Ptolemaic graph（のクラス）
に対する認識問題や同型性判定問題が線形時
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間計算可能であることを示した．また，この
研究の発展的可能性として，distance hered-
itary graphに対する同様の木表現モデルの
存在性に関する予想を述べた．

(4) 15:15∼16:45，On precoloring extension
problem，名古屋孝幸（東京電機大学）
（概要）グラフの precoloring extension
problem (PREXT と略す) に対して，一般
のグラフに対しては NP完全であることや，
クリーク数を制限した chordal graphに対し
て多項式時間計算可能であることを紹介し
た．また，PREXT を制限した 1-PREXT
問題に対して，chordal graphに対するネッ
トワークフローを用いた多項式時間アルゴ
リズムを紹介した．

研究発表終了後，午後 6時頃まで討論を行った．
討論の間に，グラフ自己同型群問題の応用研究と
して，河内亮周氏（東工大）に次の成果を発表し
て頂いた．

(5) Computational Distinguishability between
Quantum States and Its Applications，A.
Kawachi, T. Koshiba, H. Nishimura and T.
Yamakami
（概要）確率分布に対する判別問題の自然な
一般化として，二つの量子状態を判別する問
題（QSCDff）を新たに定義し，その問題が
落とし戸関数の性質を有すること，その最悪
計算量と平均計算量が等価であること，さら
に，その最悪計算量がグラフ自己同型群問題
の最悪計算量と同等以上であることを示した．

各地から多くの参加者を得て活発な討論が行わ
れ，発展的研究課題を見出すこともできて，とて
も充実した研究集会であった．

研究業績一覧

学術論文

1. T. Onodera and K. Tanaka:
“Shuffle for Paillier’s Encryption Scheme”,
IEICE Transactions on Fundamentals, Spe-
cial Section on Discrete Mathematics and

Its Applications, （掲載予定）.
概要: In this paper, we propose a proof
scheme of shuffle, which is an honest veri-
fier zero-knowledge proof of knowledge such
as the protocols by Groth and Furukawa.
Unlike the previous schemes proposed by
Furukawa-Sako, Groth and Furukawa, our
scheme can be used as the shuffle of the
elements encrypted by Paillier’s encryption
scheme, which has an additive homomor-
phic property in the message part. The El-
Gamal encryption scheme used in the previ-
ous schemes does not have this property.

2. J. Cai and O. Watanabe:
“Relativized collapsing between BPP and
PH under stringent oracle access.”, Infor-
mation Processing Letters, 90(3), 147-154,
May, 2004.
概要: We propose a new model of strin-
gent oracle access defined for a general com-
plexity class. For example, when comparing
the power of two machine models relative to
some oracle set X, we restrict that machines
of both types ask queries from the same seg-
ment of the set X. In particular, for inves-
tigating polynomial-time (or polynomial-
size) computability, we propose polynomial
stringency, bounding query length to any
fixed polynomial of input length. Under
such stringent oracle access, we show an or-
acle G such that BPPG =PHG.

3. J. Cai and O. Watanabe.:
“On proving circuit lower bounds against
the polynomial-time hierarchy”, SIAM
Journal on Computing, 33(4), 984-1009,
2004.
概要: We consider the problem of
proving circuit lower bounds against the
polynomial-time hierarchy. We give both
positive and negative results. For the posi-
tive side, for any fixed integer k > 0, we give
an explicit SIGptwo language, acceptable
by a SIGptwo-machine with running time

– 135 –



O(nk2+k), that requires circuit size > nk.
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the polynomial-time hierarchy requires su-
per polynomial circuit size. Our proof tech-
niques are based on the decision tree ver-
sion of the Switching Lemma for constant
depth circuits and Nisan-Wigderson pseu-
dorandom generator. We also take this op-
portunity to publish some unpublshed older
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B03: 量子論理回路の最適化に関する研究
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1 はじめに

分子レベルのミクロの世界では, 現在の理論に
基づく集積回路はそのままでは機能しなくなる.
このため, ２０年後には, 現在の半導体技術はそ
の物理的限界に突き当たると言われている. した
がって, 将来, 単一分子デバイス等を用いて, コ
ンピュータを極限までミクロ化し, 高速化するた
めには, まったく新しい理論に基づく計算機アー
キテクチャが必要となる. そのような新たなコン
ピュータとして, 近年, 量子コンピュータが注目さ
れている.

量子コンピュータは, 最終的に量子論理回路と
して実現されるが, 量子論理回路設計の基礎理論
はまだ構築できていない. 量子論理回路の場合,実
現可能な量子ビット数には限りがあり, また, デ
コヒーレンスという物理現象が生じる前に計算を
終了させる必要があるため, 回路の段数も小さく
しなければならない. このような, 量子ビット数
（ワイヤ数）と回路の段数をうまくバランスさせ
て削減し, 最適な量子論理回路を自動設計するた
めの基礎理論を構築して行くことが, 本研究の目
的である.

一方で, 近年，NMRやイオントラップ，単一光
子，量子ドットなどを用いて量子 Turing 機械を
物理的に実現し，量子計算機を構築しようという
研究が盛んに行なわれている．なかでも，NMR
（Nuclear Magnetic Resonance, 核磁気共鳴）を
用いた量子計算は，近い将来に実現可能であると
考えられている．NMR 法は，分子を構成する原
子一つ一つを区別して見ることを可能にする方法
で，現在，有機化合物の分子構造解析の分野で威
力を発揮している．しかし， このような NMR
装置を用いて行うNMR 量子計算は，通常の量
子計算とは若干異なり，Bulk 量子計算と呼ばれ

る枠組みであるため，NMR 量子計算の理論的基
礎を与えるための研究も行われている [6, 7, 8]．

特に，文献 [7] では， NMR量子計算が通常の
量子計算よりも効率的である可能性が（計算モデ
ルを用いずに）定性的に指摘されている．しかし，
このような議論は， 明確な計算モデル上で行わ
なければならない．なぜなら， 例えば， NMR
量子計算機が， 出力値に対する無限の測定精度
を持つと仮定すると，論理式の充足可能性判定問
題（SAT）が多項式時間で解けるという非現実的
な結果が導き出されてしまうからである．実際の
NMR装置には，測定精度に関する厳しい制約が
あるため，NMR量子計算のアルゴリズムの効率
について理論的に考察する際には，このような測
定精度を十分考慮に入れる必要がある．

そこで，今年度の本研究では，このような NMR
量子計算の枠組みを反映させた Bulk 量子計算モ
デルを提案し，その性質について考察した．具体
的には，出力値の測定精度について厳密な制約を
設けても，Bulk 量子計算モデル上では， Grover
のアルゴリズムの効率が改善できることを示した．
この研究成果を応用すれば, 将来的に, NMR量子
計算を実行するサイズの小さな量子回路の設計も
可能になるものと期待される. 以下では, 学術論
文 1 で示した, この研究内容を詳しく紹介する.

2 Bulk 量子計算

1985年に，英国人物理学者 David Deutschは，
量子回路（quantum circuit）という量子力学的動
作原理に基づく新たな計算モデルを提案した [3]．
この量子回路によって構成された計算機が，量子
計算機と呼ばれている．

通常の組合わせ論理回路の 1 本のワイヤには，
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0 または 1 が保持できるが，量子回路の 1 本の
ワイヤには，0 と 1 の任意の重ね合わせ状態が保
持できる．ここで，重ね合わせ状態とは，0 に対
応する状態ベクトル |0〉 と 1 に対応する状態ベク
トル |1〉 を，それぞれ，

|0〉 =

(
1
0

)
, |1〉 =

(
0
1

)

とするとき，α|0〉 + β|1〉 の形で表されるベクト
ルの和のことをいう．ただし，α と β は，条件
式 |α|2 + |β|2 = 1 を満たす任意の複素数であり，
振幅と呼ばれる．この重ね合わせ状態を観測する
と，0 （または 1）が確率 |α|2 （|β|2）で読める
ものと仮定する．
量子回路の 1本のワイヤが保持できる情報量を

1 量子ビット（quantum bit, qubit）という．量
子回路の動作は，量子ビットに対するユニタリ変
換と呼ばれる線形変換の適用という形で表現でき
る．一方，量子回路上で実行されるアルゴリズム
を量子アルゴリズムと呼ぶ．そこで以下では，量
子アルゴリズムを量子ビットに適用されるユニタ
リ変換の系列として記述することにする．
本論文では，近い将来に比較的容易に実現可能

と思われている，NMR 量子計算をモデル化した
Bulk 量子計算について考察する．Bulk量子計算
と通常の量子計算の相違は，計算結果の観測の規
約が以下のように異なっている点にある．一般に
量子回路の出力は，量子ワイヤ上に，α|0〉+ β|1〉
という形の重ね合わせ状態として保持される．
通常の量子計算の場合，この重ね合わせ状態

α|0〉 + β|1〉 を観測すると，0 （または 1）が確
率 |α|2（|β|2）で読めるものと仮定される．一方，
NMR 量子計算などの Bulk 量子計算においては，
同じ重ね合わせ状態を測定すると，|β|2− |α|2 と
いう実数値が測定できるものと仮定される．ただ
し， その際には測定誤差 ε > 0 が存在し，重ね
合わせ状態 α |0〉+ β |1〉 にある量子ビットを測定
すると，実際には，以下の関係式

|β|2 − |α|2 − ε ≤ θ ≤ |β|2 − |α|2 + ε (2.8)

を満す実数値 θ が読み出せるという精度保証が
なされているものと仮定する．
ただし，この ε は回路の入力数に依存する値で

あり，さらに，NMR 量子計算におけるサンプル

数のような，計算装置ごとに定まるパラメータに
も依存する値として，各量子回路ごとに指定され
る値であるとする．
本論で提案する Bulk 量子計算モデルは，通常

の量子回路において，その出力値の読み出しに，
上記の規約を仮定する．
また， Bulk 量子計算における測定では，波束
が収縮しないので，重ね合わせ状態を乱さずに測
定を行なうことができると仮定する．
ここで ε は 1 以下の定数であるが，例えば

NMR 装置の測定精度の場合， 4 ∼ 5 量子ビッ
トの Groverのアルゴリズムの実験においては，ε

の値が
1
8
以下と仮定できると言われている．ただ

し，この εの値は，現在の液体 NMRを用いた実
験におけるものであり，固体 NMR その他を用い
た将来の Bulk 量子計算装置においては， ε の値
がさらに改善されていくものと期待されている．

3 Groverのアルゴリズム

いま，0 ≤ r ≤ 2n − 1 なる整数 r の集合を定
義域とする関数 f を考える．すなわち，f の定義
域には 2n 個の整数が含まれている．この定義域
のなかに，特別な整数 r0 が存在して，x = r0 の
ときのみ f(x) = 1 となり，それ以外の x に対し
ては f(x) = 0 となるものとする．関数 f に対す
るオラクルとは，f の定義域に属する整数 xが入
力として与えられると，f(x) の値（0 または 1）
を返すブラックボックスのことをいう．また，関
数 f に対する量子オラクルとは，f の定義域に属
する整数 x の重ね合わせ α1 |x1, 0〉+ α2 |x2, 0〉+
· · ·+αN |xN , 0〉が入力として与えられると，f(x)
の値（0 または 1）の重ね合わせ α1 |x1, f(x1)〉+
α2 |x2, f(x2)〉+· · ·+αN |xN , f(xN )〉を返すブラッ
クボックスのことをいう．ここで，任意の入力に
対し， 量子オラクルは単位時間で出力を返すも
のと仮定する．

Grover のアルゴリズムが扱う探索問題は，以
下の通りである．

入力： 量子オラクルとして実現される
ブール関数 f の変数の個数 n．
問題： n 変数ブール関数 f に対する量
子オラクルが与えられたときに，上記の
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条件を満たす r0 を発見せよ．

この問題を解くために，f の定義域を古典的に
探索した場合，r0 を発見するまでの f(x) の評
価回数（オラクル呼び出しの回数）の期待値は
2n−1 となる．これに対し，Grover のアルゴリズ
ムでは，このオラクル呼び出しの回数の期待値を，
O

(√
2n

)
= O

(
2n/2

)
にすることができる．本論

では， 量子アルゴリズムの実行に必要な時間量
を，このようなオラクル呼び出しの回数によって
評価するものとする．
論文 [5]で， Grover は， 以下の量子探索アル

ゴリズムを示した．

1. n個の量子ビットを，|00...0〉から |11...1〉の
すべての n ビット状態 (S で表す)が等しい
振幅を持つ重ね合わせ状態に初期化する．

2. 以下のGrover変換Gを O(
√

N)回繰り返す．

(a) 量子オラクルを呼び出すことにより，上
記重ね合わせ状態中の各状態 S に対し，
以下の変換を並列実行する．

• f(S) = 1の場合は位相反転を適用
する．

• f(S) = 0 の場合は何も行わない．

(b) 以下のような行列 D により定義される
拡散変換D を適用する．ただし，N =
2n とする．

Dij =
2
N

if i 6= j and Dii = −1 +
2
N

3. 最終的に得られた状態を測定する．少なくと
も，0.5 以上の確率で状態 r0 が得られる．

上のステップ 2 の部分が Grover のアルゴリズ
ムの核心であり，これによって，所望の状態の振

幅を O

(
1√
N

)
ずつ増幅することができる．した

がって，ステップ 2 を O
(√

N
)
回繰り返すこと

により，r0 に対応する所望の状態を得る確率を，
1 に近づけることができる．
拡散変換 D は平均についての反転演算として

解釈できる．すなわち，上のアルゴリズムで行なっ
ていることは，

a)所望の状態の振幅の符号を反転させることに
よって平均値から遠ざけ，

b)平均値を中心として折り返すことにより，所
望の状態の振幅をより大きく，その他の状態
の振幅をより小さくすることとして説明で
きる．

4 Bulk 量子計算モデル上で SAT

を解く量子アルゴリズム

本節では，Bulk 量子計算機上で充足性判定問
題を解く量子アルゴリズムを示し，その計算量を
考察する．

4.1 充足可能性判定問題

本節で取り扱う充足性判定問題（satisfiability
problem, SAT）とは，以下のような問題である．

入力：n 変数ブール式 f(x1, x2, · · · , xn) ．
問題：f(x1, x2, · · · , xn) = 1 を満足する
(a1, a2, · · · , an) ∈ {0, 1}n が存在するか否かを判
定せよ．

ここで，{0, 1}n の中に f(x) = 1 を満たす充足
解 x ∈ {0, 1}n は全部で t 個含まれているものと
する．この t の値は未知であり， t ¿ N と仮定
する．また，任意の解 x に対し f(x) の計算は単
位時間で可能であるものとする．

4.2 アルゴリズムのアイデア

Bulk 量子計算を行う量子回路の先頭の n 量子
ビットを等振幅の重ね合わせ状態に設定し，n+1
番目の量子ビットに f(x) の計算結果を書き込ん
でから，n + 1 番目の量子ビットを観測すること
を考える．このとき，充足解が存在しないならば，
重ね合わせ内の n+1 番目の量子ビットに書き込
まれている値はすべて 0 であるため，|β|2 − |α|2
の値は −1 となる．一方，充足解が存在するなら
ば， |β|2 − |α|2 の値は −1 より大きな値となる．
しかしながら，Bulk 量子計算においては ε の測
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定誤差が存在するため，充足解が存在する場合と
存在しない場合を区別することができない場合が
ある．
そこで，Grover変換を行うことにより，充足

割り当てに対応する状態の振幅を増幅した後に，
n+1番目の量子ビットに f(x)の計算結果を書き
込み，n + 1 番目の量子ビットを測定することを
考える．この場合，充足解に対応する状態の振幅
が増幅しているため，充足解が存在する場合は，
|β|2 − |α|2 の値が，Grover変換を行わない場合
よりも大きな値となる．一方，充足解が存在しな
い場合は，Grover変換を行わない場合と同様に
|β|2 − |α|2 の値は −1 となる．
このようにして Grover 変換を繰り返し，充足

解に対応する状態の振幅を増幅することにより，
充足解が存在する場合と存在しない場合を区別す
ることができるようになる．

4.3 アルゴリズム

SAT を解く Bulk 量子計算アルゴリズム
BULKSAT の詳細は，以下の通りである．

BULKSAT

［入力］: 量子オラクルとして与えられるブール
関数 f の変数の個数 n．

［出力］: もし f(x) = 1 を満たすような x ∈
{0, 1}n が存在するならば 1 を返す．それ以
外の場合は 0 を返す．

［アルゴリズム］ アルゴリズム BULKSAT は
以下の 5 ステップからなる．

［ステップ 1］ j = 1 に設定する．ここで，
j は Grover 変換の繰り返し回数のカウ
ンタである．n + 1 個の量子ビットを，
以下のような初期状態に設定する．た
だし，N = 2n とする．

N−1∑

x=0

1√
N
|x〉 |0〉

［ステップ 2］ 上記の重ね合わせ状態に
Grover 変換 G を 1 回適用する (詳細

は第 3節参照)．適用後の状態は以下の
ようになる．

∑

x∈Nans

√
aj |x〉 |0〉+

∑

x∈/Nans

√
1− taj

N − t
|x〉 |0〉

ここで Nans は t個の充足解からなる集
合であり，√aj は Grover 変換を j 回
適用した時点での，解である状態の振
幅である．

［ステップ 3］ n + 1 番目の量子ビットに
f(x) の値を書き込みむ．すると，以下
の重ね合わせ状態が得られる．

∑

x∈Nans

√
aj |x〉 |1〉+

∑

x∈/Nans

√
1− taj

N − t
|x〉 |0〉

その後，n+1 番目の量子ビットを測定
する．得られた測定値を θa とする．

［ステップ 4］ もし θa > −1+ ε ならば，1
を出力して停止する．そうでないなら
ば，次のステップに進む．

［ステップ 5］ もし j >
√

εN ならば，答
えとして 0 を出力して停止する．成立
していなければ，j := j +1とし，n+1
番目の量子ビットを 0 に戻した後，ス
テップ 2 へ戻る．

4.4 アルゴリズムの正当性と計算量

上記のステップ 3 で n + 1 番目の量子ビット
を測定したときの測定値について考える．
まず，充足解が存在するとき，つまり t ≥ 1 の
場合について考える．j 回の振幅増幅を行った結
果，充足解に対応する状態の振幅が √

aj となっ
たとする．この場合， 充足解ではない状態の振

幅は

√
1− ajt

N − t
となる．

このとき，|α|2 − |β|2 の値は，

∣∣√aj

∣∣2 t−
∣∣∣∣∣

√
1− ajt

N − t

∣∣∣∣∣
2

(N − t) = −1 + 2ajt
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となる．この値が −1+2ε を越えていれば，充足
解が存在すると判断することができるので，充足

解に対応する状態の振幅が
√

aj >

√
ε

t
を満たす

ようになるまで，Grover変換を繰り返せばよい．
Groverのアルゴリズムでは，量子オラクルを j

回呼び出した時点での充足解に対応する状態の振

幅 √
aj は

√
aj =

sin((2j + 1)θ)√
t

と表すことがで

きる．ここで， sin θ =

√
t

N
である．したがって，

√
aj >

√
ε

t

つまり，

sin((2j + 1)θ) >
√

ε (2.9)

を満たす j を求めればよい．また， ε ≤ 1
8
と仮定

すると，
√

ε は非常に小さい値とみなすことがで
きる．式 (2.9) を満たす最も小さい j を求めたい
ので， sin((2j + 1)θ) も非常に小さい値と考える
ことができる．よって，sin((2j+1)θ) ' (2j+1)θ
と近似することができる．また， t

N ¿ 1 である

ので， θ =

√
t

N
と近似できる．以上のことより，

式 (2.9) は，

(2j + 1)

√
t

N
>

√
ε

となり，この不等式を解くことにより

j >
1
2

√
εN

t
− 1

2

を得る．

したがって，
1
2

√
εN

t
回 Grover変換を繰り返

せば充足解が存在することを確認できる．

充足解が 1 つでも存在するならば，
1
2

√
εN 回

Grover 変換を繰り返すまでに，アルゴリズムは

1 を出力して停止する．したがって，
1
2

√
εN 回

Grover 変換を繰り返すまでにアルゴリズムが停
止しないならば，充足解は存在しないと判断で
きる．

このようにして，提案アルゴリズムは
1
2

√
εN

t
回の Grover変換を行うことで，充足可能性判定

問題を解く．Grover変換の 1回の実行につき，関
数 f の値を 3 回評価するため，全体では関数 f

を
3
2

√
εN

t
回評価すれば良い．

5 BULK 量子計算モデル上の量子

探索アルゴリズム（唯一解の場

合）

本節では，BULK量子計算機上におけるGrover
のアルゴリズムの実行について考える．ただし，
本節では，所望の解はちょうど 1 つしか存在しな
いと仮定する．

5.1 アルゴリズムのアイデア

初期状態では N/2 個の 0 と N/2 個の 1 が重
ね合わされているため，|β|2 − |α|2 の値は 0 と
なる．
ここで，Grover変換を行うことにより，充足解
に対応する状態の振幅を増幅した後に，k 番目の
量子ビットを測定したとする．この場合，充足解
に対応する状態の振幅が増幅されているため，充
足解の k ビット目が 1 であるときは，|β|2− |α|2
の値は，初期状態の値よりも大きな値となる．一
方，充足解の k ビット目が 0 であるときは，初
期状態の値よりも小さな値となる．Grover 変換
を繰り返し，充足解に対応する状態の振幅を増幅
することにより，充足解が存在する場合と存在し
ない場合を区別することができるようになる．

5.2 アルゴリズム

提案アルゴリズム BULKSEARCH1 の詳細は，
以下の通りである．

BULKSEARCH1(n)

［入力］: 量子オラクルとして与えられるブール
関数 f の変数の個数 n．

［出力］: f(x) = 1 を満たすような x ∈ {0, 1}n．

［アルゴリズム］ アルゴリズムは以下の 3 ステ
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ップからなる．

［ステップ 1］ n個の量子ビットを以下のよ
うな初期状態に設定する．ただし，N =
2n とする．

N−1∑

x=0

1√
N
|x〉

［ステップ 2］ Grover変換 Gを
1
2

√
εN 回

適用する．適用後の状態は以下のように
なる．

√
a |xans〉+

∑

x∈/N−xans

√
1− aj

N − 1
|x〉

ここで，xans は充足解，
√

a は充足解
の振幅であるとする．

［ステップ 3］ 1 ～ n 番目までの，各量子
ビットを測定し，解を決定する．第 k

量子ビットの測定値を θk とする．もし
θk > 0 ならば，解の k ビット目の値を
1 とする．もし θk < 0 ならば，解の k

ビット目の値を 0 とする．

5.3 アルゴリズムの正当性と計算量

j 回の Grover 変換によって振幅増幅を行い，
充足解に対応する状態の振幅が √

aj になったと
きに，k 番目の量子ビットを測定したとする．充
足解の k ビット目の値が 1 であったとすると，k

番目の量子ビットの重ね合わせ状態は，振幅 √
aj

を持つ |1〉 が 1 個と，振幅

√
1− aj

N − 1
を持つ |1〉

が N/2 − 1 個，および，振幅

√
1− aj

N
を持つ

|0〉 がN/2 個より構成されている．

このとき，|β|2 − |α|2 の値は，aj +
1− aj

N − 1
∗

(N/2 − 1) − 1− a

N − 1
∗ (N/2) =

ajN − 1
N − 1

となる．

この値が閾値 ε を越えていれば，測定値として 0
よりも大きい値を読み出すことができ，解を決定

することができる．したがって，aj ≥ εN − ε + 1
N

を満たすまで Grover変換を繰り返せばよい．

また， √
aj = sin ((2j + 1)θ) と表すことがで

きる．ここで， sin θ =

√
1
N
である．したがって，

√
aj >

√
εN − ε + 1

N

つまり，

sin((2j + 1)θ) >

√
εN − ε + 1

N

を満たす j を求めればよい． εは非常に小さい値

であるので，

√
εN − ε + 1

N
も非常に小さい値で

ある．よって，4.4 節と同様に， sin((2j +1)θ) '
(2j+1)θと近似することができる．また， 1

N ¿ 1

であるので， θ =

√
1
N
と近似できる．以上のこ

とより，4.4節と同様の変換を行い，

j >
1
2

√
εN − ε + 1− 1

2

を得る．したがって，
1
2

√
εN 回 Grover変換を繰

り返せば，充足解の k ビット目が 1 であること
を確定できる．
充足解の k ビット目が 0 である場合の解析も，
同様である．
以上により，BULK 量子計算によって Grover

のアルゴリズムを実行した場合，
1
2

√
εN 回の

Grover 変換の適用で十分であることがわかった．
したがって，この場合には，通常の量子計算機上
で Grover のアルゴリズムを動作させた場合と比
べ，より少ない Grover変換の回数で解を求める
ことができる可能性がある．

6 BULK 量子計算モデル上の量子

探索アルゴリズム（複数解の場

合）

第 5節では解がちょうど 1つ存在する場合の探
索アルゴリズムを提案した．しかし，そのアルゴ
リズムでは，充足解が複数個存在する場合には，
最後に特定の量子ビットを測定しても，0 である
充足解と 1である充足解の確率振幅が打ち消しあ
い，正しい解を求めることができない．そこで，
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本節では，4.3節のアルゴリズムを利用して，解
が 2 個以上存在する場合の解探索を行うことを
考える．

6.1 アルゴリズムのアイデア

k 番目の量子ビットの値を 1 に設定した状態
で，アルゴリズム BULKSATを動作させると，k

ビット目の値が 1である充足解が存在するか否か
を判定することができる．このとき，もし充足解
が存在したならば，それ以後 k ビット目の値を 1
に固定する．逆に，充足解が存在しなかったなら
ば，それ以後 k ビット目の値を 0 に固定する．
上の操作を k = 1 から k = n まで繰り返すこ

とにより，最終的にひとつの充足解を発見するこ
とができる．

6.2 アルゴリズムの詳細

提案アルゴリズム BULKSEARCH2 は以下の
通りである．ただし，そのアルゴリズム中で用い
る BULKSAT2 については，後から説明する．

BULKSEARCH2(n)

［入力］: 量子オラクルとして与えられるブール
関数 f の変数の個数 n．

［出力］: f(x) = 1 を満たす充足解 x ∈ {0, 1}n．
ただし，充足解は全部で t 個存在するものと
し，t ≥ 2 の値は未知であるとする．

［アルゴリズム］ 1 から n までの i に対し，以
下のステップ 1 から ステップ 3 までを繰り
返す．

［ステップ 1］ xi = 1 に設定し，次のよう
な均等な重ね合わせ状態を生成する．

|Xi〉 =
1∑

xn=0

· · ·
1∑

xi+1=0

1√
2n−i

|xn · · ·xi+11yi−1 · · · y1〉 |0〉 .

ここで yi−1, · · · , y1 はすでに固定され
た値とする．

［ステップ 2］ 以下で述べるサブルーチン
BULKSAT2(n − i, 1yi−1 · · · y1)
を 呼 び 出 す．こ こ で ，
BULKSAT2(n − i, 1yi−1 · · · y1) は
f(yn · · · yi+11yi−1 · · · y1) = 1 となる
yn · · · yi+1 ∈ {0, 1}n−i が存在するとき，
かつ，そのときに限り 1 を返し，さも
なければ，0 を返す．

［ステップ 3］ BULKSAT2(n −
i, 1yi−1 · · · y1) の出力値を yi の値
に設定し，i := i + 1 とする．

［ステップ 4］ 充足解 yn · · · y1 を出力して
停止する．

ここで，アルゴリズム BULKSAT2 の詳細は，
以下の通りである．

BULKSAT2(q, z)

［入力］: q および z ∈ {0, 1}n−q．

［出力］: もし f(m′ ◦ z) = 1 を満たすような
m′ ∈ {0, 1}q が存在するならば，1を返す（◦
は記号列の連結を表す）．さもなければ，0
を返す．ここで，下位ビットが z である f

の充足解は全部で t′ 個あるものとし，t′ の
値は未知であるとする．

［アルゴリズム］ アルゴリズム BULKSAT2 は
以下の 5 ステップからなる．

［ステップ 1］ j = 1 に設定する．ここで，
j は Grover 変換の繰り返し回数のカウ
ンタである．以下のような初期状態を
生成する．

2q−1∑

m=0

1√
2q
|m〉 |0〉

［ステップ 2］ Grover 変換 G を適用する．
適用後の状態は以下のようになる．

∑

m∈Mans

√
aj |m〉 |0〉+

∑

m∈/Mans

√
1− taj

2q − t
|m〉 |0〉
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ここで Mans は t′ 個の充足解からなる
集合であり，√aj は充足解に対応する
状態の振幅である．

［ステップ 3］ (k+1) 番目の量子ビットに
f(m ◦ z) の値を書き込み，(k + 1) 番目
の量子ビットを観測する．測定値が θa

であったとする．

∑

m∈Mans

√
aj |m〉 |1〉+

∑

m∈/Mans

√
1− taj

2q − t
|m〉 |0〉

［ステップ 4］ もし θa > −1+εならば，1
を出力する．さもなければ，次のステッ
プに進む．

［ステップ 5］ j >
√

ε2q であれば，0を出
力する．さもなければ，j := j + 1 と
し，(k + 1) 番目の量子ビットを 0 に戻
した後，ステップ 2 へ戻る．

6.3 アルゴリズムの計算量

iビット目の値を決定する際の，BULKSAT2の
実行時における探索空間のサイズは N/2i である

ため，高々
1
2

√
εN

2i
回，Grover 変換を繰り返す

ことにより，充足解が存在するか否かを判定する
ことができる．このようにして，1 ビット目から
n ビット目までの値を決定するためには，全体と

して
n∑

k=1

1
2

√
εN

2k
<

√
2− 1
2

√
εN 回の Grover変

換を行えばよい．1 回の Grover 変換につき，関
数 f を 3 回評価しなければならないため，アル

ゴリズム全体としては，最悪
3(
√

2− 1)
2

√
εN 回

f の評価を行う必要がある．

7 まとめ

本稿では， Bulk 量子計算モデル上における
Grover のアルゴリズムの繰り返し回数（オラク
ル呼び出しの回数）について，さまざまな角度か
ら考察を行ってきた．第 2節において，Bulk量子
計算においては，実数値 θ は式 (2.8)を満たす値

として読み出すことができるとした．そこで，以
下では, この θ が式 (2.8)の満たす値として確実
に読み出すことができる場合と，確実には読み出
すことができないが, 高い確率では読み出すこと
ができる場合とに分けて評価を行う．ここで，θ

の値が確実に読み出せるか否かは，Bulk 量子計
算モデルの実装に依存して決る．

θ の値をある精度内の値として，確実に読み出
すことができる場合，Bulk 量子計算モデル上で，
本論で示したアルゴリズム BULKSEARCH2 を
動作させれば，誤り確率 0 で正解を得ることがで
きる．しかも， そのときに必要な繰り返し回数
は O

(√
N

)
回である．通常の量子計算機では確

率 1 で解を発見するには O(N) 回の繰り返しが
必要であるため，Bulk 量子計算モデルは，通常
の量子計算モデルよりも効率的に計算を行えるこ
とがわかる．
一方，θの値をある精度内の値として確実には読
み出すことができないが，高い確率で読み出すこ
とができる場合を考える．この場合，提案アルゴリ
ズムには誤り確率が存在する．解が複数個あると
き，通常の量子計算機と比べ，BULKSEARCH2
は O(

√
t)倍の繰り返しが必要となってしまう．し

かし，その場合でも，解の個数が 1 つのときに
は，BULKSEARCH1は通常の量子計算モデルよ
りも定数倍効率的に計算を行える．
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学術論文

1. 大久保誠也, 西野哲朗, 太田和夫, 國廣昇:
“Bulk量子計算モデル上における Groverの
アルゴリズムの繰り返し回数について”, 情
報処理学会論文誌:数理モデル化と応用, (掲
載予定).
概要: 本論文では，NMR 量子計算機をモデ
ル化した，Bulk 量子計算モデル上で動作す
る，Groverのアルゴリズムの繰り返し回数に
ついて考察する．最初に，Bulk量子計算モデ
ル上で Grover のアルゴリズムを用いて論理
式の充足可能性判定問題 (SAT) を解くのに
必要となる繰り返し回数について議論する．
次に，解がただ一つのみ存在する探索問題に
対する量子アルゴリズムを提案する．また，
この探索アルゴリズムの秘密鍵探索問題に対
する応用についても述べる．さらに，解が複

数存在する探索問題に対する量子アルゴリズ
ムも提案する．以上の考察から，本論で提案
する Bulk 量子計算モデルは，通常の量子計
算モデルよりも Grover のアルゴリズムを高
速に実行できる場合があることがわかる．

2. T. Itoh, Y. Takei, and J. Tarui:
“Constructing Families of epsilon-
Approximate k-Wise Independent Per-
mutations”, IEICE Transactions on
Fundamentals, vol. E87-Ak, no. 5, pp.993–
1103, 2004.
概要: 一様ランダムな独立ビット列の使用が
アルゴリズム設計において有用であること
はよく知られており, また, 計算論的暗号理
論においてはランダムビットは本質的に必
要となるシナリオが多い. 暗号においては量
子力学的不確実性を利用する量子暗号も活
発に研究されている. このような視点にたつ
とランダムビット列は計算資源のひとつと
考えられる. そしてこの計算資源に関して,
節約する手法の開発と節約できる限界を明
らかにすることが重要となる. 以上の視点で
の研究においては主に次のような設定で議
論する. 一様ランダムな独立ビット列を「真
のランダム (truly random)」と呼ぶとしこ
の真のランダムビット列が満たすいくつか
の有用な条件を特定する. そしてこの条件は
満たしているビット列の集合の構築法とそ
の限界を考える. このようなものは「擬似ラ
ンダム (pseudorandom)」と呼ばれる. 関数
に関しては, ある種の擬似ランダム性をもつ
関数族の容易な構成法が知られている. しか
し置換に対しては似たような構成法として
知られていることは極めて限られている. 擬
似ランダム置換の応用としては暗号が特に
重要なものである. 置換に関して我々が扱っ
た問題は次のようなものである. n個の要素
の置換の集合, すなわち, 置換族で, ある種
の擬似ランダム性をもつものの構成法およ
びその限界を明らかにする. 特に, 任意の k

個の要素について, 置換族からランダムに選
んだ置換によってその k 個がある k 対に移
される確率が, 真にランダムな置換族 (n!の
サイズのすべての置換の集合）を用いた場
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合と比較して, 差が ε以下であることを要求
する場合を考える. 本論文においては, 擬似
ランダム置換族のサイズをどこまで小さく
できるかの限界・下界について, εと kに依
存するものを示した.

研究会等

1. Seiya Okubo, Tetsuro, Nishino, Kazuo
Ohta, Noboru Kunihiro:
“A Quantum Algorithm for finding the
Minimum on NMR Quantum Computers”,
ERATO Workshop on Quantum Informa-
tion Science 2004, pp.152–153, September
1-5, 2004.
概要: In this paper, we discuss the compu-
tational complexity of the minimum find-
ing problem on NMR (Nuclear Magnetic
Resonance) quantum computers (NMRQCs
for short) with the measurement accuracy
ε. Namely, we propose a new quantum al-
gorithm for finding the minimum on NM-
RQCs. Since, the proposed algorithm can
find the minimum with probability 1 using
O(
√

N log N) oracle queries, we can con-
clude that NMRQCs are more efficient than
ordinary quantum computers in some situ-
ation.

2. Hisashi Matsumoto, Seiya Okubo, Tetsuro
Nishino:
“The Computational Capabilities of Quan-
tum Neural Networks”, International Work-
shop on Modern Science and Technology,
2004 September, Kitami, Japan, pp.226-
229, September, 2004.
概要: 　 　　　 In 1985, David Deutsch in-
troduced quantum Turing machines (QTMs
for short) as Turing machines which can
perform so called quantum parallel compu-
tations. Then, in 1994, Peter Shor showed
that QTM can factor integers with ar-
bitrary small error probability in polyno-
mial time. Since it is widely believed that
any deterministic Turing machines cannot

factor integers in polynomial time, it is
very likely that QTM is an essentially new
model of computation. On the other hand,
many researchers are studying how to phys-
ically implement quantum computers based
on QTM. Among others, NMR (Nuclear
Magnetic Resonance) offers an appealing
prospect for implementation of quantum
computers because of a number of reasons.
But, quantum computations performed on
NMR is slightly different from those per-
formed on QTMs. So, in this paper, we
first develop a theory of bulk quantum com-
putation including NMR quantum compu-
tation. For this purpose, we define bulk
quantum Turing machine (BQTM for short)
as a model of bulk quantum computation.
Recently, in the field of theory of quan-
tum computation, various kinds of quan-
tum neural networks are proposed. But,
it seemed that most of them are not rea-
sonable models of quantum computations.
In this paper, we also propose a quan-
tum threshold gate as a basic component of
our quantum neural network model. Then,
we show that the circuits which consist
of these quantum threshold gates can be
simulated by ordinaly QTMs. Therefore,
we can conclude that our quantum neu-
ral network model is a reasonable model
of quantum computation. Next, we show
that the EXOR function can be learned by
a one layer quantum perceptron by using
BQTM. It is well known that the EXOR
function cannot be learned by a one layer
ordinary perceptron. Furthermore, we show
some other results on the general compu-
tational capabilities of our quantum neural
networks.

3. Seiya Okubo, Tetsuro Nishino, Noboru Ku-
nihiro, Kazuo Ohta:
“On the Inversion Problem of One-way
Functions using NMR Quantum Comput-
ers”, 2004年暗号と情報セキュリティシンポ
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ジウム（SCIS2004）, Jan. 27-30, 2004..
概要: In this paper, we propose two effi-
cient quantum algorithms suitable for NMR
quantum computers in order to solve the
search problem. In our previous work, a
quantum algorithm for the inversion prob-
lem of one-way permutations which has only
one solution is shown. In this paper, we ex-
tend this algorithm to the search problem
with multiple solutions. We assume that we
use only NMR computers. For this purpose,
we first introduce a theory of bulk quan-
tum computation including NMR quantum
computation. The first algorithm employs
Grover operation in order to obtain the so-
lution with probability 1. Though the sec-
ond algorithm is slower than the first algo-
rithm, we can run this algorithm in classi-
cal parallel manner. We also pointed out its
application to codebreak of secret-key cryp-
tosystems.

4. T. Itoh, T. Nagatani, and J. Tarui:
“Explicit Construction of k-Wise Nearly
Random Permutaions by Iterated Feistel
Transform”, 電子情報通信学会コンピュテー
ション研究会, 2004-7(2004-4), pp.45–52,
2004.
概要: 上記, 学術論文 2 においては, 擬似ラ
ンダム置換族のサイズをどこまで小さくでき
るかの限界・下界について, εと kに依存する
ものを示したが, 本研究報告においては, 任
意の kについてこれをコンスタントと考える
場合, (1/ε)と nに関する多項式で押さえら
れるサイズの置換族を構成する新しい方法を
明らかにした.

5. A. Miyata, J. Tarui, and E. Tomita:
“ Learning Boolean Functions in AC0 on
Attribute and Classification Noise”, The
15th Algorithmic Learning Theory, Lecture
Notes in Computer Science, vol. 3244,
pp.142–155, 2004.
概要: 深さ定数, unbounded fan-in の
AND/ORゲートと否定によって計算可能な

ブール関数の族は AC0 と呼ばれる. この族
に属する関数に関する学習アルゴリズムは活
発に研究されてきた. 特に入力に対する確率
分布が一様である場合については学習が可能
であるというポジティブな結果がいくつかの
シナリオで示されてきた. この論文において
は, ある種のノイズが観察データに加わるモ
デルにおけるアルゴリズムの構成法を明らか
にした. 特に, ノイズ率が学習アルゴリズム
にとって未知の場合, 信頼度の高いノイズ率
の推定法の確立と分析がこの仕事の主な貢献
である. 手法としては先行研究と同様にブー
ル関数に対するフーリエ解析を用いている.
フーリエ係数のうち”低周波”だけの部分の
自乗和とノイズ率の関係式を導出し, それに
基づくノイズ率の推定法, そしてそれを用い
る学習アルゴリズムの設計法を示した.
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B05: ブール理論に基づく離散システムの
構造解析と計算限界の研究

牧野 和久

大阪大学 大学院 基礎工学研究科
〒 560-8531 豊中市待兼山 1-3

makino@sys.es.osaka-u.ac.jp

摘要: 本文では，平成 16年度の B05班の研究活動に関係する成果を報告する．特に, 無向グ
ラフの極大クリーク列挙問題に対する高速なアルゴリズムの開発について説明する.

キーワード: 計算効率，アルゴリズム，列挙

1 はじめに

社会システムや産業活動などに関連して現れる
生産計画，環境計画，スケジュ－リング，最適投
資などを始めとする重要な問題の多くは，離散構
造を有するシステムの問題として捉えることがで
きる．この離散構造を有するシステムの問題が答
易に解けるか否かは, その対象となるシステムの
構造に強く依存する. 比較的容易に解ける最適化
問題の組合せ的, 代数的, あるいは, ブ－ル関数
的構造については, 例えばマトロイド構造や劣モ
ジュラ構造というような離散的な構造が深く関係
することが知られているが, それだけでは説明の
つかない問題も数多い. また，最適化問題以外の
問題，例えば，列挙問題などが，効率的に解ける
ために離散構造を解析することは極めて重要であ
る．本研究班では，比較的容易に解ける問題の構
造的性質をさらに詳細に吟味し, その構造を明ら
かにし, 効率的なアルゴリズムを設計するための
統一的な指針を与えること，および，計算量理論
を用いて計算量下界の提示などの計算限界を明ら
かにすることを試みる．

本研究班では，以上のような目的意識を持って,
主に理論的な研究に重点をおいて活動を続けて来
た．以下の節では，本年度の成果は，以下に挙げ
られる．

1. 無向グラフの極大クリーク列挙問題に対する

結果 [14]

2. ソース配置問題に対する結果 [18]

3. 複基多面体に関する結果 [8]

4. 無向木の分割問題に対する結果 [15]

本報告では，特に，1．2．について報告する．

2 無向グラフの極大クリーク列挙

無向グラフ G = (V,E)に対して，W ⊆ V 中
の任意の 2点 v, w ∈ W が枝 (v, w) ∈ Eをもつと
き，W はクリークと呼ばれる．さらに，任意の
W ′ )W がクリークでないとき，極大クリークと
呼ばれる．良く知られているように，最大クリー
ク（要素数が最大であるクリーク）を求める問題
は，NP困難であり [9]，極大クリークを１つ求め
ることは，多項式時間で可能である．極大クリー
クを全て求めるという，極大クリーク列挙問題は，
古くから盛んに行われている [5, 13, 12, 21]．ま
た，この極大クリーク列挙問題は，データマイニ
ング分野の閉集合列挙問題などと関連し，様々な
応用をもっている (例えば，[11, 1, 2])．

1977年に築山ら [21]は，最初の出力多項式（全
多項式）時間である，O(nm)時間遅延アルゴリ
ズムを開発した．ただし， n = |V |， m = |E|
とする．また，アルゴリズムの計算時間が入出力
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長の多項式時間で押さえられるとき，そのアル
ゴリズムを出力多項式時間とよび，i番目の出力
してから i + 1番目を出力するまでに必要な時間
が入力長の多項式で押さえられているものを多
項式時間遅延とよぶ．Lawlerら [12]はこの結果
を一般のハイパーグラフの問題に拡張した (Eiter
ら [7]はさらに一般化した）．千葉と西関 [5]は，
O(a(G)m)時間遅延アルゴリズムを開発し，高速
化に成功している．ただし， a(G)は，グラフG

のアーボレシティ（arboricity）であり，一般に，
m/(n− 1) ≤ a(G) ≤ m1/2が成立する．Johnson
ら [13] は，すべての極大クリークを辞書式順に
O(nm)時間遅延で列挙するアルゴリズムを開発
している．ただし，彼らのアルゴリズムはO(nN)
領域必要とする．ここで N は，極大クリーク数
である．
本研究では，高速な行列積計算を用いることに

より，O(M(n))時間遅延でかつ，O(n2)領域必
要とする極大クリーク列挙アルゴリズムを開発し
た．ただし，M(n)とは，2つの n × n行列の積
を計算するために必要な時間であり，現在のとこ
ろO(n2.376)時間で可能なことが知られている [6],
したがって，提案するアルゴリズムは密な，例え
ば，m = Ω(n1.689)であるグラフに対しては，最
速である．
以下では，このアルゴリズムの概略を紹介する．

2.1 O(M(n))時間遅延アルゴリズム

提案するアルゴリズムは，築山ら [21]と John-
sonら [13]が用いた逆探索（reverse search）に基
づくものである．ここで，逆探索は，列挙問題を
高速に解くために，Avisと福田 [4]によって提案
された手法である．

G = (V,E)を点集合 V = {v1, . . . , vn}，枝集合
E = {e1, . . . , em}である無向グラフとする． 点
v ∈ V と点集合 S ⊆ V の近傍を以下に与える．

Γ(v) = {u ∈ V | (u, v) ∈ E}
Γ(S) = {u ∈ V \ S | (u, v) ∈ E for some v ∈ S}.
点集合 Sと i ∈ {1, 2, . . . , n}に対して，

S≤i = S ∩ {v1, . . . , vi}.
2つの点集合Xと Y に対して，(X \Y )∪ (Y \X)
中の最小添字をもつ点がX に含まれるとき， X

は，Y よりも辞書式に大きいと呼ぶ．また，クリー
クK に対して，C(K)をK を含む辞書式に最大
の極大クリークと定義する．
逆探索は，直感的には，列挙しようする対象に

親子関係を定義し，その関係をなぞることにより，
高速に列挙を可能としている．本研究で扱った極
大クリークに関しては以下のように親子関係を定
義する．

K0を辞書式に最大である極大クリークとする．
K0でない極大クリークKに対して，C(K≤i−1) 6=
Kを満たす最大の iにおけるC(K≤i−1)をその親
P (K)と定義する．また，そのような iを親イン
デクスと呼び，i(K)と記す．K 6= C(K≤0)なの
で，上記のP (K)は定義可能であることが分かる．
さらに，定義から P (K)がK より辞書式に大き
くなることから以下の補題を得る．

補題 1 極大クリーク上の親子関係が非巡回であ
り，K0を根とする内向木になる．

補題 1中の内向木を列挙木と呼ぶ．[13, 21]のア
ルゴリズムは（見かけ上はかなり異なるが本質的
に）この列挙木をなぞることにより，高速な極大
クリーク列挙アルゴリズムを構成している．
定義からすぐに極大クリーク K からその親

P (K)は線形時間で求められることが分かる．し
かしながら，K からその子集合を求めることは，
それほど簡単ではない．
極大クリークK と i ∈ {1, 2, . . . , n}に対して，

K[i] = C
(
(K≤i ∩ Γ(vi)) ∪ {vi}

)
. (2.10)

とする．

補題 2 K とK ′をグラフGの極大クリークとす
る．そのとき，K ′がKの子であるために必要十
分条件は，下記の 4つの条件を満たす iに対して
K ′ = K[i]が成立することである．

(a) vi 6∈ K.

(b) i > i(K).

(c) K[i]≤i−1 = K≤i ∩ Γ(vi).

(d) K≤i = C(K≤i ∩ Γ(vi))≤i.

さらに，もし，iが (a) ∼ (d)を満たすならば，そ
の iは，K[i]の親インデクスとなる．
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極大クリークの子集合を高速に求めるために，
上記の補題 2の条件 (c)と (d)を以下のように言
い換える．

補題 3 KをGの極大クリークとする．このとき，
iが条件 (c)をみたす必要十分条件は，下記の 3つ
の条件を満たす jが存在しないことである．

(c-1) j < i.

(c-2) vj 6∈ K≤i ∩ Γ(vi).

(c-3) vj がK≤i ∩ Γ(vi)∪ {vi} に属するすべての
点と隣接している．

補題 4 KをGの極大クリークとする．このとき，
iが条件 (d)をみたす必要十分条件は，下記の 4つ
の条件を満たす jが存在しないことである．

(d-1) j < i.

(d-2) vj 6∈ K.

(d-3) vj が K≤j に属するすべての点と隣接して
いる．

(d-4) vj がK≤i ∩ Γ(vi)に属するすべての点と隣
接している．

詳細は省略するが，本研究ではこの特徴付けを
用いることにより，極大クリークのすべての子集
合を O(M(n))時間，O(n2)領域で計算可能なこ
とを示し，以下の定理を得る．

定理 1 与えられた無向グラフG = (V, E)のすべ
ての極大クリークをO(M(n))時間遅延で，かつ，
O(n2)領域で列挙できる．

3 ソース配置問題

点集合 V と枝集合Eをもつ無向グラフGに容
量関数 u : E → Z+を付与したものを無向ネット
ワークと呼び，N = (G = (V, E), u)と記す．た
だし，Z+は，非負整数の集合である．本論文で
は，この無向ネットワークN = (G = (V, E), u)，
要求関数 d : V → Z+，コスト関数 c : V → R+

が与えられたとき，以下の条件を満たし，最小な
コスト (

∑
v∈V c(v))をもつ集合 S ⊆ V を求める

というソース配置問題を考察する．ただし，R+

は，非負実数の集合である．

各点 v ∈ V と Sとの間の最大フロー量 λ(v, S)
が要求値 d(v)以上である．

このソース配置問題は，例えば，マルチメディ
アネットワーク中にサービス要求量を指定した複
数のクライアントが与えられたとき，その要求を
満足しながら最小コストで（ミラー）サーバを配
置するという問題に対応し，信頼度を考慮に入れ
た施設配置問題として近年盛んに研究されてい
る (例えば，[3, 10, 16, 19, 20]など). また，ネッ
トワーク理論で有名な連結度増大問題とも深く関
連している [17]．
現在のところソース配置問題は，コスト関数

が一様な場合 (要求関数は一様でなくてもよい)
は，O(nM(n,m))時間で解け，要求関数が一様
な場合 (コスト関数は一様でなくてもよい) は，
O(n(m + n log n))時間で解けることが示されて
いる [3]．ここで, M(n,m)を n個の点，m本の
枝を持つ無向ネットワーク中の最大フローを求め
るために要する時間である．また，コスト関数と
要求関数ともに一般の場合は，ソース配置問題を
ナップサック問題へ帰着することで弱NP困難性
が示されている．しかしながら，強NP困難であ
るか，あるいは，擬多項式時間アルゴリズムをも
つかどうか未解決のまま残されており [3]，近似
精度保証付きの近似アルゴリズムは，これまで開
発されていない．

3.1 ソール配置問題の拡張

上記のソース配置問題では，コスト関数として
施設の建設費用 (vにおける建設費用 c(v))のみを
扱っている．しかしながら，現実のコスト関数は
建設費用に加え，供給量に依存する．従って，本
研究では以下のように拡張したソース配置問題も
考察する．
まず，無向ネットワークN = (G = (V,E), u)

を対称な有向ネットワーク N̂ = (Ĝ = (V, Ê), û)
を見なす．ただし，Ê = {(v, w), (w, v) | (v, w) ∈
E} であり，任意の枝 (v, w) ∈ E に対して，
û(v, w) = û(w, v) = u(v, w) と定義する．ここ
で，フロー f : Ê → R+が以下の条件をみたすと
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き，供給 x : V → R+に対して実行可能であると
呼ぶ．

(i) ∂f(v) def=
∑

(v,w)∈Ê

f(v, w)−
∑

(w,v)∈Ê

f(w, v)

≤ x(v) (v ∈ V )

(ii) 0 ≤ f(e) ≤ û(e) (e ∈ Ê)

∂f(v)は，フロー fの vにおける境界と呼ばれ，v

から出るフロー量の総和から入るフロー量の総和
を引いたもので，(i)は，その境界が供給量 x(v)
以下であることを示している．また，(ii)は，容
量制約である．

我々は，無向ネットワーク N = (G =
(V,E), u)，要求関数 d : V → Z+，コストを表
す単調な凹関数 cv : R+ → R+ (v ∈ V ) が与え
られたとき，各点 v ∈ V への流入量 (−∂f(v))が
少なくとも要求量 d(v)以上であり，かつ，最小な
コスト (

∑
v∈V cv(x(v)))をもつ供給 x ∈ RV

+ を求
める問題を考察する．ここで，cv の単調凹性は，
供給量 x(v)が増せば，コストが増す（より正確
には，減らない）が，割引率は上がることを意味
しており，一つの自然な仮定である．

これまで要求量 d(v)が一様な場合の拡張され
たソース配置問題は考察されたきたが [17]．一般
的な場合については考察されていない．

3.2 本研究での成果

本研究では，まず，上記の未解決として残され
たソース配置問題の強NP困難性を証明する．

定理 2 ソース配置問題は，強NP困難である．

この証明においては，NP-困難問題として有名
な集合被覆問題 [9]をソース配置問題に帰着させ
ることで定理 2を示す．

集合被覆問題とは，台集合U = {1, 2, . . . , p}の
部分集合族 S = {S1, S2, . . . , Sq}が与えられたと
き，U の要素をすべてカバーする最小サイズの S
の部分族 X (すなわち，

⋃
Si∈X Si = U かつ |X |

が最小)を求める問題である．この問題例 I から
ソース配置問題の問題例 J (N = (G, u)，d，c)を

以下のように構成する．

V = {t1, t2} ∪ {s1, . . . , sq} ∪ {u1, . . . , up}
E = {(t1, si) | i = 1, . . . , q} ∪ {(si, uj) | j ∈ Si}

∪ {(uj , t2) | j = 1, . . . , p}

容量関数 u は，u(t1, si) = `i (i = 1, . . . , q),
u(si, uj) = 1 (j ∈ Si)，u(uj , t2) = kj − 1
(i = 1, . . . , p) とする．ただし，|Si| = `i, |{i |
Si 3 j}| = kj．また，要求関数 d(v)は，v = t1, t2

のとき
∑

i `i, それ以外は 0とし，コスト関数 c(v)
は，v = t2のとき 0，v ∈ {s1, . . . sq}のとき 1，そ
れ以外のとき q + 1とする．
直感的には，点 siは集合Siに対応し，点 ujは，

U の要素 jに対応する．また，証明は紙面の都合
上省略するが以下の性質が成り立つ．

補題 5 X が I の最適解となるための必要十分条
件は，Y = {t2} ∪ {si | Si ∈ X}が J の最適解と
なることである．

この補題より，定理 2が示される．また，集合被
覆問題の近似困難性らから下記の近似困難性も示
すことができる．

定理 3 NP6⊆ DTIME(N log log N )ならば，ある定
数 c > 0が存在して，ソース配置問題に対する多
項式時間 c ln

∑
v∈V d(v)-近似アルゴリズムは存在

しない．

ここで，NP6⊆ DTIME(N log log N )とは，任意の
NPに属する問題がO(N log log N )時間の決定性ア
ルゴリズムをもたないことを意味し，多くの計算
量理論の研究者によって信じられている．ただし，
N を入力長とする．また，α-近似アルゴリズムA

とは，近似比（すなわち，(Aの出力する解の目
的関数値)/(最適値)）が必ず α以内である解を出
力するアルゴリズムのことをいう．
一方肯定的な結果として，我々は欲張り法に基
づく近似アルゴリズムを提案し，そのアルゴリズ
ムが（オーダの意味で）最適であることを示す．
紙面の都合上証明は省略するが，以下に示す欲
張り法に基づく近似アルゴリズムを構成する．
任意の v ∈ V と S ⊆ V に対して，以下のよう
に関数 α : V → R+ と β : V → R+ ∪ {+∞}を定
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義する．

αS(w) = max{d(w)− λ(w, S), 0}
β(S,v)(w) = max{λ(w, S ∪ {v})− λ(w, S), 0}.

ただし，λ(w, S)は，w-S間の最大フロー量を表
し，w ∈ Sのときは，λ(w,S) = +∞とする．ま
た，∞ −∞ = 0と仮定する．さらに，γ(S,v) =
min{αS , β(S,v)}，

gS(v) =
c(v)∑

w∈V γ(S,v)(w)
(2.11)

とする．
提案するアルゴリズムは，初期状態 S = ∅か

ら始まり，すべての v ∈ V に対して gS の分母
が 0とならない間，gS(v)を最小にする vを求め，
S := S ∪ {v}と S を更新するものである．ここ
で，すべての v ∈ V に対して gS の分母が 0のと
き，Sはソース配置問題の実行可能解であること
に注意されたい．
詳しい証明は省略するが，ネットワーク N に

対するカット関数の劣モジュラ性などを用いるこ
とで，上記のシンプルな欲張り法に基づくアルゴ
リズムが多項式時間であり，かつ，その近似率が
1 + ln

∑
v∈V d(v) で押さえられることがわかる．

定理 4 ソース配置問題は，多項式時間で 1 +
ln

∑
v∈V d(v)-近似可能である．

また，木構造ネットワークに対しては以下の結
果を得る．

定理 5 与えられたネットワークN が木構造であ
るならば，ソース配置問題は擬多項式時間アルゴ
リズムをもつ．

この定理と（木構造ネットワークを用いて得ら
れた）弱 NP困難性の結果 [3]は，木構造ネット
ワークにおけるソース配置問題の（P6=NPの下で
の）計算限界を示している．

拡張されたソース配置問題については，定義か
ら明らかに本来のソース配置問題より簡単ではな
いので，定理 2，3より，以下の否定的な結果を
得る．

系 1 拡張されたソース配置問題は強 NP困難で
ある．また，NP6⊆ DTIME(N log log N )ならば，あ
る定数 c > 0が存在して，拡張されたソース配置
問題に対する多項式時間 c ln

∑
v∈V d(v)-近似アル

ゴリズムは存在しない．

肯定的な結果に関しては，我々は，定理 4の近
似アルゴリズムを一般化し，近似率の最適なアル
ゴリズムを得る．

定理 6 拡張されたソース配置問題は，多項式時
間で 1 + ln

∑
v∈V d(v)-近似可能である．

また，上記の結果は，有向グラフのとき，また，
辺連結度ばかりでなく，点連結度の場合に対して
も適応可能であることを示すことができる．
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iments show that our algorithms for sparse
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and appear in real-world problems.
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polynomial time algorithm for the mono-
tone min-max tree partitioning problem
and show that the min-max tree partition-
ing problem is NP-hard if the cost func-
tion is not monotone, and that the min-sum
tree partitioning problem is NP-hard even
if the cost function is monotone. We also
consider an evacuation problem in dynamic
networks as an application of the tree par-
titioning problem. The evacuation problem
is one of the basic studies on crisis man-
agement systems for evacuation guidance of
residents against large-scale disasters. We
restrict our attention to tree networks and
consider flows such that all the supplies go-
ing through a common vertex are sent out
through a single arc incident to it, since one
of the ideal evacuation plans makes every-
one to be evacuated fairly and without con-
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概要: 本研究では，各点に供給量 b ∈ Zn

+を
もつ木構造動的ネットワークと完了時間 θが
与えられたとき，θ時間以内にすべての供給
量を流し込むために必要な最小個数の点集合
W を求める問題を考察する．我々はこの施
設配置問題に対するO(n2 log2 n)時間アルゴ
リズムを開発する．

2. 坂下麻里子，牧野和久，藤重悟:
“フロー要求を持つ最小費用ソース配置問題”,
日本応用数理学会研究部会連合発表会, 2005
年 3月.
概要: ソース配置問題とは，与えられたネッ
トワークにおいて，フロー（連結度）に基づ
く制約条件の下で最小コストを与えるソース
集合（配置）を求める問題である．我々はこの
ソース配置問題に対して以下の結果を得る．

1. 無向ネットワーク中の枝連結度に基づく
ソース配置問題の強NP困難性を示す．さら
に近似困難性も示す．
2.(拡張された)ソース配置問題に対する近似
アルゴリズムを開発する．このアルゴリズム
は，枝連結度要求に対して最適な近似精度を
与える．
3. 木構造ネットワークにおけるソース配置
問題は，枝連結度要求のときは擬多項式時間
で解け，（２種類の）点連結度要求のときは多
項式時間で解けることを示す．
4．無向ネットワーク中の一様な枝連結度要
求を持つ拡張されたソース配置問題に対する
O(nm + n2(q + log n))時間アルゴリズムを
開発する．ただし，qは供給に対するコスト
を求めるために要する時間であり，コスト関
数がオラクルで与えられるとき，上記のアル
ゴリズムは最適である．また，コスト関数が
建設費と線形な運営費の和として記述できる
場合はさらに高速にO(n(m + n log n))時間
で解け，より一般的なコスト関数に対しては
計算困難であることを示す．
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1 はじめに

楕円曲線暗号実装に対するサイドチャネル解析
法を考察する．楕円曲線ドメインパラメータは，
数学的安全条件を満たすように選ぶことは必須要
件である．しかし，実際の情報セキュリティシステ
ムへ楕円曲線暗号を適用するためには，数学的に
安全であるだけでなく高い速度性能が得られるよ
うなドメインパラメータを選択することが重要な
要件となる．素体Fp上楕円曲線においては，定義
体標数 pとして特別な型，例えば一般化Mersenne
素数を選ぶと pによる剰余算を高速に行える [13]．
National Institute of Standards and Technology
(NIST) が推奨する 5つの素体上楕円曲線は，一
般化Mersenne素数を定義体標数としている [2]．

一方，RSA 暗号実装では，法乗算に Mont-
gomery 乗算法 [10] がよく用いられる．Mont-
gomery乗算は，法乗算への入力に依存した処理
分岐が生じることから，タイミング攻撃が可能に
なることが知られている [7, 1, 11]．楕円曲線暗号
においては，法 pを特殊な型にとって剰余算を高
速化できることから，Montgomery乗算ではなく，
一般化Mersenne素数のような特殊な素数による
専用剰余算アルゴリズムを用いることが多いと思
われる．一般化Mersenne素数による剰余算の典
型的な実装でも，後述するようにMontgomery乗
算と同様に入力値に依存した処理分岐が生じる．

単純なバイナリ法のように，楕円点倍算におい
て点加算と点 2倍算とが秘密べき指数のビット値
に依存して計算される時，単純電力解析 (Simple

1平成 16年度 九州大学 大学院システム情報科学府博士
（工学）の学位を取得

2平成 17年度 4月 1日付けで岡山大学 工学部 情報工学
科（Email:tabata@it.okayama-u.ac.jp）

Power Analysis, SPA)によって秘密べき指数を導
出することができる．SPA対策の 1つとして，異
なる 2点の加算と点 2倍算とを同じ計算式で実行
するというアプローチがある [3, 5, 6, 8]．これら
の計算式は “unified code”と呼ばれる．Brierら
は，Weierstrass型楕円曲線 affine座標系および
射影座標系 ((x, y) = (X/Z, Y/Z)) において，入
力の 2点が異なる場合でも同じ場合でも，同じ手
順で動作する点加算アルゴリズムを示した [3].

しかしWalterは，Montgomery乗算を用いて
Brierらの unified codeを実装した場合，左バイ
ナリ法による楕円点倍算は SPAに対して脆弱で
あることを示した [15]．この結果はMontgomery
乗算を用いた Fp乗算であり，前述のように実際
の情報セキュリティシステムで稼動している楕円
曲線暗号は，pを一般化Mersenne素数など高速
処理向きな楕円曲線ドメインパラメータによる専
用の高速アルゴリズムが実装されていることが多
いと思われる．

本稿では，より一般的な楕円曲線暗号実装であ
る一般化Mersenne素数など高速処理向けな定義
体標数を用いた剰余算実装に対するSPAを考察す
る．NIST推奨曲線 [2]のような一般化Mersenne
素数を用いた高速剰余算実装に対しても，unified
codeのように，楕円点加算と 2倍算とを同じ処理
手順で実装するだけでは SPAに対して安全では
ないことを示す．特にNIST推奨の素体上楕円曲
線について，剰余算実装の SPAに対する脆弱性
を考察する．5つある推奨曲線のうち，192ビッ
トの曲線に用いられている素数 p = 2192−264−1
による剰余算実装は，SPAに対してより脆弱にな
りやすいことを示す．
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2 高速剰余算

RSA暗号や (素体上)楕円曲線暗号では，暗号
や署名の演算は法演算の繰り返しである．除算命
令は一般に演算時間がかかるため，除算命令無し
で実装できる剰余算アルゴリズムを用いることが
望ましい．Montgomery乗算 [10]は，任意の法 n

に対して除算命令を必要としないため，RSA暗
号ではよく用いられる．
一方，素体Fp上楕円曲線暗号では，pを法とす

る剰余算が行われる．pは公開パラメータであり，
ランダムに選択する必要は無い．したがって，高
速に演算可能な都合の良い pが選ばれる場合が多
い1．
本章では，一般化Mersenne素数など，特別な

型の素数を法とする高速剰余算アルゴリズムの概
要を記述する．

2.1 一般化Mersenne素数

NIST による素体上推奨曲線 [2] は，一般化
Mersenne素数と呼ばれる次のような素数 pをド
メインパラメータとしている．

P-192: p192 = 2192 − 264 − 1
P-224: p224 = 2224 − 296 + 1
P-256: p256 = 2256 − 2224 + 2192 + 296 − 1
P-384: p384 = 2384 − 2128 − 296 + 232 − 1
P-521: p521 = 2521 − 1

p192，p224，p256，p384，p521 を法とする剰余算
をそれぞれアルゴリズム 2.1，2.2，2.3，2.4，2.5
に示す [2, 4, 13]．

Algorithm 2.1 Fast reduction modulo p192 =
2192 − 264 − 1

Input integer c = (c5, c4, c3, c2, c1, c0), where each
ci is a 64-bit word, and 0 ≤ c < p2

192.
Output c mod p192.

1. Define 192-bit integers:
s0 = (c2, c1, c0)
s1 = ( 0, c3, c3)
s2 = (c4, c4, 0 )
s3 = (c5, c5, c5)

1RSA暗号では，法 nはプライベート鍵であるランダム
に生成された 2つの素数 p，qの積であるため，高速演算に
都合の良い nを選ぶことはできない．

2. Return s0 + s1 + s2 + s3 mod p192

Algorithm 2.2 Fast reduction modulo p224 =
2224 − 296 + 1

Input integer c = (c13, . . . , c1, c0), where each ci is
a 32-bit word, and 0 ≤ c < p2

224.
Output c mod p224.

1. Define 224-bit integers:
s0 = ( c6, c5, c4, c3, c2, c1, c0 )
s1 = (c10, c9, c8, c7, 0, 0, 0 )
s2 = ( 0, c13, c12, c11, 0, 0, 0 )
s3 = (c13, c12, c11, c10, c9, c8, c7 )
s4 = ( 0, 0, 0, 0, c13, c12, c11)

2. Return s0 + s1 + s2 − s3 − s4 mod p224

Algorithm 2.3 Fast reduction modulo p256 =
2256 − 2224 + 2192 + 296 − 1

Input integer c = (c15, . . . , c1, c0), where each ci is
a 32-bit word, and 0 ≤ c < p2

256.
Output c mod p256.

1. Define 256-bit integers:
s0 = ( c7, c6, c5, c4, c3, c2, c1, c0 )
s1 = (c15, c14, c13, c12, c11, 0, 0, 0 )
s2 = ( 0, c15, c14, c13, c12, 0, 0, 0 )
s3 = (c15, c14, 0, 0, 0, c10, c9, c8 )
s4 = ( c8, c13, c15, c14, c13, c11, c10, c9 )
s5 = (c10, c8, 0, 0, 0, c13, c12, c11)
s6 = (c11, c9, 0, 0, c15, c14, c13, c12)
s7 = (c12, 0, c10, c9, c8, c15, c14, c13)
s8 = (c13, 0, c11, c10, c9, 0, c15, c14)

2. Return s0 +2s1 +2s2 + s3 + s4− s5− s6− s7−
s8 mod p256

Algorithm 2.4 Fast reduction modulo p384 =
2384 − 2128 − 296 + 232 − 1

Input integer c = (c23, . . . , c1, c0), where each ci is
a 32-bit word, and 0 ≤ c < p2

384.
Output c mod p384.
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1. Define 384-bit integers:
s0 = (c11,c10, c9, c8, c7, c6, c5, c4, c3, c2, c1, c0 )
s1 = ( 0, 0, 0, 0, 0, c23,c22,c21, 0, 0, 0, 0 )
s2 = (c23,c22,c21,c20,c19,c18,c17,c16,c15,c14,c13,c12)
s3 = (c20,c19,c18,c17,c16,c15,c14,c13,c12,c23,c22,c21)
s4 = (c19,c18,c17,c16,c15,c14,c13,c12,c20, 0, c23, 0 )
s5 = ( 0, 0, 0, 0, c23,c22,c21,c20, 0, 0, 0, 0 )
s6 = ( 0, 0, 0, 0, 0, 0, c23,c22,c21, 0, 0, c20)
s7 = (c22,c21,c20,c19,c18,c17,c16,c15,c14,c13,c12,c23)
s8 = ( 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, c23,c22,c21,c20, 0 )
s9 = ( 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, c23,c23, 0, 0, 0 )

2. Return s0 + 2s1 + s2 + s3 + s4 + s5 + s6− s7−
s8 − s9 mod p384

Algorithm 2.5 Fast reduction modulo p521 =
2521 − 1

Input integer c = (c1041, . . . , c1, c0), where ci ∈
{0, 1}, and 0 ≤ c < p2

521.
Output c mod p521.

1. Define 521-bit integers:
s0 = (c1041, . . . , c522, c521)
s1 = ( c520, . . . , c1, c0 )

2. Return s0 + s1 mod p521

2.2 Extra Reduction

アルゴリズム 2.1∼2.5は，各アルゴリズムのス
テップ 2において入力に依存した条件付処理が生
じる．例えば，p192による剰余算アルゴリズム 2.1
のステップ 2の典型的実装は次のようになる．

2.1. t ← s0 + s1 + s2 + s3

2.2. While t ≥ p192 do:

2.3. t ← t− p192 (extra reduction)

2.4. end of while

2.5. Return t

アルゴリズム 2.1の出力が p192 未満であるこ
とを保証するために，ステップ 2.1において s0，
s1，s2，s3 を加算した結果 tが p192以上である場
合，ステップ 2.3において必要な回数 tから p192

を引く．この条件付引き算を “extra reduction”と
呼ぶこととする．extra reductionが生じるかどう

かは，剰余算への入力，すなわち法乗算への入力
に依存して決まる．
入力に依存して生じる extra reductionに起因

するサイドチャネル情報を利用した暗号解析法を
第 4章に示す．

2.3 その他の高速剰余算

Standards for Efficient Cryptography Group
(SECG) が推奨している楕円曲線ドメインパラ
メータにも，素体 Fp 上楕円曲線の定義体標数 p

として高速処理向けな型が選ばれている [12]．こ
れらの素数には，NIST推奨曲線のような一般化
Mersenne素数や，p = 2t− c (cは小さい整数) と
いう型の素数などが含まれている．

p = 2t − c型素数に関しても，高速な剰余算
アルゴリズムが知られている [9]．この剰余算ア
ルゴリズムも，典型的な実装では，入力に依存し
た条件付処理，extra reduction，が生じる．した
がって，第 4章に示すサイドチャネル解析法は，
p = 2t − c型素数のための剰余算実装に対しても
適用可能となる．

3 Unified Code

Weierstrass型楕円曲線上の異なる 2点の加算
および点 2 倍算を，同じ演算手順で行える方法
“unified code”をBrierと Joyeが提案した [3]．素
体 Fp上射影座標系，(x, y) = (X/Z, Y/Z)，にお
けるアルゴリズムを次に示す．

Algorithm 3.1 Unified point addition/doubling
formula

Input P0 = (X0, Y0, Z0), P1 = (X1, Y1, Z1) ∈
E(Fp)

Output P2 = P0 + P1 = (X2, Y2, Z2) ∈ E(Fp)

1. u1 ← X0Z1, u2 ← X1Z0, t ← u1 + u2

2. s1 ← Y0Z1, s2 ← Y1Z0, m ← s1 + s2

3. z ← Z0Z2, f ← zm, l ← mf , g ← tl

4. r ← t2 − u1u2 + az2, w ← r2 − g

5. X2 ← 2fw

6. Y2 ← r(g − 2w)− l2

7. Z2 ← 2f3
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8. Return P2 = (X2, Y2, Z2)

Unified codeは，異なる 2点の加算と点 2倍算
とを同じ手順で行うことにより，SPAに対する防
御をねらったものである．しかし，第 4章で述べ
るように，Fp上乗算をMontgomery乗算 [10]で
実装した場合，SPAに対して脆弱になることを
Walterが示した [15]．

4 サイドチャネル解析

本章では，前章までに述べた一般化Mersenne
素数による剰余算 (アルゴリズム 2.1∼2.5)および
unified code (アルゴリズム 3.1)を用いた実装に
対するサイドチャネル解析を行う．楕円点倍算と
してアルゴリズム 4.1に示す左バイナリ法を用い
る場合を考察する．

Algorithm 4.1 Left-to-right binary method of el-
liptic point multiplication

Input G ∈ E(Fp) and k, where k =
(kt−1kt−2 · · · k0), ki ∈ {0, 1} for 0 ≤ i ≤ t − 2,
and kt−1 = 1

Output R = kG

1. R ← G

2. For i from t− 2 down to 0 do:

3. R ← 2R

4. If ki = 1 then

5. R ← R + G

6. end if

7. end for

8. Return R

4.1 Extra Reductionの確率

まず，Extra reductionが生じる確率を実験的
に評価する．評価において次を仮定する．

• 法乗算 c ← a × b mod pへの 2つの入力 a，
bは一様であると仮定する．

• まず a × b を計算し，次にアルゴリズム
2.1∼2.5 により剰余算を行う．

• アルゴリズム 2.1∼2.5 ステップ 2は，第 2.2
節に記述した手順で計算する．すなわち，ま
ず全ての si について加減算を行い，その結
果が p以上の場合は，p未満になるまで pを
引く．

c ← a× b mod pの計算において，extra reduc-
tionが生じる確率は次の 3つの場合で異なる．

• 法乗算への 2つの入力 a，bが異なる場合

• a = bの場合

• aと bの一方が定数の場合

一方が定数の場合，extra reductionの確率はその
定数の値に依存する．

注意 4.1 楕円点倍算を左バイナリ法で行う場合
は，点加算において常に決まった点Gを加算する
ことになる (アルゴリズム 4.1ステップ 5)．した
がって，unified codeの最初の 2つのステップは，
異なる 2点の加算の場合，法乗算は定数 (ベース
ポイントの x，yまたは z(= 1)座標) との乗算で
ある．

ランダム入力の場合

表 2.1に法乗算への 2つの入力整数が異なる場
合，および 2つの入力整数が同じ場合の extra re-
ductionの確率を示す．ランダムに 100,000個の
整数ペア a, b (0 ≤ a, b < p)を生成し，extra re-
ductionが生じるかどうかを実験的に調べた．擬
似乱数生成関数には，FIPS 186-2[2]に記載され
ている SHA-1ベースのアルゴリズムを用いた．

P-192とP-384は他の曲線と比較して extra re-
duction が生じる確率が大きい．アルゴリズム
2.1∼2.5のステップ 2からわかるように，P-192の
siは全て加算されるの対し，P-224，P-256，P-521
は加算される siが少ないことが原因である．また，
P-384も相対的に加算される siが多い．P-256は，
減算される si が多いため，extra reductionの確
率が特に小さい．

ベースポイントの場合

表 2.2に法乗算への 2つの入力整数のうち一方
がNIST推奨曲線のベースポイント x座標または
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表 2.1: Probability of extra reduction with ran-
dom inputs, where p is a recommended domain
parameter.

Curve a× b mod p, (a 6= b) a× a mod p

P-192 0.69 0.73
P-224 0.30 0.27
P-256 0.11 0.20
P-384 0.65 0.69
P-521 0.25 0.33

y座標の場合の extra reductionの確率を示す．前
節と同様，ランダムに生成した 100,000個の整数
a (0 ≤ a < p) に対して平均をとった．

表 2.2: Probability of extra reduction with fixed
base point G = (xG, yG, 1), where p and G are
recommended domain parameters.

Curve a× xG mod p a× yG mod p

P-192 0.54 0.51
P-224 0.22 0.22
P-256 0.04 0.02
P-384 0.70 0.57
P-521 0.19 0.28

各曲線のベースポイントの x，y座標値の上位
桁のみを 16進表記で次に示す．

P-192:
x192 =188da80eb03090f67cbf20eb43a18800f4f

. . .

y192 =07192b95ffc8da78631011ed6b24cdd573f

. . .

P-224:
x224: b70e0cbd6bb4bf7f321390b94a03c1d356c

. . .

y224: bd376388b5f723fb4c22dfe6cd4375a05a0
. . .

P-256:
x256: 6b17d1f2e12c4247f8bce6e563a440f2770

. . .

y256: 4fe342e2fe1a7f9b8ee7eb4a7c0f9e162bc
. . .

P-384:

x384: aa87ca22be8b05378eb1c71ef320ad746e1
. . .

y384: 3617de4a96262c6f5d9e98bf9292dc29f8f
. . .

P-521:
x521: 0c6858e06b70404e9cd9e3ecb662395b442

. . .

y521: 11839296a789a3bc0045c8a5fb42c7d1bd9
. . .

表 2.2からわかるように，P-192はランダムな
入力の場合 (表 2.1)よりも extra reductionの確
率が小さい．ベースポイントの x座標値，y座標
値ともに，上位桁の値が小さい (それぞれ 1と 0)
ことに起因する．
一方，P-224は，ベースポイントの x座標値の
最上位桁と y座標値の最上位桁は共に bであるが，
extra reductionの確率は小さい．アルゴリズム
2.2を見ると，剰余をとる整数 cの最上位ワード
c13は，和をとる s0，s1，s2の最上位ワードには
含まれず，減じる s3 の最上位ワードとなってい
る．したがって，c13が大きいほど，すなわち法
乗算への入力整数が大きいほど，extra reduction
の確率は小さくなる．P-256，P-384，P-521につ
いても同様の現象を見ることができる．
なお，後述するように，ベースポイント座標値
による法乗算において，extra reductionが生じる
確率が大きいほど，SPAに対して脆弱となる．

4.2 攻撃法

Walter は条件付処理を持つ Montgomery 乗
算実装に対する攻撃法を示した [15]．本節では，
NIST推奨素数による剰余算実装に対して同様の
攻撃法を適用する．
楕円点倍算の実装に次の方法を用いる場合を考
察する．

• 一般化Mersenne素数pによる剰余算: 専用
の高速アルゴリズム (アルゴリズム 2.1∼2.5
および第 2.2節に記載の手順)

• 楕円点加算および点 2倍算: unified code(ア
ルゴリズム 3.1)

• 楕円点倍算: 左バイナリ法 (アルゴリズム4.1)

また，攻撃者は次の能力を持つと仮定する．
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• 実装されているアルゴリズムが前述のもので
あると知っている．

• 剰余算において extra reductionの有無を検
出できる．

Unified codeの実装 (アルゴリズム3.1)は，入力
の2点P0およびP1が同じ点 (X0 = X1，Y0 = Y1，
Z0 = Z1)である場合，ステップ 1における u1の
計算と u2の計算は同じ計算となる．s1，s2の計
算 (ステップ 2)も同様である．したがって，u1と
u2の計算のいずれか一方だけ，または s1と s2の
計算のいずれか一方だけに extra reductionが生
じた場合，点加算は同じ点に対するものとはなり
得ず，必ず異なる 2点に対するものだったことに
なる．このような場合，対応する秘密べき指数の
ビットは “1”と推定できる．

4.3 攻撃例

楕円曲線P-192に対する攻撃例を表 2.3に示す．
表 2.3において，kは秘密べき指数の 2進数表記で
ある．ランダムに生成した 192ビットの kのビッ
トのうち，スペースの都合上，上位側のビットの
みを示した．‘AD’は，左バイナリ法による楕円
点倍算 (アルゴリズム 4.1)において，異なる 2点
の加算Aと同じ点の加算 (2倍算)Dのシーケンス
を示す．シンボル ‘∗’は，u1，u2，s1，s2の計算
(アルゴリズム 3.1) において，剰余算 (アルゴリ
ズム 2.1)の際に extra reductionが生じたことを
示す．シンボル ‘-’は，extra reductionが生じな
かったことを示す．

‘Difference’ の行には，u1 と u2 の一方だけに
extra reductionが生じた場合，または s1と s2の
一方だけに extra reductionが生じた場合にシン
ボル ‘Y’を記述した．すなわち，‘Y’の箇所では，
unified codeによる点加算は，同じ点ではなく，異
なる 2点で行われたことになる．‘Recovered AD’
は，サイドチャネル情報から推定できる AD の
シーケンスを示している．推定可能な箇所にシン
ボル ‘Y’を記述した．バイナリ法では，Aの前後
は必ずDであることに注意．

注意 4.2 この攻撃シミュレーションでは，unified
codeにおいて，点 P1をアルゴリズム 4.1におけ
る点Gとした．加算する固定点 Gは署名生成な

どではベースポイントであり，通常は常にZ1 = 1
である．したがって u1および s1の計算時に extra
reductionは生じない．

4.4 防御法

Extra reductionの有無に起因する消費電力の
違い，処理時間差などを観測できなくすることが
本稿で述べた攻撃法に対する防御となる．
また，剰余算のアルゴリズムを考慮して，ベー

スポイントの座標値を適切に選択すれば，extra
reductionの確率を減らすことができる．

5 まとめ

素体 Fp上楕円曲線暗号実装において，剰余算
に関するサイドチャネル情報漏洩を考察した．定
義体標数 pには，通常，NIST推奨曲線のように
一般化Mersenne素数など高速に法乗算が行える
素数が選ばれる．その素数専用の高速剰余算の典
型的実装では，Montgomery乗算の場合のように，
入力に依存した extra reductionが生じる．Extra
reductionの有無は，サイドチャネル攻撃の原因と
なり得る．Brierらの unified codeは，異なる 2点
の加算と同じ点どうしの加算 (2倍算)を，有限体
演算レベルで同じ手順で行えるものであった．し
かし，Montgomery乗算における extra reduction
の有無を攻撃者が検出できる場合，unified code
のアプローチは SPAに対して脆弱となることが
Walterによって指摘されていた [15]．本稿では，
多くの楕円曲線暗号で用いられる一般化Mersenne
素数による剰余算実装に対しても SPAが可能と
なることを示した．また，NISTによる素体上推
奨曲線のうち，192ビットの曲線に用いられてい
る素数による剰余算実装は，SPAに対して脆弱に
なりやすいことを示した．
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表 2.3: An Attack on P-192
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C01: グラフ描画アルゴリズムとそのWeb情報検索への応用
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1 はじめに

本研究課題の研究成果概要は以下の通りである．

(1) Rahman,西関らによってこれまでに得られた
成果を中心にして，グラフ描画の理論とアル
ゴリズムを集大成して，英文の成書”Planar
Graph Drawing”を執筆し，World Scientific
社から Lecture Notes Series on Computing
Vol. 12として出版した．

(2) 購入したパーソナルコンピュータを用いて，
各面の面積が指定された平面グラフを，外面
が長方形，内面が水平・垂直線分のみからな
る八角形に描画するアルゴリズムを実装し，
その実用性を検証した．また，VLSIレイア
ウトにこのアルゴリズムを適用した場合，対
応するVLSIを設計しやすくするためには八
角形ができるだけ幅の細い部分を持たないよ
うにした方が良いが，様々なヒューリスティ
クスを用いて，これを可能にした．

(3) 平面グラフの格子凸描画において，別個に研
究されてきた標準分解，リアライザ，シュナ
イダーラベリング，順序つき全域木がすべて
同等であることを証明した．

(4) 直並列グラフの折れ曲がりなし直交描画の線
形時間アルゴリズムを開発した．

(5) 内部三角化平面グラフが開RI描画 (グラフの
各辺を対角線とする長方形の内部に他の点が
ない描画)をもつための必要十分条件と，線
形時間描画アルゴリズムを与えた．

(6) ウェブ文書データを解析し，申請者らが提案
したフィルタと呼ばれる手法によって，サイ
トのデータを抽出した．また，このデータか

ら構築されたウェブグラフ (ページを点とす
る)とサイト間グラフ (サイトを点とする)両
方の上で，著名な情報検索手法であるmax-
flow based methodによる実験を繰り返し，
サイト間グラフがこの手法にきわめて有効
であることを示した．さらに，サイト間グラ
フのリンク，サイト内のリンクを描画してコ
ミュニティとリンクの関係をわかりやすく図
示するためのツールを上述のグラフ描画アル
ゴリズムを応用して開発した．

以下，各章において，順に (2)–(6)の各成果につ
いて述べる．

2 面積指定8角形描画

平面グラフ Gの各点を点として描き，Gの各
辺を水平あるいは垂直線分の列として描き，Gの
任意の 2辺は共通の端点以外では交差しないよう
に描いた描画をGの直交描画という．直交描画で
は，Gの各面は軸平行多角形で描画される．直交
描画はデータベースやVLSI設計などに様々な応
用をもつ ([RNN02]参照)．
Gの直交描画で，Gの各内面が指定された面積
を持ち，しかも外面は各内面に指定された面積の
合計と等しい面積の長方形として描かれる描画を
面積指定直交描画という．Gの面積指定直交描画
で，各内面が高々8つの角しかもたない軸平行多
角形で描画されるものを，Gの面積指定 8角形描
画という．Rahman,三浦,西関はGが “良スライ
スグラフ“と呼ばれるグラフのクラスならば，面
積指定 8角形描画を持つということを示した．面
積指定 8角形描画アルゴリズムでは入力は，各面
の面積が指定された良スライスグラフGと，Gに
対応する良スライス木と呼ばれる木であり，出力
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は面積指定 8角形描画である（図 2.1参照）．
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図 2.1: (a)良スライスグラフG，(b)良スライス
木 T，(c)面積指定 8角形描画.
　　　　　　　　　　　

本研究では, 購入したパーソナルコンピュータ
を用いて，面積指定 8角形描画アルゴリズムを実
装し，その実用性を検証した.また，VLSIレイア
ウトにこのアルゴリズムを適用した場合，対応す
るVLSIを設計しやすくするためには八角形がで
きるだけ幅の細い部分 (図 2.1 (c)における，面
f2, f3, f5, f7のように折れ曲がりがある箇所)を
持たないようにした方が良いが，様々なヒューリ
スティクスを用いて，これを可能にした．

3 平面グラフの格子凸描画

外面を三角形とする格子凸描画とは，図 2.2の
ようなものである．

2連結平面グラフが外面を三角形とする格子凸
描画をもつための条件としては，Chrobak, Kant
によって提案された標準分解，Battista, Tamas-

v1 v2

v3

図 2.2: 平面グラフの外面を三角形とする格子凸
描画

sia, Vismara によって提案されたリアライザ，
Schnyderによって提案されたシュナイダーラベ
リング，Chiang, Lin, Luによって提案された順
序つき全域木がある．しかし，これらの概念は独
立して研究されたもので，一部が等価であること
は知られていたものの，すべてが等価であるかど
うかは知られていなかった．われわれは本研究に
おいて，上記のすべての概念が等価，すなわち与
えられたグラフが上記のいずれかをもてば上記の
すべてをもつことを示した．
以下に，参考として，標準分解がどのようなも
のか記す．

3.1 標準分解

任意の 3 連結平面グラフは標準分解をもつ．
標準分解とは，グラフの点集合の分割 Π =
(V1, V2, · · · , Vh)で，以下の性質を満たすものであ
る．なお，グラフの点集合 V = {u1, u2, · · · , un}
のうち 3 点 u1, u2, un が時計回りに外周上に
配置されるものとする．分割された点集合のひ
とつ Vk によって誘導される部分グラフを Gk,
Vk+1

⋃
Vk+2

⋃ · · ·⋃ Vh によって誘導される部分
グラフをGkとする．

(cd1) V1 が 外辺 (u1, u2)を含んでいる内面の境
界上のすべての点からなり，かつ Vh = {un}
である．
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(cd2) 1 ≤ k ≤ hの各 k について，Gk は内部 3
連結である．

(cd3) 2 ≤ k ≤ hの各 k について，Vk のすべて
の点はGkの外点である．さらに，

(a) もし |Vk| = 1 ならば，その唯一の点 w

は Gk−1上に 2つ以上の隣接点をもち，
k < hのときはGk上に 1つ以上の隣接
点をもつ．

(b) もし |Vk| ≥ 2 ならば，Vkの点は Gk の
描画上で連続して現れる．さらにその
最初の点と最後の点は，Gk−1上の点ひ
とつずつと隣接する．他の点は Gk−1に
隣接点をもたない．また，各点は Gk上
に 1つ以上の隣接点をもつ．

図 2.2 で与えられるグラフの標準分解の例を
図 2.3に示す．

u1 u2

un

=1 =2

=22
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図 2.3: 図. 2.2 のグラフの標準分解 Π =
(V1, V2, · · · , V15).

4 直並列グラフの折れ曲がりなし直

交描画

グラフ G が (始点 vin と終点 vout をもつ)直
並列グラフであるとは，G = (V, E) が 1本の辺

によってつながっている点のペア 1 つからなる
(Fig. 2.4(a) 参照)か，あるいは 2つの直並列グラ
フGi = (Vi, Ei), i = 1, 2 (始点はそれぞれ vin,i,終
点はそれぞれ vout,i)を V = V1∪V2, E = E1∪E2

かつ下の (1), (2)どちらかを満たすようにつなげ
たものになっている

(1) vin = vin,1, vout,1 = vin,2, vout2, = vout

(Fig. 2.4(b) 参照),

(2) vin = vin,1 = vin,2, vout = vout,1 = vout,2

(Fig. 2.4(c 参照).

かどちらかである．Fig. 2.4(d) のグラフは，直並
列グラフの一例である．

,1

v

out

=

v in ,2vout ,1

vout vout ,2

v in ,1v in
vout

v in

v=

=

v in ,2

vout ,2

v in ,1v in

v

=

out

(b)

in vout

(d)(c)

=

=

(a)

=

1

1

G

G

2G

2G

図 2.4: (a) もっとも単純な直並列グラフ, (b) 直
列結合, (c) 並列結合 (d) 直並列グラフ.

直並列グラフは平面的グラフでもある．平面的
グラフとは，平面に辺を交わることなく描画可能
なグラフであり，その描画は通常何通りもある．
平面グラフとは，平面的グラフの点と辺で囲ま
れる面の位置関係をひとつに定めたものである．
したがって，平面的グラフより可能な描画は少な
い．平面的グラフの折れ曲がりなし直交描画とは
辺を水平線分ないし垂直線分で描いた描画である．
Rahman, 西関らは以前，最大次数 3以下の平面
グラフが折れ曲がりなし直交描画をもつための必
要十分条件と，その描画を求めるための線形時間
アルゴリズムを与えた．しかし，最大次数 3以下
の平面的グラフに関しては，Di Battistaらの計
算量 O(n5 log n) (nはグラフの点数)で折れ曲が
りなし直交描画をもつかどうか判定できるという
結果しか知られていない．
今回，われわれは最大次数 3以下の直並列グラ
フが折れ曲がりなし直交描画をもつかどうか線形
時間で判定できるアルゴリズムを与えた．
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図 2.5: (a)最大次数 3の 2連結グラフ G, (b) Gの
SPQ-tree T , (c) S-node s1 に関連づけられたグ
ラフ, (d) s2に関連づけられたグラフ, (e) P -node
p2 に関連づけられたグラフ, (f) T の根を p2 に
置き換えたもの, (g) s1に関連づけられたグラフ,
(h) その核グラフ.

基本的なアイディアとしては，直並列グラフ
を Battista と Tamassia らによって提案された
SPQR木 (ここではその特殊な場合の SPQ木)に
分解し，その木の葉の方から根に向かって描画を
与えてゆく．すなわち，部分的な描画を組み合わ
せて全体の描画を構築していくことになる．図 2.5
は，SPQ木の例を示している．各ノードは元のグ
ラフの部分グラフ (厳密には少し異なる)に対応
する直並列グラフである．

ここで，各ノードに対応する直並列グラフの描
画を考える際に，始点と終点の位置によって，図
2.6に示される 3種類のパターンを与える．この 3
パターンのうち，L-shape drawingが可能ならば
そうするが，そうでないときには side-on draw-
ing, diagonal drawingの順で優先して描画をして
いく．こうすることで，部分の描画と，それを組
み合わせて得られる，より大きな部分の描画のパ
ターンを限定することができ，最終的に全体の描
画が得られれば与えられた直並列グラフが折れ曲
がりなし直交描画可能かどうか判定できるという
ことを示した．

u

v

u

v

u

v

u

v

v

u

v

u

(f)(e)(d)

(c)(b)(a)

図 2.6: uとvが始点・終点になっているような直並
列グラフの描画パターン: (a) diagonal drawing,
(b) side-on drawing, (c) L-shape drawing, (d)-(f)
それぞれの簡単化したイメージ.

5 平面グラフの矩形勢力描画

平面グラフ Gの格子描画において，Gの辺 e

を対角線とする軸平行な長方形を eの勢力矩形
と呼ぶ．G の各辺 (u, v) の勢力矩形領域内に
(u, v) 以外の点が含まれないような G の格子
描画を矩形勢力描画 (Rectangle-of-Influence
Drawing) と呼ぶ．以下本文では矩形勢力描画
のことを簡単のため RI 描画と表記する，RI 描
画では，単なる格子描画よりも点と辺の距離が離
れて描画されるので，同じグラフの描画でもより
見やすくなる場合が多い (図 2.7(a)および 2.7(b)
参照)．

(a)                  (b)           (a)                  (b)           

図 2.7: (a)Gの RI描画，(b)RI描画でない Gの
格子描画．

勢力矩形を矩形の境界線を含む閉領域とみな
したものを 勢力閉矩形 と呼び，そのときの RI
描画を 閉RI描画 という．同様に，勢力矩形を
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矩形の境界線を含まない開領域とみなしたもの
を 勢力開矩形 と呼び，そのときの RI 描画を
開RI描画という．したがって，図 2.8(b)のよう
に閉 RI描画では各辺の勢力矩形にもその辺の端
点以外の辺があってはいけない．一方，図 2.8(c)
のように開 RI描画では辺の勢力矩形の境界上に
その辺の端点以外の点があってもよい．平面グラ
フ Gが閉 RI描画を持つための必要十分条件と，
線形時間描画アルゴリズムは知られている．Gが
閉 RI描画を持つための必要十分条件はむろんG

が開 RI描画を持つための十分条件である．しか
し，Gが開 RI描画をもつための良い必要十分条
件は知られていない．

(a)                            (b)                               (c)

図 2.8: (a)平面グラフG，(b)閉RI描画，(c)開
RI描画．

本研究では，まず，外面を含む全ての面が三角
形である “三角化平面グラフ”Gがある条件を満
足する開 RI描画を持つための必要十分条件を与
えるとともに，Gが図 2.9のようにW + H = n

なる整数格子内に線形時間で描画するアルゴリズ
ムを与えた．次に全ての内面が三角形である “内
部三角化平面グラフGが開RI描画を持つための
必要十分条件を与えるとともに，Gを図 2.10の
ようにW ≤ n− 1かつH ≤ n− 1なる整数格子
内に線形時間で描画するアルゴリズムを与えた．

H

W

W+H=n

(a)                  (b)           

図 2.9: (a)三角化平面グラフ G，(b)Gの開 RI
描画．

H

W

W <n-1

H <n-1

W <n-1

H <n-1

(a)                  (b)           

図 2.10: (a)内部三角化平面グラフG，(b)Gの開
RI描画．

6 Web情報発見への応用

近年，急速に発展しているウェブ (World Wide
Web)は,情報を得る手段として日常に欠かせない
ものとなっている. ウェブから必要な情報を発見す
る手段としては, Google, Yahoo!, Goo, Infoseek
などの検索エンジンが代表的なものである. これ
らの検索エンジンは, ユーザーの入力キーワード
を含んでいるページを見つけるテキストに基づい
た手法を基本として用いている.
これに対して，ウェブのハイパーリンク構造を
利用した情報発見手法の研究も進められている.
このリンクを用いた手法は, テキストを用いた手
法のように同綴異義語やダミーキーワードなどの
言語的問題に惑わされないという長所がある. リ
ンクを情報発見に用いるための基本的な考えは,
あるページ u からリンクされている ページ v は,
uの作者にとって価値のある情報を含んでいる可
能性が高いという仮定であり, これらの研究のほ
とんどは，以下のような枠組みに基づいている.
(1) ウェブ中のページ群の URLとリンクのデー
タを収集する. (2) このデータからウェブグラフ
を作成する. (3)ウェブグラフ中の特徴的な部分グ
ラフ構造を互いに関連しているページまたはサイ
トの集合であるコミュニティとして抽出する. な
お, 点集合 V がウェブページの集合を表し, 辺集
合 Eが V 中のページ間のリンクを表す有向グラ
フ G = (V,E) を, ウェブグラフと呼ぶ.
リンク構造を用いてコミュニティを求める手法

の研究としてよく知られたものに，Kleinberg の
提案した HITS，Kumarらの trawling, Flake ら
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によるmax-flow based methodなどがある. とく
に, max-flow based methodはユーザーが与えた
ページ群 (以下ではシードページ群と呼ぶ)に関
連するコミュニティを求めることができる手法で
ある.

一方, 近年浅野らがリンク構造を用いてコミュ
ニティを求める手法のための, サイトを用いた新
しい枠組みを提案し, trawlingなどを用いてこの
枠組みの有効性を示した．この枠組みは, 次のよ
うになっている. (1) ウェブ中のページ群のURL
とリンクのデータを収集する. (2) このデータか
らフィルタ手法を用いてディレクトリベースドサ
イトを抽出する. (3) ディレクトリベースドサイ
トを点とし, ディレクトリベースドサイト間のリ
ンクを辺とするサイト間グラフを作成する. (4)
サイト間グラフ中の特徴的な部分グラフ構造をコ
ミュニティとして抽出する.

すなわち, 従来の枠組みではページを単位とし
て用いていたのに対して, この枠組みではサイト
(正確にはその近似的なモデルであるディレクト
リベースドサイト)を単位として用いているとい
える. これは, あるサイトAから他のサイトBへ
のリンクが, そのサイトAの作者にとって価値の
ある情報への参照を表している可能性が高いのに
対して, サイト内のリンクはサイト内のページを
見やすく整理するというナビゲーション目的で作
られていることが多いため, リンクを用いた情報
発見には両者を区別して用いることが重要と考え
られるからである.

もっとも, サイトという言葉は日常的に用いら
れているが，それ自体曖昧な概念であり，唯一の
定義もない．たとえ, いくつかの研究で用いられ
ている「ひとりの個人，ひとつの企業，ひとつの
集団がつくるページの集合をそれぞれサイトとす
る」という定義を用いたとしても, ウェブのペー
ジには作者の情報は一般的には含まれていないの
で，サイトを計算することは困難であると考えら
れてきた．

これに対して，近年，浅野らによって，ある時
点での URLとリンクのデータ (スナップショット
と呼ぶ)からこのディレクトリベースドサイトと
いうモデルとフィルタという手法を用いて，サイ
トを近似的ではあるが実用的には十分な精度で識
別する方法が発表された．さらに, これらの研究

では, trawlingと彼らの提案した極大クリーク法
を用いて,サイトを用いた枠組みがコミュニティ発
見に役立つこと, とくに個人サイトを含むコミュ
ニティを多く見つけることに大きな効果があるこ
とを示している. だが, リンクを用いた有力なコ
ミュニティ発見法であるmax-flow based method
に関しては, この枠組みがどのような効果を持つ
かはわかっていない.

本研究では，このサイト識別の方法と豊田，喜
連川らによって収集・作成された 2003年度 2月の
.jpドメインを主体とした日本語ページからなる
スナップショットを用いて，実際にサイトのデー
タとサイト間グラフのデータを構築し，max-flow
based methodをサイト間グラフとウェブグラフ
両方の上で実行し，双方の性能を評価した．また，
ウェブグラフ上でmax-flow based methodを実行
する際に精度 (コミュニティ内の実際に関連してい
るページの割合)を落とす原因を指摘し，サイト
を用いることによって解決する方法を示した．結
果として，サイト間グラフを用いた方が，コミュ
ニティのサイズも大きくなる上に，精度も良くな
ることを確かめた．

さらに，サイト間グラフのリンク，サイト内の
リンクを描画してコミュニティとリンクの関係を
わかりやすく図示するためのツール (図 2.11 参
照)を上述のグラフ描画アルゴリズムを応用して
開発した．

図 2.11: リンク描画ツール．
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NCF achieves higher quality than Google’s
“Similar Pages” service for finding pages re-
lated to given URLs corresponding to vari-
ous topics selected from among the directo-
ries of Yahoo! Japan.

4. Yasuhito Asano, Tsuyoshi Ito, Hiroshi Imai,
Masashi Toyoda and Masaru Kitsuregawa:
“Compact Encoding of the Web Graph Ex-
ploiting Various Power Distributions”, IE-
ICE Trans. Fundamentals, Special Section
on Discrete Mathmatics and Its Applica-
tions, E87-A No. 5, 1183–1184, 2004年 5
月.
概要: Compact encodings of the web graph
are required in order to keep the graph on
the main memory and to perform opera-
tions on the graph efficiently. In this pa-
per, we propose a new compact encoding
of the web graph. It is 10% more compact
than Link2 used in the Connectivity Server
of Altavista and 20% more compact than
the encoding proposed by Guillaume et al.
in 2002 and is comparable to it in terms of
extraction time.

5. X. Zhou and T. Nishizeki:
“Algorithm for the cost edge-coloring of
trees”, Journal of Combinatorial Optimiza-
tion, 8巻 1号, 97–108, 2004 年 3 月.
概要: Let C be a set of colors, and let be
a cost function which assigns a real num-
ber ω(c) to each color C in C. An edge-
coloring of a graph G is to color all the
edges of G so that any two adjacent edges
are colored with different colors. In this pa-
per we give an efficient algorithm to find
an optimal edge-coloring of a given tree T ,
that is, an edge-coloring f of T such that the
sum of costs ω(f(e)) of colors f(e) assigned
to all edges e is minimum among all edge-
colorings of T . The algorithm takes time
O(n2) if n is the number of vertices and is
the maximum degree of T .

6. S. Isobe, X. Zhou and T. Nishizeki:
“Cost total colorings of trees”, IEICE
Trans. INF. SYST., E87-D No.2, 337–342,
2004 年 2 月.
概要: A total coloring of a graph G is to
color all vertices and edges of G so that no
two adjacent or incident elements receive
the same color. Let C be a set of colors,
and let ω be a cost function which assigns
to each color c in C a real number ω(c) as
a cost of c. A total coloring f of G is called
an optimal total coloring if the sum of costs
ω(f(x)) of colors f(x) assigned to all ver-
tices and edges x is as small as possible. In
this paper, we give an algorithm to find an
optimal total coloring of any tree T in time
O(n3) where n is the number of vertices in
T and is the maximum degree of T .

7. T. Nishizeki, K. Miura and Md. S. Rah-
man:
“Algorithms for drawing plane graphs”, IE-
ICE Trans. INF. SYST., E87-D No.2, 281–
289, 2004 年 2 月.
概要: Graph drawing addresses the prob-
lem of constructing geometric representa-
tion of information and finds applications in
almost every branch of science and technol-
ogy. Efficient algorithms are essential for
automatic drawings of graphs, and hence
a lot of research has been carried out in
the last decade by many researchers over
the world to develop efficient algorithms for
drawing graphs. In this paper we survey the
recent algorithmic results on various draw-
ings of plane graphs: straight line drawing,
convex drawing, orthogonal drawing, rect-
angular drawing and box-rectangular draw-
ing.

8. Md. Saidur Rahman, Takao Nishizeki and
Shubhashis Ghosh:
“Rectangular Drawings of Planar Graphs”,
Journal of Algorithms, 50 巻 1 号, 62–78,
2004 年 1 月.
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概要: A plane graph is a planar graph with
a fixed embedding in the plane. In a rectan-
gular drawing of a plane graph, each vertex
is drawn as a point, each edge is drawn as
a horizontal or vertical line segment, and
each face is drawn as a rectangle. A planar
graph is said to have a rectangular drawing
if at least one of its plane embeddings has a
rectangular drawing. In this paper we give
a linear-time algorithm to examine whether
a planar graph G of maximum degree three
has a rectangular drawing or not, and to
find a rectangular drawing of G if it exists.

研究会等

1. 伴野幸造, 折原慎吾, 水木敬明, 西関隆夫:
“電子透かしの最良安全度について”, SCIS
2005, 727–732, 2005年.
概要:

2. Kazuyuki Miura, Hiroki Haga and Takao
Nishizeki:
“Inner Rectangular Drawings of Plane
Graphs”, ISAAC 2004, 693–704, 2004年.
概要: A drawing of a plane graph is called
an inner rectangular drawing if every edge
is drawn as a horizontal or vertical line seg-
ment so that every inner face is a rectan-
gle. In this paper we show that a plane
graph G has an inner rectangular draw-
ing D if and only if a new bipartite graph
constructed from G has a perfect match-
ing. We also show that D can be found in
time O(n1.5/ log n) if G has n vertices and a
sketch of the outer face is prescribed, that
is, all the convex outer vertices and concave
ones are prescribed.

3. Md. S. Rahman, K. Miura and T. Nishizeki:
“Octagonal drawings of plane graphs with
prescribed face areas”, WG 2004, LNCS
3533, 320–331, 2004年.
概要: An orthogonal drawing of a plane
graph is called an octagonal drawing if each

inner face is drawn as a rectilinear polygon
of at most eight corners and the contour of
the outer face is drawn as a rectangle. A
slicing graph is obtained from a rectangle by
repeatedly slicing it vertically and horizon-
tally. A slicing graph is called a good slic-
ing graph if either the upper subrectangle
or the lower one obtained by any horizontal
slice will never be vertically sliced. In this
paper we show that any good slicing graph
has an octagonal drawing with prescribed
face areas, in which the area of each inner
face is equal to a prescribed value. Such a
drawing has practical applications in VLSI
floorplanning. We also give a linear-time
algorithm to find such a drawing. We fur-
thermore present a sufficient condition for
a plane graph to be a good slicing graph,
and give a linear-time algorithm to find a
tree-structure of slicing paths for a graph
satisfying the condition.

4. T. Ito, X. Zhou and T. Nishizeki:
“Partitioning a weighted graph to con-
nected subgraphs of almost uniform size”,
WG 2004, LNCS 3533, 365–376, 2004年.
概要: Assume that each vertex of a graph
G is assigned a nonnegative integer weight
and that l and u are nonnegative inte-
gers. One wish to partition G into con-
nected components by deleting edges from
G so that the total weight of each com-
ponent is at least l and at most u. Such
an “almost uniform” partition is called an
(l, u)-partition. We deal with three prob-
lems to find an (l, u)-partition of a given
graph. The minimum partition problem
is to find an (l, u)-partition with the min-
imum number of components. The maxi-
mum partition problem is defined similarly.
The p-partition problem is to find an (l, u)-
partition with a fixed number p of compo-
nents. All these problems are NP-complete
or NP-hard even for series-parallel graphs.
In this paper we show that both the mini-
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mum partition problem and the maximum
partition problem can be solved in time
O(u4n) and the p-partition problem can
be solved in time O(p2u4n) for any series-
parallel graph of n vertices. The algorithms
can be easily extended for partial k-trees,
that is, graphs with bounded tree-width.

5. K. Koizumi, T. Mizuki and T. Nishizeki:
“Necessary and sufficient numbers of cards
for the transformation protocol”, CO-
COON 2004, LNCS 3106, 92–101, 2004年.
概要: The transformation protocol can
make two players share a secret key using a
random deal of cards. A sufficient condition
on the number of cards for the transforma-
tion protocol to succeed was known. How-
ever, it has been an open problem to obtain
a necessary and sufficient condition. This
paper improves the transformation protocol
and gives a necessary and sufficient condi-
tion for the improved transformation proto-
col to succeed.

6. K. Miura, M. Azuma and T. Nishizeki:
“Canonical decomposition, realizer, schny-
der labeling and orderly spanning trees of
plane graphs (extended abstract)”, CO-
COON 2004, LNCS 3106, 92–101, 2004年.
概要: A canonical decomposition, a realizer,
a Schnyder labeling and an orderly span-
ning tree of a plane graph play an impor-
tant role in straight-line grid drawings, con-
vex grid drawings, floor-plannings, graph
encoding, etc. It is known that the tricon-
nectivity is a sufficient condition for their
existence, but no necessary and sufficient
condition has been known. In this paper, we
present a necessary and sufficient condition
for their existence, and show that a canon-
ical decomposition, a realizer, a Schnyder
labeling, an orderly spanning tree, and an
outer triangular convex grid drawing are no-
tions equivalent with each other. We also
show that they can be found in linear time

whenever a plane graph satisfies the condi-
tion.

7. Md. S. Rahman, N. Egi and T. Nishizeki:
“No-bend orthogonal drawings of subdivi-
sions of planar triconnected cubic graphs”,
The 11th International Symposium on
Graph Drawing, LNCS 2912, 387–392, 2004
年.
概要: A plane graph is a planar graph with
a fixed embedding. In a no-bend orthogo-
nal drawing of a plane graph, each vertex is
drawn as a point and each edge is drawn as
a single horizontal or vertical line segment.
A planar graph is said to have a no-bend or-
thogonal drawing if at least one of its plane
embeddings has a no-bend orthogonal draw-
ing. In this paper we consider a class of
planar graphs, called subdividions of planar
triconnected cubic graphs, and give a linear-
time algorithm to examine whether such a
planar graph G has a no-bend orthogonal
drawing and to find one if G has.

8. Yasuhito Asano and Takao Nishizeki:
“Web-linkage Viewer: Drawing Links in
the Web based on a Site-oriented Frame-
work”, The 11th International Symposium
on Graph Drawing, LNCS 2912, 498–499,
2004年.
概要: In recent years, link-based informa-
tion retrieval methods from the Web are de-
veloped, such as HITS and Trawling. Since
these methods utilize characteristic graph
structures of links in the Web, analyzing
the links by drawing them understandably
will play an important role in the link-based
information retrieval. Moreover, Asano et
al. have shown that a framework using a
site as a unit of information is more natu-
ral and useful for link-based information re-
trieval than the existing framework using a
page as a unit. Therefore, we should distin-
guish links inside a site (called local-links)
between links between sites (called global-
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links) and analyze their own graph struc-
tures. However, existing drawing tools,
such as Gravis and H3Viewer, do not distin-
guish local-links between global-links, and
therefore they cannot draw graph structures
of these links understandably. In this pa-
per, we propose a new drawing tool, named
Web-linkage Viewer, in order to draw graph
structures in the Web according to the site-
oriented framework.

9. 浅野泰仁, 吉田雄介, 西関隆夫, 豊田正史, 喜
連川優:
“サイト間グラフの最小カットを用いたウェ
ブ上のコミュニティ発見法”, 情報処理学会
研究報告 アルゴリズム研究会, 2004-AL-95,
57–64, 2004年 5月.
概要: 近年,ウェブのハイパーリンク構造を利
用した情報発見手法の研究が進められている
が, これに対してサイトを用いた新しい枠組
みが提案され, trawlingなどを用いてこの枠
組みの有効性が示されている. 一方,ユーザー
によって指定されたページに関連するページ
の集合,すなわちコミュニティ,を求める手法
として, Flakeらによって最小カット法が提
案されている. しかし, この手法はリンクの
グラフ構造に対して最小カットを見つけて,
コミュニティを求めており, サイトを用いた
枠組みが最小カット法にどれだけ有用である
かはわかっていない. 本論文では, 浅野らに
よって提案されたサイト識別の方法と豊田，
喜連川らによって収集，作成された 2003年
2月の日本語ページからなる URLとリンク
のデータを用いて, 既存のページを単位とし
た枠組みとサイトを用いた枠組み双方で最小
カット法によって様々なトピックに関してコ
ミュニティを得る実験をすることによって,双
方の性能を評価した．結果として, サイトを
用いた枠組みを用いた最小カット法は既存の
枠組みと比べて精度をほとんど落とさずに,
平均 2.5倍程度の大きさのコミュニティを得
られることがわかった.

10. Kazuyuki Miura, Hiroki Haga and Takao
Nishizeki:

“Inner Rectangular Drawings of Plane
Graphs”, 電子情報通信学会技術研究報告 コ
ンピュテーション研究会, COMP2004-35, 1–
8, 2004年 9月.
概要: 平面グラフGの各内面が長方形になる
ように各辺を水平線分あるいは垂直線分で描
くことを，Gの内部矩形描画と呼ぶ．本論文
ではGが内部矩形描画Dをもつための必要
十分条件は Gから新しく作られた 2部グラ
フが完全マッチングを持つことであることを
示す．また，点数 nの平面グラフ Gとその
外面の概形が与えられたとき，即ち外面上の
全ての点が凸頂点であるか凹頂点であるかが
指定されているとき，DはO(n1.5/ log n)時
間で求めることができることを示す．

11. Yasuhito Asano, Takaaki Mizuki and Takao
Nishizeki:
“On the t-safety of a key-sharing graph”,電
子情報通信学会技術研究報告 コンピュテー
ション研究会, COMP2004-36, 9–17, 2004年
9月.
概要: 複数の人間 (参加者と呼ぶ)がいて，初
期秘密鍵と呼ばれる秘密鍵を共有している参
加者のペアが何組かあるものとする．さらに，
これらの参加者とは別の盗聴者がいるものと
する．鍵共有グラフと呼ばれる無向グラフG

は，このペアを表すものである．Gの各点は
参加者に対応し，各辺は初期秘密鍵を共有す
るペアに対応している．各参加者は，公衆通
信網を用いてすべての参加者にメッセージを
同報できる．このメッセージは，その参加者
の知っている初期秘密鍵と，これまでに同報
されたメッセージから作成される．すべての
メッセージは公衆通信網を用いて同報される
ので，盗聴者とすべての参加者は同報された
すべてのメッセージを聞くことができる．盗
聴者はさらにある整数 t ≥ 0個の初期秘密鍵
をあらかじめ盗んでいるものとする．この条
件の下で，すべての参加者がひとつの共通秘
密鍵を共有したいものとする．本論文では，
すべての参加者がひとつの共通秘密鍵を安全
に共有できるための必要十分条件は、鍵共有
グラフGが (t + 1)個の辺素な全域木をもつ
ことであるということを証明する．
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C02: 連続と離散の統合によるロバストアルゴリズム構築

杉原厚吉 室田一雄 今井浩 松井知己 岩田覚 大石泰章 西田徹志 松浦史郎

東京大学 大学院 情報理工学系研究科
〒 113-8656 東京都文京区本郷 7-3-1
sugihara@mist.i.u-tokyo.ac.jp

1 はじめに

本研究の目的は，今まで連続計算の分野と離散
計算の分野に分かれてそれぞれ独立になされてき
たアルゴリズム研究の知見を融合し，両者の手法
の長所を補完し合うことによって，諸計算のロバ
スト性を確保するための計算原理を開拓すること
である．この目的に沿って，代数計算，幾何計算，
確率計算，量子計算，最適化計算，制御計算におい
て，連続と離散の知見を融合したロバストアルゴ
リズムを追求してきた．その主な成果をまとめる．

2 ディジタル位相優先法

私達の研究グループでは，以前から，位相構造
の一貫性を数値情報より優先させることによって
ロバスト性を確保する幾何アルゴリズム設計法
「位相優先法」を開発し，それを応用して多くの
ロバストソフトウェアを蓄積してきた．この設計
法は，完全なロバスト性が確保でき，しかも処理
速度が劣化しないという利点をもつ．しかし，設
計の際に，扱う対象の位相的不変性を抽出しなけ
ればならないため，問題ごとの洞察が必要で，初
心者には利用しにくいものであった．
今年度は，この位相優先法を，初心者でも使え

るやさしいアルゴリズム設計法へ改良した．その
基本的アイデアは次のとおりである．
位相優先法では，まず解きたい幾何問題の対象

がもつ純粋に組合せ位相的性質を抽出しなければ
ならなかった．そして，これが初心者にはむずか
しかった．この難しさを回避するために，問題の
解のディジタル画像近似を求め，次に，そこから
位相構造を取り出し，最後にその位相構造に基づ
いて解を計算する．
このアイデアの有効性を確かめるために，2次

元円ボロノイ図の構成アルゴリズムを実装した．
円ボロノイ図は，境界が曲線となるために，点ボ
ロノイ図などに比べてロバスト性を確保するのが
難しい．位相構造の判定をいつも正しく行うのに
必要な精度は，非常に高いものになり，計算コス
トが大きい．したがって，位相優先法による実装
が望まれていたアルゴリズムの一つである．

本実装では，まず与えられた円集合に対し，そ
のボロノイ図を近似的に表すディジタル画像を作
る．このとき，各円が少くとも 1個の画素を自分
の領域として含む範囲で，最も低い解像度を採用
する．これによって，扱う画素数を減らすことが
でき，計算の高速性が確保できる．実際，複数の出
発点からの最短路を求めるダイクストラ法によっ
て，円ボロノイ図のディジタル画像近似を求める
ことができ，画素数を N とするとその計算量は
O(N log N)である．
次に，このディジタル画像近似から，円ボロノ
イ図の領域・境界線・ボロノイ頂点の接続構造を
抽出する．そして，これを真の円ボロノイ図の位
相構造の近似とみなす．ディジタル画像の形式で
表現されたボロノイ図は，画素による平面領域の
分割構造の上に作られているため，実際に平面へ
埋め込むことのできる位相構造であるという意味
で，整合性が保たれている．したがって，位相優
先法で位相の一貫性を保証するために利用できる．

最後に，抽出された位相構造に基づいて，ボロ
ノイ点，ボロノイ辺を求めることによって，円ボ
ロノイ図の近似図形を計算する．ディジタル画像
近似によって位相構造の整合性は保証されている
ため，途中で矛盾が生じて破綻することを完全に
防ぐことができる．

このアルゴリズムを円パッキング問題へ応用し
た例を図 2.1に示す．図の (a)は，包含円を振る
ことによって中の小円が移動する途中の状態を示
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図 1(a)

図 1(b)

図 1(c)

図 2.1: ディジタル画像近似を利用した円ボロノ
イ図の計算例: (a) 円の配置，(b) 円ボロノイ図の
ディジタル画像近似，(c) ボロノイ点の計算結果

し，(b)はそれに対する円ボロノイ図のディジタ
ル画像近似を示す．そして，これから抽出した位
相構造に従って，ボロノイ点の中心位置とそこで
の極大空円を計算した結果である．これらの情報
から円パッキング問題を高速に解くことができる

ようになった [15]．
幾何問題をディジタル画像近似を用いて解くこ
とは，多くの問題に対して共通の方法でほぼ機
械的に実行できる．したがって，問題ごとの個別
の工夫がいらないため，初心者にも使える技術と
なった．
このアイデアは，特許申請 [16]も行った．今後
は，球ボロノイ図など 3 次元の幾何構造の計算
アルゴリズムにもこの方法を適用していく予定で
ある．

3 離散へッセ行列

3.1 概要

連続変数の凸解析において, 適当な微分可能性
を仮定すると，関数 gに対して

g が凸関数
⇐⇒ gのヘッセ行列が各点で半正定値
⇐⇒ gの局所 2次近似が各点で凸

が成り立つ．本研究 [7]では, L凸関数 [8, 9] に対
して, この同値性の離散版を構築した. すなわち,
離散へッセ行列と局所 2次展開を定義し, これら
を用いて L凸関数の特徴付けを行った.
一般に, 離散関数 gに関する離散ヘッセ行列H

に下記の性質を要請するのは自然であろう.

• Hは gの局所的な情報により定義され
る対称行列
• gがアフィン関数のときH は零行列
• H は gについて線形
• g(x) = 1

2x>AxのときH はAに一致

離散関数のクラス Cが与えられたとき, 離散ヘッ
セ行列を適当に定義し, さらに, 以下のような性
質を持つ行列のクラスH を見出すことによって,
離散ヘッセ行列のクラスの特徴付けを試みる．

• 行列が H に属する ⇐⇒ その行列
が, Cに属する関数のある点における離
散ヘッセ行列である.
• 関数が C に属する ⇐⇒ その関数の
離散ヘッセ行列が, 各点でHに属する.
• 関数が C に属する ⇐⇒ その関数の
離散ヘッセ行列による局所 2次近似が,
各点で Cに属する.
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本研究で提案する L凸関数に対する離散ヘッセ行
列はこれらの性質を満たしている.

3.2 結果

離散関数 g : Zn → R と p ∈ Znに対して, 離散
ヘッセ行列H(g; p)を以下で定義する:

Hij(g; p) = −ηij(g; p) (i 6= j),

Hii(g; p) = ηi(g; p) +
∑

j 6=i

ηij(g; p).

ただし，χiを第 i単位ベクトルとして，

ηij(g; p)=−g(p+χi+χj)+g(p+χi)+g(p+χj)−g(p),

ηi(g; p) = g(p)+g(p+1+χi)−g(p+1)−g(p+χi).

次の定理は L凸関数に対する離散ヘッセ行列の
クラスを特徴付ける.
定理　次の 3条件は同値である.
(a) gは L凸関数.
(b) 各 pに対して, Hij(g; p) ≤ 0 (∀i 6= j)かつ∑

j Hij(g; p) = 0 (∀i).
(c) 各 pに対して, ĝ(q; p)は qに関する L凸関数.

4 量子情報幾何での連続と離散の融

合

本年度の研究では，量子通信路容量計算という
誤りがある通信路をロバスト化して最大限送るこ
とができる情報量を求める問題について，連続と
離散の融合を実現する研究を遂行することができ
た．以下，この成果について簡単にまとめる．
量子通信路容量は，量子情報理論における基本

的問題であり，量子状態を伝送する際の送信側・
受信側の条件等によって様々な場合が解析されて
いる．Holevo容量 [5]はその中でも代表的な環境
下での量子通信路の容量であり，量子相互情報量
を送信量子状態とその上の確率に関して最大化し
た量である．古典通信路容量は，古典相互情報量
を送信符号上の確率に関して最大化したもので，
相互情報量がその確率に関して凹関数になってい
るため，降下法によって数値的に求めることがで
きる．Holevo容量は，確率について凹性が成り立
つものの，量子状態の変数については逆に凸性が

成り立ち、そのために局所最適解が必ずしも大域
的最適解にならず，その計算は難しいものとなる．

古典通信路容量計算の Arimoto-Blahutアルゴ
リズムを Holevo容量の場合に拡張したアルゴリ
ズムがNagaoka [10]により提案され，Osawa, Na-
gaoka [11]により実装されて，Holevo容量の加法
性に関する予備的実験がなされている．しかし，
上述したことにより，降下法であるこの方法では，
大域的最適解が得られるとは限らない．Shor [14]
は，離散個の量子状態を用いて Holevo容量計算
の部分問題を線形計画問題で表し，無限にある量
子状態から適当なものを部分最適化問題を解くこ
とによって生成し，それを加える列生成法を用い
たアルゴリズムを提案しているが，列生成での最
適化や収束性に関する性質は与えられていない．

このような状況であったところへ，本研究では
次のような展開を今年度図った．まず，Hayashi,
Imai, Matsumoto, Ruskai, Shimono [4]において，
1量子ビット通信路の場合，純粋状態に対応する
Bloch球面をメッシュ点で近似することにより，確
率変数に関する凹関数最大化を非線形計画法で解
くことにより，メッシュの粗さに応じた近似解が
得られることを実験的に報告した．そして，Oto,
Imai, Imai, Shimono [12]において，その近似精
度が Taylor 展開により最適解に十分近い近傍で
は説明できることを述べた．また，そこでは，古
典の場合と同様に，Holevo 容量計算が量子ダイ
バージェンスに関する最小包含球計算に帰着でき
ること，および計算幾何アルゴリズムが適用でき
ることについて触れている．これらの研究で，近
似精度を保証するためには，Bloch 球面全体を均
一に近似することが必要であり，具体的に与えら
れた通信路に対して通信路容量を達成するには明
らかに不要な状態を考慮しないですむ仕組みは与
えられていない．この点は，Shorの論文 [14]で，
Holevo容量よりも古典通信路に近い容量のアク
セス情報量を計算する場合でも問題点として指摘
されており，またそれが ShorがHolevo容量計算
で列生成法を提案する理由でもあった．

さらに，Hayashi, Imai, Matsumoto, Ruskai,
Shimono [4]の方法が球をその球面上の均一な有
限点集合の凸包で近似する内近似法であるのに対
して，その球を含む凸多面体で近似する外近似法
を示し，外近似法において平面切除法を用いると
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適応的に所望の近似精度で計算を行うのに必要な
有限離散個の点を生成しながら近似解を求めるこ
とができることも示す．外近似のためには，球面
上の点集合に対して，各点での接平面により構成
される球を含む半空間の交わりとしての凸多面体
を利用する．内近似に比べ，外近似は実行可能で
ない点，また近似精度が対応する有限点集合の内
近似解よりも悪いという欠点があるが，一方で最
適解の上界を与える始めての方法になっている．
外近似による方法は適応的に必要部分の点の詳細
化が行え，それを理論的解析が可能な簡単な量子
通信路の場合で解析的に示すことを行なった．

5 スポーツスケジューリング

スポーツの試合スケジュール作成の研究は、５
年程前よりアメリカを中心に大きく発展し、ソフ
トウェア会社の新規参入分野として注目を浴びて
いる。アメリカで2004年春出版された Handbook
of Scheduling [1]では、組立工場の日程計画等の
古典的な研究に混じって「Sports Scheduling」と
いう独立した１章を割り当てられている程である。
この背景には、大学の体育系学科の多くがスポー
ツマネージメント専攻を持つアメリカの、スポー
ツ産業の成熟がある。

これに対し、日本のプロスポーツ界で、試合ス
ケジュール作成にソフトウェア会社等が積極的に
介入した例はまだない。しかし、先の日本プロ野
球リーグ制の議論を見ても分かるように、日本の
プロスポーツ界はマネージメント面において大き
な転換期を迎えようとしている。今後数年間の内
に、日本プロスポーツにおいて収益管理やその透
明性について詳細に議論されるようになることは
間違いないだろう。

プロスポーツの収入の中心は、試合観戦による
ものであり、その内訳は試合場に直接足を運ぶ観
客と、ＴＶ等のメディアからの収入に分けられる。
これに対し、魅力的な「試合スケジュール」によっ
て収入増加を図る事は、少ない投資で堅実な収入
の増加を見込める最も重要な手段の一つである。
更に、試合場と試合日程を巧妙に選択してチーム
の移動や宿泊の費用を抑えることは、第２リーグ
や学生リーグにとっては重要な課題である。これ
に対し現状は、試合スケジュールの作成は数名の

担当者の勘と経験に頼っている事が殆どである。
しかし (10数チームの場合で)数千億通りを超え
るスケジュールの中から、最も良いものを選び出
す作業は、勘と経験では不可能であり、前年度ス
ケジュールを改訂する程度に留まる事が多い。
宮代隆平との共同研究 [6]により，スポーツス

ケジューリングにおける最適ホームアウェイテー
ブル作成問題対するElf予想 [2]を肯定的に解決す
ることができた．これは，ブレーク数を最小化す
る問題において，最適値がチーム数未満であるか
を判定する問題が多項式で解けるという予想であ
り，ドイツの研究グループである Elfらによって
提唱されていたものである．Elfらはこの問題が
特殊な最大カット問題であることから多項式時間
解法が存在することを予想していたが，我々の研
究によって，最大カット問題ではなく２ SAT問題
として定式化することによって多項式時間で解か
れる事が示された．また，最大カット問題として
定式化された際の近似解法についても提案を行っ
ている．

6 符号対称行列のSylvester指数

社会現象を線形方程式系で定式化する際には，
選好順序や係数の正負などの大小関係は容易に知
ることができるが，係数の数値化が困難である場
合が多い．このような定性的情報のみ与えられて
いる状況で解析を行うためには，係数行列が要素
の絶対値によらず正則 (符号正則)かどうかを知
る必要が生じる．この符号正則性を判定する問題
の計算複雑度は長い間未解決であったが，1999年
にRobertson, Seymour, Thomas [13]によって多
項式時間解法が示された．本研究では, 符号正則
な対称行列の Sylvester符号指数を決定する多項
式時間アルゴリズムを提案した．

n次対称行列 A に対し，適当な正則行列 S に
よる合同変換で

S>AS = diag(1, . . . , 1,−1, . . . ,−1, 0, . . . , 0)

という対角行列に変換したときの 1,−1, 0 の個数
が Sylvester符号指数と呼ばれる. Sylvester符号
指数は, 2次形式の概形を規定する基本的な不変
量である.
対称行列 A の行列式の展開項で非零なものが
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存在する時，Aは項別正則であると言う．正則な
対称行列は項別正則である．また, 非ゼロ要素の
絶対値によらず, 同じ符号要素の対称行列が全て
正則であるとき, 符号正則であるという.
符号正則な対称行列に対しては，Sylvester符号

指数を行列要素の符号情報のみから一意に定まる
ことが Hall, Li, Wang [3] によって明らかにされ
た. 本研究では, 項別正則な対称行列の組合せ的
構造を解析することによって, 符号指数を効率的
に計算するアルゴリズムを設計した.

n次正方行列Aを表現する 2部グラフG(A) =
(U, V ; E)を，頂点集合 U := {u1, . . . , un},V :=
{v1, . . . , vn}，枝集合E := {(ui, vj) | aij 6= 0, ui ∈
U, vj ∈ V }で定める．
各頂点に高々一つの枝が接続している枝集合を

マッチング，そして全ての頂点に接続している時を
完全マッチングという．正方行列Aに対し，G(A)
が完全マッチングを持つ時，かつその時に限りA

が項別正則である．
項別正則な対称行列 A に対応する 2部グラフ

G(A) := G(U, V ; E) の構造を調べる．項別正則
性から G(A) は完全マッチング M を持つ．枝集
合 X ⊆ E に対し，X の転置 X> := {(uj , vi) |
(ui, vj) ∈ X} を定義する．すると対称性より完
全マッチングM の転置M> は完全マッチングで
あり，サーキット C ⊆ E の転置 C> はサーキッ
トである．C>とCが等しい時対称なサーキット
と呼ぶ．両端点がサーキット C 上にありCに含
まれない枝をCの弦と呼ぶ．この時次の定理が成
り立つ．

定理 1 項別正則な対称行列 Aに対し，G(A)は
以下のいずれかの条件を満たす．

• aii 6= 0 となる (ui, vi) を含む完全マッチン
グが存在する.

• aij = aji 6= 0 (i 6= j) となる (ui, vj), (uj , vi)
を含む完全マッチングが存在する.

• G(A)は弦の無い対称なサーキットの直和．

この定理を用いて, 符号正則な n次対称行列の
符号指数を, 行列要素の符号情報のみから計算す
るアルゴリズムを設計した. その計算量は, 非零
要素数を m とするとき, O(nm) である.

一方で, 項別正則とは限らない一般の対称行列
に関しては, 行列要素の符号情報のみから符号指
数が決定不可能かどうかを判定する問題は，NP
完全であることも明らかとなった．

7 ロバスト制御器の確率的設計

7.1 目的

非線形なパラメータ的不確かさが存在する場合
のロバスト制御系設計は，古典的ではあるが依然
として難しい問題である．本研究ではできるだけ
保守的でない制御系設計をするために，パラメー
タ依存 Lyapunov関数を使って定式化し，確率的
算法を適用することを考える．

7.2 定式化

パラメータ依存 Lyapunov関数を使う場合，ロ
バスト制御系の設計問題は次のように表現できる．
ただし，V (x, y, θ)は x ∈ Rn, y ∈ Rm, θ ∈ Θ ⊆
Rp の対称行列値の関数であり，xと yに関して
アフィンであって，θ ∈ Θ の対称行列値の関数
V0(θ), V1(θ), . . . , Vn+m(θ)を使って

V (x, y, θ) = V0(θ) +
n∑

i=1

xiVi(θ) +
m∑

i=1

yiVn+i(θ)

と表されるとする．

問題．任意の θ ∈ Θに対して

V (x, y, θ) ≺ O

を満たす y ∈ Rmが存在するような x ∈ Rnを求
めよ．ただし，yは θに依存してもよい．

ここでパラメータ θに依存しない変数xは求める
制御器に対応し，
パラメータに依存する変数 yは Lyapunov関数
に対応する．
以上の問題は，関数 V が変数 yに依存しない
という特別な場合には，既にこれを解くための確
率的算法が構成されている．本研究ではこれを拡
張し，V が yに依存する場合にも使えるような確
率的算法の構成を行なう．
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7.3 結果

パラメータ θに依存する変数 yが存在する場合
に使える確率的算法を構成した．
まず，変数 xとパラメータ θを固定するとき，

V (x,y, θ) ≺ Oを満たす y ∈ Rmが存在するとい
うことは，

min
y∈Rm

λ[V (x, y,θ)] < 0 (2.12)

と同値であることに注意する．ただしλ(A)は対称
行列Aの最大の（最も正の）固有値を表すものと
する．式 (2.12)の左辺miny∈Rm λ[V (x, y, θ)] は
xに関して凸であるので，あとはこの関数の劣勾
配さえ計算できれば，前年度構成した確率的算法
が使えることになる．ところが，この関数の値は
半正定値計画問題

minimize λ in (λ,y)

subject to V (x, y, θ)− λI ¹ O

の最適値であることに注意すると，その双対問題

maximize tr [UV (x,0, θ)] in U

subject to U º O, trU = 1,

tr [UVn+i(θ)] = 0 for i = 1, 2, . . . , m

の最適解Uを使って求める劣勾配が計算できるこ
とがわかる．
以上の考察に基づき，前節の問題に対する確率

的算法を構成した．構成した算法は，問題のサイ
ズの多項式で表される数の繰り返しの後に停止し，
ほとんどの θ ∈ Θに対して

V (x, y, θ) ≺ O

を満たす y ∈ Rmが存在するようなxを高い信頼
度で求めるか，またはそのようなxが近似的な意
味で存在しないことを検出する．

8 ボート航行距離方程式のロバスト

解法

流れを伴う 2次元水面上に 2点，始点と終点が
与えられとき，ボートが始点から終点まで動くの
にかかる最短時間をボート航行距離と呼び，この

距離を求める問題を時間項を含まない偏微分方程
式の境界値問題に帰着した．この方程式をボート
航行距離方程式と名付けた．この方程式は幾何光
学などで知られる eikonal方程式の拡張になって
いる．eikonal方程式は Fast Marching法という
数値解法によって，効率的かつ安定に解くことが
できるので，その手法をボート航行距離方程式に
適用したが，うまく機能しなかった．そこで，我々
の方程式を効率的かつ安定に解くことができるよ
うに改良した拡張 Fast Marching法を考案した．
本年度は，ボート航行距離方程式の次元の一般

化，具体的には，流れを伴う曲面上における最短
距離を求めるための偏微分方程式の構築を行った．
ボート航行距離は，その作り方から 2次元から 3
次元への拡張は容易であるので，方程式を 3次元
にし，領域を曲面に制限することで解くことがで
きる．しかし，本研究では，曲面を平面に射影する
ことにより，新たな方程式の構築を行った．なぜ
なら，次元を減らせることや，拡張Fast Marching
法を利用することができるからである．

Ω ∈ R2 を xy 平面上の領域，z =
h(x, y), (x, y) ∈ Ωを曲面の高さとする．曲面は
微分可能とし，その偏微分を

(
∂h

∂x
,
∂h

∂y

)
≡ (hx, hy)

とする．さらに，曲面上には，曲面に沿う流れ
f(x, y, z) ∈ R3 が与えられているとする．
流れがなければ速さ F (x, y, z) で航行できる

ボートがこの曲面上を移動するとする．ただし，各
点でF > |f |を仮定する．p，qをΩ上の点とし，曲
面上の対応する点をそれぞれ (p, h(p))，(q, h(p))
とする．このとき，(p, h(p))から (q, h(q))へ移動
するのに必要な最短時間を「曲面上のボート航行
距離」と呼ぶ．
曲面上のボート航行距離を解析的に求めること
は難しいので，近似計算に頼らざるを得ない．そ
こで，偏微分方程式を利用をするのだが，ここで
は平面に射影して解く．つまり，ボートは曲面上
を移動するのだが，それを射影した平面上で書き
表すことを考える．
時刻 0に p0 ∈ Ωにいるとし，このボートの点

p = (x, y)までの到達時間を T (x, y)とする．ボー
トが最短時間を達成する経路に沿って進み，時刻 t

で (x, y)を通過し，時刻 t+∆tでは，(x+∆x, y+
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∆y)を通過するとすると，

∆t = T (x + ∆x, y + ∆y)− T (x, y)

と表わすことができる．そして，右辺第 2項をテ
イラー展開すると

∆t = Tx∆x+Ty∆y +O((∆x)2 +(∆y)2) (2.13)

となる．ただし，Tx, Tyは，それぞれ T の x, y方
向への偏微分を表わす．
次に，曲面上の動きを射影したときの Ω上で

の動きを考える．N を曲面の法線ベクトル，Sを
曲面上の点 (p0, h(p0))からの等時間曲線 Γに対
する接ベクトルとする．このとき，最短時間を
達成するためには，ボートは Γに対して入射角
が垂直になるように進むのがよい．よって，時
刻 t から時刻 t + ∆t の間のボートの変位は，
F (N × S) + f∆tと書ける．ただし，法線ベクト

ルは N = (−hx,−hy, 1)/
√

1 + hx
2 + hy

2，接ベ
クトルは

S =
(Ty,−Tx, hyTx − hxTy)√
T 2

x + T 2
y + (hyTx − hxTy)2

である．
f = (fx, fy, fz)と置くと，F (N × S) + f∆tを

Ω上へ射影したときのx成分，y成分は，それぞれ

∆x =

{
F

(1 + h2
y)Tx − hxhyTy

k
+ fx

}
∆t,(2.14)

∆y =
{

F
(1 + h2

x)Ty − hxhyTx

k
+ fy

}
∆t(2.15)

となる．ただし，

k =
√

(1+h2
x+h2

y)(T 2
x +T 2

y +(hyTx−hxTy)2).

である．
式 (2.13)，(2.14)，(2.15)により，

F

√
(1 + h2

y)T 2
x − 2hxhyTxTy + (1 + h2

x)T 2
y

1 + h2
x + h2

y

= 1− Txfx − Tyfy(2.16)

を得る．
式 (2.16)を T (p0) = 0の境界条件をもとで解く

ことによって，曲面上のボート航行距離を求める
ことができる．

これにより，航路や飛行路の最短経路問題に応
用が期待される．タンカーや船が海を航行すれと
する．そのとき，海の表面は海流を伴う曲面であ
る．また，長距離を飛ぶ飛行機は，気流に影響さ
れながら，ほとんどの時間をある決められた高度
を保ちつつ移動する．ゆえに，これも流れを伴う
曲面となる．

今後は，F > |f |と仮定していた条件を取り除
いても効率的かつ安定に解くことのできる手法の
開発を行っていきたい．
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observables. In this paper, two formulas are
presented which represent families of tight
Bell inequalities. They result from applying
triangular elimination to hypermetric and
pure clique-web inequalities of cut polytope.
In addition, we prove that under some con-
ditions, the CHSH inequality is irrelevant
given any one of the obtained Bell inequal-

ities

31. Satoru Iwata, Satoko Moriguchi, Kazuo
Murota:
“A Capacity Scaling Algorithm for M-
convex Submodular Flow”, 10th Interna-
tional IPCO Conference, pp. 352–367, 2004
年 6月.
概要: This paper presents a faster algorithm
for the M-convex submodular flow problem,
which is a generalization of the minimum-
cost flow problem with an M-convex cost
function for the flow-boundary, where an M-
convex function is a nonlinear nonseparable
discrete convex function on integer points.
The algorithm extends the capacity scaling
approach for the submodular flow problem
by Fleischer, Iwata and McCormick (2002)
with the aid of a novel technique of changing
the potential by solving maximum submod-
ular flow problems.

32. Deok-Soo Kim, Byunghoon Lee, Cheol
Hyung Cho, Kokichi Sugihara:
“Plane-Sweep Algorithm of O(nlogn)
for the Inclusion Hierarchy among Cir-
cles”, Computational Science and Its
Applications-ICCSA-2004 (Lecture Notes
in Computer Science), no. 3045, pp. 53–61,
2004年 5月.
概要: Suppose that we have a number of
circles in a plane and some of them may
contain some others. Then, finding the
hierarchy among circles is of important for
various applications such as the simulation
of emulsion. In this paper, we present a
plane-sweep algorithm which can identify
the inclusion relationship among the circles
in O(n log n) time in the worst-case. The
algorithm uses a number of sweep-lines
and a red-black tree for the efficient
computation.

33. Shiro Matsuura, Kokichi Sugihara:
“Use of Discrete Topology for the Construc-
tion of Generalized Voronoi Diagrams”, In-
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ternational Symposium on Voronoi Dia-
grams in Science and Engineering, pp. 153–
163, 2004年 9月.
概要: This paper presents a new scheme for
robust computation of generalized Voronoi
diagrams, in which the robustness is guar-
anteed on the basis of topological consis-
tency. The topology-based approach is one
of the most successful principles for de-
signing robust algorithms to solve geomet-
ric problems, which the author’s group has
been developed for a long time. This ap-
proach generates efficient algorithms be-
cause the floating-point arithmetic can be
used, but is not a beginners’ technique
because topological invariants for individ-
ual problems are required in the design
of the algorithms. The new scheme pre-
sented here uses discrete topology obtained
from a digital-picture approximation of the
Voronoi diagram. Hence, deep insight is not
necessary to extract individual invariants.
The basic idea together with its application
to wire bundling is presented.

34. Masaki Moriguchi, Kokichi Sugihara:
“Isotropic and Feature-Preserving Mesh
Simplification Based on Constrained Cen-
troidal Voronoi Diagrams”, International
Symposium on Voronoi Diagrams in Science
and Engineering, pp. 83–93, 2004年 9月.
概要: We propose an efficient method for
simplifying triangular meshes to isotropic
and feature-preserved meshes. We first con-
struct the constrained centroidal Voronoi
diagram on the surface by using the Lloyd
iteration method, and then we make the
dual graph of it, i.e. the Delaunay trian-
gulation, to obtain a simplified mesh. The
constrained centroidal Voronoi diagram,
whose centroids are constrained to the sur-
face, is an extension of the 2D centroidal
Voronoi diagram to surfaces in higher di-
mensions. By the nature of the cen-
troidal Voronoi diagram, simplified meshes

are highly isotropic; non-uniform mesh sim-
plification (such as curvature-adapted one)
can also be done by defining an appropriate
density function over the surface. The dis-
tance is measured by the usual Euclidean
distance, rather than the geodesic distance,
and the constrained centroid is simply the
closest point on the surface to the uncon-
strained centroid. This property makes
it easier to construct the constrained cen-
troidal Voronoi diagram. Finally further
constraining some centroids to the surface
features (sharp edges, user-defined edges,
boundary edges, etc.), we could achieve
feature-preserving mesh simplification.

35. Kazuo Murota:
“Fundamentals in Discrete Convex Anal-
ysis”, Dagstuhl Seminar, Computing and
Markets, 2005年.
概要: This talk describes fundamental prop-
erties of M-convex and L-convex functions
that play the central roles in discrete convex
analysis. These concepts were originally in-
troduced in combinatorial optimization, but
turned out to be relevant in economics. Em-
phasis is put on discrete duality and conju-
gacy respect to the Legendre-Fenchel trans-
formation.

36. Kohei Murotani, Kokichi Sugihara:
“Watermarking 3d Polygonal Meshes Us-
ing Generalized Singular Spectrum Anal-
ysis”, NICOGRAPH International Confer-
ence 2004, pp. 121–126, 2004年.
概要: This paper presents a generalization
of the singular spectrum analysis (SSA) and
applies it to the construction of a new ro-
bust watermarking method that adds a wa-
termark to a 3D polygonal mesh in the spec-
tral domain. The basic SSA is a fundamen-
tal tool for analyzing one-dimensional se-
quence such as time series, and is not suit-
able for multi-dimensional data. In order to
overcome this difficulty, we generalize the
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basic SSA in such a way that it can be
used for the 3D polygonal meshes. Water-
marks embedded by this method are resis-
tant to similarity transformations and ran-
dom noises.

37. Tetsushi Nishida, Kokichi Sugihara:
“Extended Fast Marching Method for the
Boat-Sail Distance and Its Applications”,
Mathematical Aspects of Image Processing
and Computer Vision 2004, 2004年 11月.
概要: In this talk, we introduce a boat-sail
distance. Suppose that we want to travel on
the surface of water with a boat. If there
is no flow of water, the boat can move in
any direction at the same maximum speed.
If the water flows, on the other hand, the
speed of the boat is anisotropic; the boat
can move faster in the same direction as the
flow, while it move only slowly in the direc-
tion opposite to the flow direction. Thus, a
boat-sail distance is defined as the smallest
time necessary for the boat to move from
one point to another. According to this
distance, the surface of water is partitioned
into regions. This partition is called a boat-
sail Voronoi diagram.

38. Tetsushi Nishida, Kokichi Sugihara:
“Approximation of the Boat-Sail Voronoi
Diagram and Its Application”, Interna-
tional Symposium on Voronoi Diagrams in
Science and Engineering, pp. 63–72, 2004年
9月.
概要: A new generalized Voronoi diagram,
called a boat-sail Voronoi diagram, is de-
fined on the basis of the time necessary for
a boat to reach on water surface with flow.
The problem of computing this Voronoi dia-
gram is reduced to a boundary value prob-
lem of a partial differential equation, and
a numerical method for solving this prob-
lem is constructed. The method is a modi-
fication of a so-called fast marching method
originally proposed for the eikonal equation.

Computational experiments show the effi-
ciency and the stableness of the proposal
method. We also apply our equation to the
simulation of the forest fire.

39. Tetsushi Nishida, Kokichi Sugihara:
“Boat-Sail Voronoi Diagram on a Curved
Surface”, International Symposium on
Voronoi Diagrams in Science and Engineer-
ing, pp. 63–72, 2004年 9月.
概要: We propose a new general-
ized Voronoi diagram, called a “boat-sail
Voronoi diagram on a curved surface”. This
is an extention of the boat-sail Voronoi di-
agram. The boat-sail Voronoi diagram is
the partition of a two-dimensional plane, on
the basis of the boat-sail distance. On the
other hand, our new Voronoi diagram sub-
divides the curbed surface with flow into
the regions. In this paper, we derive a par-
tial diffrential equation to solve the boat-
sail Voronoi diagram on a curved surface
and show some numerical examples.

40. Mayumi Oto, Hiroshi Imai, Keiko Imai,
Toshiyuki Shimono:
“Computational Geometry of Bloch
Sphere”, ERATO Conference Quantum
Information Science 2004 (EQIS2004),
pp. 156–157, 2004年 9月.
概要: On the Bloch sphere, computational-
geometric problems can be treated for the
quantum divergence as a proximity func-
tion, whose geometry is called quantum
information geometry. By generalizing
the result by Onishi and Imai on the
computational-geometric structure in the
classical information geometry, where the
Kullback-Leibler divergence is used as
a proximity function, Voronoi diagrams
are introduced. We show the minimum
enclosing sphere problem with respect to
the quantum divergence is related to the
approximate computation of the Holevo
capacity of a quantum communicatin
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channel,and based on an assumption it
produces n-approximate solution in time
O(1/n).

41. Mayumi Oto, Hiroshi Imai, Keiko Imai:
“Computational Geometry on 1-qubit
Quantum States”, International Sympo-
sium on Voronoi Diagrams in Science and
Engineering, pp. 145–151, 2004年 9月.
概要: A set of 1-qubit quantum states
are represented by a unit sphere, called
the Bloch sphere. On the Bloch sphere,
computational-geometric problems can be
treated for the quantum divergence as
a proximity function, whose geometry is
called quantum information geometry. By
generalizing the result by Onishi and Imai
on the computational-geometric structure
in the classical information geometry, where
the Kullback-Leibler divergence is used as
a proximity function, Voronoi diagrams are
introduced. The minimum enclosing sphere
problem with respect to the quantum
divergence is related to the approximate
computation of the Holevo capacity of
a quantum communication channel, and
based on an assumption observed by exper-
iments it produces ε-approximate solution
in time O(1/ε).

42. Kokichi Sugihara:
“Robust Geometric Computation Based
on Digital Topology”, Proceedings of the
10th International Computing and Combi-
natorics Conference (Computing and Com-
binatorics, Lecture Notes in Computer Sci-
ence), no. 3106, pp. 3–12, 2004年 8月.
概要: This paper present a new scheme for
designing numerically robust geometric al-
gorithms based on topological consistency.
The topology-based approach is one of the
most successful principle for designing ro-
bust algorithms to solve geometric prob-
lems, which the author’s group has been
developed for a long time. This approach

generates efficient algorithms because the
floating-point arithmetic can be used, but is
not a beginners’ technique because topolog-
ical invariants for individual problems are
required in the design of the algorithms.
The new scheme presented here uses dig-
ital topology instead of individual invari-
ants, and hence will change the topology-
based approach from a middle-level tech-
nique to a beginners’ level technique. The
basic idea together with its application to
wire bundling is presented.

43. Kokichi Sugihara:
“Realization of Impossible Objects and a
New Type of Visual Illusion”, Mathemat-
ical Aspects of Image Processing and Com-
puter Vision 2004, 2004年 11月.
概要: There is a class of line drawings called
“pictures of impossible objects”, which give
us some impression of three-dimensional
solid objects but at the same time give us
impression that such objects cannot be re-
alized. These pictures are familiar in the
sense that famous artists such as Escher
used these pictures for their artwork. It
is usually believed that the solid structures
represented in these pictures cannot be real-
ized as three-dimensional objects. However,
some of pictures of impossible objects ac-
tually represent three-dimensional solid ob-
jects. Those pictures can be identified by
the theory of interpretation of line drawing,
which has a long history in computer vision.
In this talk we focus on the way of reducing
the realizability of objects to the feasibil-
ity of linear constraints, together with some
combinatorial aspects of the problem in or-
der to reduce the time complexity as well as
to circumvent numerical instability.

研究会等

1. David Avis，今井浩，伊藤剛志，佐々木勇也
:

– 199 –



“非線形および半定値計画を用いたBell不等
式の必要性関係の判定”, 第 11回 電子情報通
信学会量子情報技術研究会（QIT11）, 2004
年 12月.
概要: Bell 不等式は量子状態の非局所性を捉
える道具として重要である．Collinsと Gisin
は CHSH 不等式を満たし I3322 Bell不等式
を破る量子状態の存在を示した．この性質は
CHSH不等式に対する I3322不等式の必要性
と呼ばれる．I3322不等式に対して必要性を
持つBell不等式の例は知られていない．本論
文では非線形最適化を繰り返し用いてBell不
等式の必要性を判定する方法を提案し，これ
によっても同じ結果を導けることを示す．提
案方法では量子状態が CHSH不等式を満た
す必要十分条件であるHorodecki条件を用い
ていないため，他のBell不等式の I3322不等
式に対する必要性を調べるのにも適用できる.
さらに半定値計画を組み合わせた方法も提案
し，両方法の現時点での問題点を述べる．

2. 林正人, 今井浩, 松本啓史, Mary Beth
Ruskai, 下野寿之:
“ホレボ容量の加法性 －最適信号数 4 を持
つ量子ビットチャンネルの考察から－”, 第
10回 電子情報通信学会量子情報技術研究会
（QIT10）, 2004年 5月.
概要: An example is given of a qubit quan-
tum channel which requires four inputs to
maximize the Holevo capacity. The exam-
ple is one of a family of channels which are
related to 3-state channels. The capacity
of the product channel is studied and nu-
merical evidence presented which strongly
suggests additivity. The numerical evidence
also supports a conjecture about the con-
cavity of output entropy as a function of en-
tanglement parameters. However, an exam-
ple is presented which shows that for some
channels this conjecture does not hold for
all input states.

3. Hiroshi Hirai, Kazuo Murota, Masaki Riki-
toku:
“Electric Network Kernel for Support Vec-

tor Machines”, 日本オペレーションズ・リ
サーチ学会 2005年度春季研究発表会, 2005
年 3月.
概要: This paper investigates support vec-
tor machine (SVM) with a discrete kernel,
named electric network kernel, defined on
the vertex set of an undirected graph. Em-
phasis is laid on mathematical analysis of its
theoretical properties with the aid of elec-
tric network theory and the theory of dis-
crete metrics. SVM with this kernel admits
physical interpretations in terms of resistive
electric networks; in particular, the SVM
decision function corresponds to an electric
potential. Preliminary computational re-
sults indicate reasonable promise of the pro-
posed kernel in comparison with the Ham-
ming and diffusion kernels.

4. 今井浩:
“量子情報処理一時世代モデルの新展開”, 第
３回情報科学技術フォーラム（FIT2004）,
2004年 9月.
概要: 量子コンピュータは，暗号セキュリティ
の諸問題を極めて効率的に解けることが理論
的に示されたことによって，次世代計算モデ
ルとして期待されている．これらは，量子力
学原理を情報処理に活用するものであるが，
量子力学というところがとっつきにくかった
りする．本稿では，そのようなある種の壁を
乗り越えて，量子コンピュータ研究が今のコ
ンピュータ科学の延長線上にもあることを簡
明に解説することを試みる．

5. 岩田覚，清水亮:
“行列束のKronecker標準形の組合せ論的解
析”, 日本応用数理学会年会, pp. 398–399,
2004年 9月.
概要: 微分代数方程式で記述される動的シス
テムの解析においては, 行列束の Kronecker
標準形の構造指数が基本的な役割を果たして
いる. しかし, 構造指数は, 摂動に対して不
安定な離散値を取るため, 正確に計算するに
は, 計算誤差に対してロバストな手法の開発
が必要とされる.本研究は, 行列束の零非零
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構造に注目し, 数値誤差の生じ得ない組合せ
的手法によって構造指数の精密な推定値を計
算することを目的としている.

6. 垣村尚徳，岩田覚:
“符号対称行列の Sylvester指数”, 日本ＯＲ
学会秋季研究発表会, pp. 228–229, 2004年 9
月.
概要: 各要素の符号情報が与えられた対称行
列は, 非零要素の絶対値によらず, 常に正則
であることが保証されるとき, 符号正則とい
われる. 符号正則な対称行列においては, そ
の Sylvester指数が一意に定まることが知ら
れている. 本研究では, 符号正則な対称行列
の符号指数を具体的に計算する効率的なアル
ゴリズムを設計した. また, 与えられた対称
行列の Sylvester指数が符号情報のみから決
定不可能であることを判定する問題がNP完
全であることを示した.

7. 森口聡子，室田一雄:
“L凸関数に対する離散ヘッセ行列”, 日本Ｏ
Ｒ学会 2005年度春季研究発表会, 2005年 3
月.
概要: L凸関数は, 整数格子点上で定義され
た関数のクラスとして, 離散凸解析において
中心的な役割を担っている．本稿では, L凸
関数に対して, 離散へッセ行列と局所 2次展
開を定義し, これらを用いて L凸関数の特徴
付けを行う.

8. Kazuo Murota:
“DE vs IMT: Some History and Some
Mathematics”, 京都大学数理解析研究所研
究集会「Thirty Years of the Double Expo-
nential Transforms」, 2004年 9月.
概要: Comparison is made between the
Double Exponential formula and the IMT
rule for numerical integration in terms of
basic ideas, error estimates, and optimal-
ity. This talk is intended to be a kind of
personal recollection of an applied mathe-
matician who had the fortune to work on
this topic as the first research subject in his
career and, since then, witnessed the subse-
quent continual developments as a passive

onlooker.

9. Tetsushi Nishida, Kokichi Sugihara:
“Robust Numerical Method for the Boat-
Sail Distance and Its Applications”, 第 33
回数値解析シンポジウム, pp. 65–68, 2004年
5月.
概要: Suppose that we want to travel on
the surface of water with a boat. If there
is no flow of water, the boat can move in
any direction at the same maximum speed.
If the water flows, on the other hand, the
speed of the boat is anisotropic; the boat
can move faster in the same direction as the
flow, while it move only slowly in the direc-
tion opposite to the flow direction. Mod-
eling this situation, we can introduce the
boat-sail distance. In order to construct a
numerical method for computing the boat-
sail distance, we reduce the problem to a
boundary value problem of a partial differ-
ential equation. This idea is the same as
the idea for reducing the problem of com-
puting the Euclidean distance to a bound-
ary value problem of the eikonal equation.
Hence, our formulation can be considered a
generalization of the eikonal equation. In
the case of the eikonal equation, the fast
marching method is well known as an ef-
ficient and stable computational technique.
Therefore we applied the idea of the fast
marching method to our equation, but we
found that it did not work well. In this pa-
per, we propose a new method by extend-
ing the scheme of the fast marching method
and show the efficiency and the stableness
of the proposal method by numerical exper-
iments.

10. Tetsushi Nishida, Kokichi Sugihara:
“FEM-like Fast Marching Method for the
Computation of the Boat-Sail Distance”,
情報処理学会研究会研究報告, pp. 105–112,
2004年 1月.
概要: 流れのある水面上を航行するボートの
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振舞いをモデル化することによって，ボート
航行距離という概念を導入する. そして，こ
の距離を計算する問題を偏微分方程式の境界
値問題に定式化し，得られた境界値問題を解
く数値計算法を構成する．その方法は eikonal
方程式に対して提案された fast marching法
を改良したものである．数値実験により，提
案した方法が効率性よく安定に動作すること
を示す．

11. 大音真由美, 今井浩, 今井桂子:
“１量子ビットの量子状態における計算幾何
とその応用”, 第 11 回量子情報技術研究会
(QIT11), pp. 121–126, 2004年 12月.
概要: Let a parameter space of qubits
be the quantum state space. In this
space, computational-geometric problems
can be treated for the quantum divergence
as a proximity function, whose geometry
is called quantum information geometry
first researched by Nagaoka. By gener-
alizing the result by Onishi and Imai on
the computational-geometric structure in
the classical information geometry, where
the Kullback-Leibler divergence is used as
a proximity function, Voronoi diagrams
are introduced. We describe the far-
thest Voronoi diagram in quantum informa-
tion geometry, and the minimum enclosing
sphere problem in the quantum state space
of 1-qubit.

12. 大音真由美, 今井浩, 今井桂子:
“計算幾何を用いた 1量子ビットの量子通信
における Holevo容量計算のアルゴリズム”,
情報処理学会アルゴリズム研究会, pp. 115–
119, 2004年 10月.
概要: 量子ビットで表現されるパラメータ空
間を量子空間と定義したとき，この量子空間
における計算幾何では，量子ダイバージェン
スは近傍関数として扱うことができ，量子計
算幾何と呼ばれている．本研究は，大西と今
井による古典情報幾何での計算幾何学的構
造の研究成果を量子情報幾何に拡張したもの
であり，ここではKullback-Leiblerダイバー

ジェンスは近傍関数として用いられており，
ボロノイ図が導入されている．本稿ではまず，
1量子ビットの量子空間における最小包含球
問題について述べ，その応用として量子通信
路でのホレボ容量を計算するアルゴリズムを
提案する．次に，量子空間の離散化によって
時間計算量がO(1/ε) で ε近似解を持つこと
を述べる．

13. 佐々木勇也, 伊藤剛志, 今井浩, David Avis:
“組合せ論から導出される Bell 不等式”, 第
10回 電子情報通信学会量子情報技術研究会
（QIT10）, 2004年 5月.
概要: Bell不等式，特にタイトなものを求め
る研究がここ数年で進んできている．本発表
では，組合せ論でのカット凸多面体の理論を
適用して，2パーティ，m観測量，2観測値の
場合においてカット多面体のファセットから
新しくBell不等式を導出する手法について概
説し，特にその不等式がタイトであり互いに
本質的に異なることを示す．結果として，2
パーティ，10観測量，2観測値のタイトで互
いに異なる Bell不等式を CHSH不等式以外
に 44,368,793種類発見することに成功した．

14. 谷口隆晴，杉原厚吉:
“非粘性圧縮流体方程式に対する方向適合型
無反射境界条件”, 第 33回数値解析シンポジ
ウム講演予稿集, pp. 13–17, 2004年.
概要: 数値流体力学をはじめとする現実問題
を取り扱った数値計算では，広大な現実の空
間に比べ計算機の中で扱うことのできる領
域は高々有限であり，計算対象となる空間の
打ち切りが必要となる．このとき，打ち切ら
れた断面という人工的な境界が生じてしま
うが，そのような人工的な境界上では特別な
取り扱いをしない限り，現実には存在しない
反射波が生成されてしまう．そこで，境界上
で反射波をなくすような境界条件，すなわち
無反射境界条件の設定が必要となる．無反射
境界条件は既にいくつか提案されているが，
既存の手法では波が境界に対して垂直に入射
する，という仮定がおかれていた．本発表で
は，非粘性圧縮流体方程式 (Euler方程式) を
考え，解が境界付近で単純波として挙動する，
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という仮定をおくことによって，流れが垂直
という仮定を持たない無反射境界条件を提案
する．

15. 谷口隆晴，杉原厚吉:
“特性曲線法を用いた新しい無反射境界条件”,
日本流体力学会年会 2004, G-221, 2004年.
概要: Because the computational resources
are finite, one needs to truncate the com-
putational domain when he/she simulates a
physical problem. This truncation gives rise
to non-physical artificial boundaries. Prac-
tically nonreflecting boundary conditions,
which are boundary conditions that prevent
the generation of reflections, are of great im-
portance. One of the most popular meth-
ods for the Navier-Stokes equations right
now is boundary condition by Poinsot and
Lele boundary conditions. However, their
method is based on Thompson’s boundary
condition for the Euler equations, which
is essentially one-dimensional, and hence is
valid only when the flow is perpendicular
to the boundary. Here we propose a bound-
ary condition for the Navier-Stokes equa-
tions which does not require the assumption
for the direction of flow. Our basic idea is
to estimate the direction of the flow with
numerical data.

16. 谷口隆晴，杉原厚吉:
“特性曲線法に基づく無反射境界条件の提案
とその実装法”, 第 18回数値流体力学シンポ
ジウム, B2-3, 2004年.
概要: A characteristic nonreflecting bound-
ary treatment is presented. Because the
computational resources are finite, one
needs to truncate the computational do-
main when he/she simulates a physical
problem. This truncation gives rise to
non-physical artificial boundaries. Practi-
cally nonreflecting boundary conditions are
employed to eliminate non-physical reflec-
tions on such boundaries. One of the most
often-used methods right now is Poinsot–

Lele boundary conditions which, however,
have an assumption that the incident waves
are perpendicular to the boundaries. To
overcome this restriction, we have pro-
posed a characteristic boundary condition
for the Navier-Stokes equations which does
not have the assumption for the direction
of the flow; however, how to implement this
condition is not so trivial. Here we pro-
pose a method to implement our boundary
condition. The method presented here is
derived to guarantee the numerical robust-
ness and the symmetric property of the so-
lutions.

17. 山田崇， 由良文孝， 今井浩:
“Schrodingerの「車」：交通流セルオートマ
トンの量子化”, 第 11回　電子情報通信学会
量子情報技術研究会（QIT11）, pp. 115–119,
2004年 12月.
概要: 1次元セルオートマトンによる交通流
モデルの量子版を提案する．Watrousの定義
した 1次元量子セルオートマトンでは条件が
厳しいため，遷移の条件を緩和した上でモデ
ルを考える．結果，古典セルオートマトン上
での交通流モデルでみられる渋滞といった交
通流ならではの現象を今回提案した量子交通
流モデルでも再現し，状態の重ね合わせを制
御することにより流量を相転移的に変化させ
られることを示した．
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C03: ネットワーク上での社会的効用と個人的効用の
対立問題に対するアルゴリズム的研究

浅野 孝夫

中央大学 理工学部 情報工学科
〒 112-8551 文京区春日 1-13-27
asano@ise.chuo-u.ac.jp

1 はじめに

計算理論・アルゴリズム理論の代表的問題の一
つである集合カバー問題は、社会学・経済学にも
関係して、サービスの提供と利用という形で説明
できる問題である。一般に、サービスを提供する
事業者は負担したコストをこのサービスの受益者
から回収することになるが、その際どのように受
益者にコストを負担してもらうかということにな
る。サービスを開業した複数の事業者からサービ
スが受けられる状況のときには、利用者は負担が
軽くなる事業者からのサービスを希望するように
なる。こうして利用者が利己的に行動をするよう
になると、開業した事業者は、開業のコストを回
収できなくなり、このシステムは破綻に向かって
進んでいくことになってしまう。これに対して、
どの利用者も、他の利用者の負担金をそのままに
しておいて、勝手に自分の負担金を減らすとサー
ビスが受けられなくなってしまうとき、このとき
の状態はゲーム理論の専門用語でNash均衡にあ
ると呼ばれる。Nash均衡を求めるための計算困
難性や近似困難性の上界・下界の研究が活発に実
行されていて、現在、情報科学の世界的な権威の
国際会議では、この分野の研究がホットなトピッ
クスとして注目を浴びている。

上記のような研究動向を踏まえて、本研究は、
集合カバー問題、施設配置問題 (集合カバー問題
と類似する問題であるが、各受益者はサービスを
提供する施設の開設コストを負担するだけでなく
サービスを受け取るための接続コストも支払うと
いう問題)、インターネットの回線利用問題、通
信網 (道路網)の混雑による遅延対策問題、などの
NP-困難な組合せ最適化問題に対して、利己的な

利用者と全体の管理者との間の対立問題をアルゴ
リズムの観点から研究し、計算困難性・近似困難
性のより良い下界と上界を得ることを目的として
いる。

ネットワーク上での全体からの社会的効用の最
適化と利己的な各利用者の納得できる個人的効用
の達成という対立問題は、問題の下界を証明する
際にもしばしば生じる問題で、情報科学の分野で
はなじみの問題である。さらに、実際の現場で生
じる全体と個との対立の観点からの問題は、NP-
困難な組合せ最適化問題であり、整数計画問題と
して定式化できるものが多い。このような問題に
対しては、近似アルゴリズムの理論が強力な道具
である。以上を踏まえて、以下の研究を実行した。

1. インターネットや道路網などで社会的効用
の最適化と利己的な各利用者の納得できる個人的
効用の達成という対立問題の生じる実際の具体例
とこれまでの研究を調査した。

2. ゲーム理論や社会学、経済学で扱われてい
る全体と個の対立問題のNash均衡に基づく理論
的研究を調査した。

3. 集合カバー問題、施設配置問題などの NP-
困難な組合せ最適化問題に対して開発された近似
アルゴリズムの設計と解析の技法が、本研究に有
効であることが既に知られている。そこで、1,2
の調査においては、高性能近似アルゴリズムの分
野で最先端の研究をしている内外の研究者と情報
およびアイデアを交換した。

4. 1,2,3の研究調査で得られた問題および集合
カバー問題、施設配置問題、インターネットの回
線利用問題、通信網 (道路網)の混雑による遅延対
策問題などの、NP-困難な組合せ問題に対して、
利己的な利用者と全体の管理者との間の対立問題
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を近似アルゴリズムの観点から研究した。また、
近似アルゴリズムの設計と解析の技法の有効性を
検討中である。
以上の研究を通して得られた成果は、研究業績

一覧に載せているが、その中の１つを以降の節で
詳しく述べる。

2 合流フローの混雑最小化アルゴリ

ズムに対する実験的性能評価と貪

欲改善

2.1 序論

ネットワーク・フローの中で，「すべての点にお
いてフローが出て行く辺が 1本以下」という条件
を満たすものを合流フロー (confluent flow) とい
う．現実社会において，合流フローとなる例は数
多く存在する．いくつかの例を以下に挙げる．

• インターネット・ルーティング: インターネッ
トにおける多くのルータは，宛先の情報 (IP
アドレスやネットワークアドレス) だけを利
用してルーティングを行っている．そこで，
宛先が同一のパケットの流れを抜き出すと，
合流フローになる．

• CDN: CDN (content delivery network, コ
ンテンツ配信ネットワーク) におけるデータ
は，オリジナルの配信サーバから各 ISP (In-
ternet service provider) のキャッシュサーバ
を経てクライアントへと送られる．このデー
タの流れを逆向きにすると，合流フローに
なる．

• 避難経路: ビルやホテルなどの各フロアには
非常口誘導灯があり，多くの場合，非常口ま
での最短経路を示す一方向の矢印がついてい
る．建物内の人が一斉に避難するとき，人の
流れは合流フローになる．

他の合流フローの例には，ブロードキャスト・
マルチキャストにおけるデータの流れなどがある．
ここでは，まず問題定義を行い，Chen et al. の

手法 [1]と提案手法について述べたあと，それら
の手法に対する実験的性能評価を行う．

2.2 問題定義

G = (V, E)を有向グラフとし，各点の需要 (de-
mand) を d : V → R+とする．本論文では Gの
点数 |V |を n，辺数 |E|をmと表す．また，k個
のシンク (sink(s)) を S = {s1, . . . , sk} ⊂ V とし，
各シンクの出次数 (out-degree) は 0であるとす
る．需要をシンクに流すフロー f : E → R+ は，
各点 v ∈ V − Sにおいて，フロー保存則

∑

e=(v,w)∈E

f(e)−
∑

e=(u,v)∈E

f(e) = d(v)

を満たす．また，各点 vにおいて

in(v) =
∑

e=(u,v)∈E

f(e)

としたとき，フロー f の点 vにおける混雑 (con-
gestion) を

c(v) = d(v) + in(v), (2.17)

フロー f の混雑を

max
v∈V

c(v) (2.18)

と定義する．
合流フローは連結成分 {T1, . . . , Tk}からなるG

の部分グラフになり，各連結成分 Tiは根 siに向
かう有向木になる．Tiにおいて混雑が最大となる
点はシンク siであり，その混雑は Tiに含まれる
点の需要の合計である (これを d(Ti)と表す)．こ
のとき，フローの混雑は

max
i=1,...,k

d(Ti) (2.19)

となる．
本論文で扱う合流フローの混雑最小化問題

(congestion minimization confluent flow prob-
lem) の目的は，フローの混雑が最小となる合流
フローを求めることである．この問題は，NP-困
難な点素パス問題 (vertex-disjoint path problem)
からのリダクションにより，近似率を 1

2 log2 kよ
り良くすることはNP-困難であることが証明され
ている [1]．
合流フローの概念は1999年に発表されたKlein-

berg, Rabani and Tardos [5] の一部で述べられ
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ている．本論文で扱う合流フローの混雑最小化
問題は，2003年に Chen, Rajaraman and Sun-
daram [2] によって定義されたものであり，[2] で
はランダム・ラウンディングを使用したO(log3 n)-
近似アルゴリズム (最適な分割可能フローの混雑
を 1とおいて) が提案されている．また，2004年
には Chen et al. [1] によって (1 + log2 k)-近似，
(1 + ln k)-近似の決定性アルゴリズムが提案され
ている．合流フロー問題は新しい問題であり，今
後，研究が進んでいくと思われる．

近似率の下界

合流フローに似た概念として，分割不可能フ
ロー (unsplittable flow) がある．分割不可能フ
ローとは，「各点の需要を 1本のパスで流さなけ
ればならない」という制約がついたものである．
分割不可能フローの混雑最小化問題に対しては
Kleinberg [4]や Dinitz, Garg and Goemans [3]
によって定数近似アルゴリズムが与えられている．
また，これらの制約がなく，自由に分けて流して
よいものを分割可能フロー (splittable flow) とい
う．混雑が最小となる分割可能フローは，多項式
時間で求めることができる．

本論文では，合流フローの混雑の下界として，
分割可能フローを用いる．分割可能フローの最適
解が，合流フローの最適解以下となるのは明らか
である．Chen et al. [1]において，分割可能フロー
と合流フローの間のギャップがHk となる例が示
されている．

2.3 Chen et al. (2004) のアルゴリズ
ム [1]

この節では，Chen et al.の (1+log2 k)-近似アル
ゴリズムと (1+ln k)-近似アルゴリズムについて述
べる．(1+ln k)-近似アルゴリズムは，(1+log2 k)-
近似アルゴリズムの一部を変更したものである．

準備: まず，混雑が最小となる分割可能フロー
fを求め (容量を 2分探索により変化させて最大フ
ローアルゴリズムを適用し，すべての点の需要を
流しきることができる最小の容量を求める)，そ
の混雑が 1 となるように，各点の需要と各辺の
フローを一様にスケーリングする．このとき，フ

ローが流れない辺をグラフから削除する．最大フ
ローは有向閉路が存在しないようにできるので，
このグラフは有向無閉路グラフと仮定できる．こ
の有向無閉路グラフにおいて，シンクに隣接する
各点を境界点 (frontier node) という．また，ア
ルゴリズムが開始されるとき，すべてのシンクは
活性であるとする．

(1 + log2 k)-近似アルゴリズム

下記の 1, 2, 3の条件を順に判定し，一番はじ
めに条件を満たした操作を行う．

main loop: |V (G)| > kの間，以下を実行する．

1. node aggregation: 境界点 vを始点とする
すべての辺の終点が同一のシンク siのとき，
その中の 1本をマークし，vを siに縮約する．
さらに，d(v)を d(si)に加え，main loopに
戻る．

2. breaking sawtooth cycle: グラフGにお
ける境界点からシンクへの各辺 e = (v, s)に
対して，逆辺 erev = (s, v)を付加したグラ
フを Ĝとする．Ĝが長さ 3以上の単純有向
閉路 C を持つとき f を以下のように更新す
る．C ∩E(G)の辺におけるフローの最小値
を fminとする．Gの各辺 eについて，e ∈ C

ならば f(e) := f(e)−fminとし，erev ∈ Cな
らば f(e) := f(e) + fminとする．フローが 0
の辺をすべて削除し，main loopに戻る．

3. sink deactivation: 隣接する境界点が 1つ
であるシンクを sj とする．sj に隣接する境
界点を v，vに隣接する sj以外の任意のシン
クを s`とする．このとき，c(sj)+f(v, s`) <

c(s`)− f(v, s`)ならば辺 (v, s`)を削除し，そ
こを流れるフローを (v, sj)に流す．そうでな
いとき，辺 (v, sj)を削除し，そこを流れるフ
ローを (v, s`)に流して，sj を不活性にする．
その後，main loopに戻る．

output: マークされた辺を出力する．

1, 2の条件を満たさない場合，境界点とシンク
を結ぶすべての辺で誘導されるGの (単純) 部分
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グラフは，向きを無視すると森になる．辺がある
限り，この森には次数 1の点が存在し，それが 3
の条件を満たすシンク sj となる．

(1 + ln k)-近似アルゴリズム

(1+ log2 k)-近似アルゴリズムの sink deactiva-
tionを以下のように変更する．

3. parsimonious sink deactivation: 以下の
条件を満たすG1 ⊆ Gを求める:

• G1の各辺は境界点とシンクを結ぶ (G1

は 2部グラフになる)．
• 境界点 vがG1に含まれるとき，vを始
点とする Gの辺はすべて G1 に含まれ
る (したがって vから他の境界点に向か
うGの辺はない)．

• シンク sがG1に含まれるとき，sを終点
とするGの辺はすべてG1に含まれる．

• 各境界点は 2つ以上のシンクに隣接し
ている．

G1に含まれるシンクの集合をS1と表す．G1

に対して以下の操作を行う．

i. balancing: G1において，
∑

si∈S1
ec(si)

が最小となるように各辺のフローを再分
配し，フローが0となった辺を削除する．

ii. in(s)が最小となるシンク s ∈ S1を求め
る．sに隣接する各境界点 vに対して，
辺 (v, s)を流れるフローを vが隣接する
他の任意のシンクに流し，辺 (v, s)を削
除する．sを不活性にし，S1 := S1−{s}
とする．

iii. balancingを行い，main loopに戻る．

G1は以下のように求める．Ĝを強連結成分分
解し，各強連結成分を点とする有向無閉路グラフ
において，出次数が 0となる点集合がG1である．
次に，

∑
si∈S1

ec(si)の最小化を考える．G1にお
ける境界点の集合を F1とする．また，辺 eを流
れるフローを xeと表すとき，balancingにおける∑

si∈S1
ec(si)の最小化は，以下の凸計画 (convex

programming)問題として定式化できる．ここで，

ysはシンク sの混雑を表す変数である．

min
∑

s∈S1

eys (2.20)

s.t.
∑

e=(v,w)∈E(G1)

xe ≥ c(v) (v ∈ F1)

ys ≥
∑

e=(u,s)∈E(G1)

xe + d(s) (s ∈ S1)

xe ≥ 0 (e ∈ E(G1))

制約式中の c(v)は，Gにおける点 v の混雑を表
す．また，凸計画問題は，多項式時間で最適解を
求めることができる [6, 7]．

解析の概要

node aggregationと breaking sawtooth cycle
を行ったとき，どの点においても混雑が増加せず，
少なくとも 1本の辺が減少する．

sink deactivationと parsimonious sink deacti-
vationの解析にはポテンシャル関数を用いる．シ
ンク siのポテンシャルを

φ(si) = 2c(si) (2.21)

とし，フローのポテンシャルを活性なシンクのポ
テンシャルの合計とする．このとき，sink deac-
tivationを行ってもフローのポテンシャルは増加
しない．アルゴリズムが開始されるとき，各シン
クのポテンシャルは高々2であり (各点の混雑は
高々1なので)，フローのポテンシャルは 2k以下
となる．sink deactivationを行ったあともこの値
は増加しないので，アルゴリズム終了時の各シン
クのポテンシャルは 2k以下であり，各シンクの
混雑が 1 + log2 k (= log2(2k))以下となる．

次にポテンシャル関数を

φ(si) = ec(si) (2.22)

と変更する．このとき，parsimonious sink deac-
tivationを行ってもフローのポテンシャルは増加
しない．よって各シンクのポテンシャルは ek以
下となるので，アルゴリズム終了時の各シンクの
混雑は 1 + ln k以下となる．
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2.4 提案手法

Chen et al. のアルゴリズムで得られた解に対
して，貪欲改善を行うと性能が大きく向上する．
この節では，本論文で提案する手法について述べ
る．提案手法は，与えられた合流フローに対して，
フローを流す辺を 1本変えたときの混雑を求め，
それが最小となるように解を変更していくもので
ある．
与えられた合流フローにおいて，d(Ti)が最大

となる連結成分の集合を Tmax ⊆ {T1, . . . , Tk}と
表す (混雑が最大となるものが複数存在する場合
もある)．このとき，本論文において提案するア
ルゴリズムを以下に述べる．

1. u ∈ Tmax, v /∈ Tmaxとなる各辺 e = (u, v) ∈
E(G)に対して，点 uからのフローを辺 eに
流したときのフローの混雑 (これを r(e)と表
す) を計算する．

2. r(e)が最小となる辺 eminを求める．

3. 現在のフローの混雑を cong としたとき，
cong > r(emin)ならば，合流フローを辺 emin

に変更して，1へ戻る．cong ≤ r(emin)なら
ば現在のフローを出力する．

実験的性能評価

方法

本論文では，以下の 5手法の比較を行った．
A. (1 + log2 k)-近似アルゴリズム

B. (1 + ln k)-近似アルゴリズム

C. (1 + log2 k)-近似アルゴリズムで得られた解
を初期解として，提案手法を適用

D. (1 + ln k)-近似アルゴリズムで得られた解を
初期解として，提案手法を適用

E. 各点の需要を最も近いシンクに流す合流フ
ローを初期解として，提案手法を適用

近似率の下界には，混雑最小の分割可能フロー
を用いる (2.2節参照)．また，各点数，辺数，シ
ンク数に対して，1,000個のインスタンスを生成
し，それらをAから Eのすべての手法で解いた．
実験で使用した計算機環境は以下の通りである．

CPU Intel Pentium4 1.7 GHz
メモリ 1,024 MB RDRAM
OS Red Hat Linux 7.3
コンパイラ g++ 2.96

結果

シンク数を変化させた場合 まず，点数・辺数を
固定し，シンク数を変化させた．図 2.1は，点数
を 200，辺数を 1,000として，シンク数を変化さ
せた場合の近似率の平均である．各点の需要は一
様乱数で与えた．どの手法を用いた場合にも，シ
ンク数が 100のときに最も悪い結果となった．シ
ンクが少ない場合や多い場合には，提案手法の結
果が非常に良くなったが，シンク数が 100付近で
は，従来手法との差が小さくなった．点数を 100，
300として同様の実験を行ったところ，どちらの
場合もシンク数が点数のちょうど半分のときに全
手法で最悪の結果となり，従来手法と提案手法の
性能差も小さくなった．
この原因を調べるために，最適解との比較を行っ

た．大きなインスタンスに対して最適解を求める
のは困難なので，点数 10，辺数 20のグラフに対
してシンク数を変化させる．結果を図 2.2に示す．
グラフは分割可能フローの混雑を 1としたときの，
最適解 (OPT)，手法B, Dの解の平均である．シ
ンク数が点数の半分のときに，下界 (分割可能フ
ロー) と最適解の間のギャップが大きくなってお
り，最適解と手法 B, Dの間には，シンク数によ
る混雑の変化は見られなかった．大きなインスタ
ンスにおいても，同様のことが予想できる．また，
点数に対するシンクの割合が等しい場合には，以
下のように点数が多い (つまりシンク数が多い)
場合の方が近似率が悪くなる．

インスタンス 近似率 (平均)
n m k B D

100 500 50 1.554324 1.527063
200 1,000 100 1.608197 1.564448
300 1,500 150 1.638836 1.588455

辺数を変化させた場合 次に，点数を 200，シン
ク数を 20に固定して辺数 (辺の密度) を変化させ
た (図 2.3)．点数に対するシンクの割合が小さい
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図 2.2: 最適解との比較

ので，提案手法の結果が非常に良くなった．辺数
が増加すると，どの手法も得られる解が多少良く
なるが，大きな変化はない．

需要を変化させた場合 こんどは，各点の需要を
シンクまでの距離によって定めた．各点 vから最
も近いシンクまでの距離 (ホップ数) を h(v)とす
る．このとき，各点の需要を h(v)+1とした場合
(以下昇順) と，1/(h(v) + 1)とした場合 (以下降
順) について，一様乱数との比較を行った．表 2.1
は，それぞれの需要の与え方と手法に対して，点
数 200，辺数 1,000，シンク数 50の 1,000個のイ
ンスタンスにおける近似率の分布である．
手法A, Bは昇順に対してはあまり変化せず，降

順の場合には一様乱数の場合より良い結果となっ
た．Chen et al. の手法は，シンクに隣接した点
(境界点) からフローを決定するため，シンクに近
い点の需要が大きい降順で良い結果が得られたと
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図 2.3: 辺数の変化

考えられる．
手法Cは，一様乱数と比べて昇順，降順ともに

悪くなり，特に昇順の結果が悪くなった．Cの初
期解であるAは，降順において一様乱数より良い
結果となったが，Cの解は悪くなったことから，
提案手法の性能は必ずしも初期解の良さに依存す
るわけではないといえる．
手法Dは，昇順に対してやや悪くなり，降順に

対しては一様乱数よりも良い結果になった．悪い
結果になった昇順の場合でも，すべての手法の中
では最も良い結果になっている．
手法 Eは，一様乱数の場合にはA, Bよりも良
い結果になったが，需要を昇順，降順とした場合
には，非常に悪い結果になった．昇順では，近似
率 4を超える場合もあった．手法Eの反復回数は，
需要を一様乱数で与えた場合には平均 57.8回だっ
たのに対して，昇順の場合には 3.1回であり，初期
解からの改善がほとんど行われていない (表 2.3)．

初期解に対する提案手法の解の変化 さらに，初
期解に対する提案手法の解の分布を求めた．表 2.2
は，点数 200，辺数 1,000，シンク数 50，需要を
一様乱数で与えたときの，初期解 (手法Bにより
得られる解) と提案手法の解 (手法Dにより得ら
れる解) の関係を表したものである．この例では，
Bの解の大きさによらず，Dの解が [1.2, 1.3)と
なったものが多かった．また，Bの解が悪かった
にもかかわらずDの解が良くなったもの (表の左
下) や，Bの解をほとんど改善できなかったもの
(表の右側) もあった．
しかし，需要を昇順，降順としたときに手法 E
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の解が悪くなったように，提案手法は悪い初期解
を与えた場合に必ずしも大きく改善できるわけで
はない．

計算時間と反復回数 最後に，計算時間と提案手
法の反復回数について述べる．手法C, D, Eの計
算時間には，初期解を求める時間も含まれる．い
くつかの結果を表 2.3に示す．

提案手法の計算時間は反復回数に依存する．需
要を昇順，降順で与えた場合には，一様乱数の場
合に比べて，どの手法も反復回数が大きく減少し
ている．これは，一様乱数に比べて局所解が多く
なり，すぐに反復が停止してしまうためだと考え
られる．また，辺数が多くなると提案手法の反復
回数は増加する．

インスタンスが大きくなると，反復回数の少な
い手法 Dの計算時間が提案手法の中では最も短
くなる．手法Dは，5,000点のインスタンスに対
して 3分程度で解が求まっており，これは実用時
間内であるといえる．

考察

本節では，Chen et al. の手法と提案手法に対
して実験的性能評価を行った．Chen et al. の手
法は，理論的に証明されている近似保証よりも良
い結果になった．

シンク数が点数の 1/2のときにはどの手法も悪
い結果となったが，これは合流フローの最適解と，
下界として用いている分割可能フローとのギャッ
プが大きくなるためだと考えられる．

どのような入力に対しても，提案手法である
手法Dの解が最も良くなった．点数 5,000，辺数
50,000，シンク数 500，需要を一様乱数で与えた
場合 (表 2.3の 8)，手法Bの近似率の平均が 1.425
だったのに対して，手法Dでは 1.065に改善され
た．大きなインスタンスに対して，手法Dは提案
手法の中で最も短い計算時間で解が求まり，従来
手法と比較しても大きな増加にはなっていない．

初期解に近似保証が与えられていない手法Eは，
需要が一様乱数の場合には良い結果が得られるが，
昇順，降順とした場合には非常に悪い結果となる
ので，有用ではないといえる．

2.5 結論

本論文では，合流フローの混雑最小化問題に対
する近似アルゴリズムの実験的性能評価を行った．
本論文で提案した貪欲改善法は Chen et al. の手
法 [1] に比べて，実際的性能が大きく向上した．
今後の課題としては，以下のことが挙げられる．

• 近似率・計算時間に関して，提案手法の理論
的解析を行う．

• 新たな手法を提案する．

• モデルを拡張する (シンクの処理能力が異な
る場合や多品種の問題など)．

参考文献
[1] J. Chen, R. D. Kleinberg, L. Lovasz, R. Ra-

jaraman, R. Sundaram and A. Vetta: “(Al-
most) Tight Bounds and Existence Theorems for
Confluent Flows”, Proceedings of the 36th An-
nual ACM Symposium on Theory of Computing,
Chicago, Illinois, pp. 529–538, June 2004.

[2] J. Chen, R. Rajaraman and R. Sundaram: “Meet
and Merge: Approximation Algorithms for Con-
fluent Flows”, Proceedings of the 35th Annual
ACM Symposium on Theory of Computing, San
Diego, California, pp. 373–382, June 2003.

[3] Y. Dinitz, N. Garg and M. Goemans: “On the
Single-Source Unsplittable Flow Problem”, Pro-
ceedings of the 39th Annual IEEE Symposium
on Foundations of Computer Science, Palo Alto,
California, pp. 290–299, November 1998.

[4] J. Kleinberg: “Single-Source Unsplittable Flow”,
Proceedings of the 37th Annual IEEE Symposium
on Foundations of Computer Science, Burling-
ton, Vermont, pp. 68–77, October 1996.

[5] J. Kleinberg, Y. Rabani and E. Tardos: Fairness
in Routing and Load Balancing. Proceedings of
the 40th Annual IEEE Symposium on Founda-
tions of Computer Science, New York City, pp.
568–578, New York, October 1999.

[6] 小島政和・土谷隆・水野真治・矢部博：“内点法”,
朝倉書店，東京，2001．

[7] 田村明久・村松正和：“工系数学講座 17最適化法”,
共立出版，東京，2002．
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表 2.1: 需要の変化

一様乱数 昇順 降順
近似率 A B C D E A B C D E A B C D E

[1.0, 1.2) 0 0 96 205 24 0 0 0 5 0 0 22 0 227 0
[1.2, 1.4) 0 294 819 754 747 0 370 18 811 0 20 674 388 757 0
[1.4, 1.6) 35 597 79 40 207 53 524 392 170 0 355 291 523 16 20
[1.6, 1.8) 312 102 6 1 22 257 93 437 13 2 404 12 77 0 261
[1.8, 2.0) 379 7 0 0 0 441 13 130 1 26 178 1 12 0 344
[2.0, 2.2) 184 0 0 0 0 161 0 19 0 146 38 0 0 0 250
[2.2, 2.4) 67 0 0 0 0 70 0 4 0 250 4 0 0 0 102
[2.4, 2.6) 21 0 0 0 0 13 0 0 0 213 1 0 0 0 16
[2.6, 2.8) 1 0 0 0 0 5 0 0 0 188 0 0 0 0 5
[2.8, 3.0) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 92 0 0 0 0 2
[3.0, 3.2) 1 0 0 0 0 0 0 0 0 42 0 0 0 0 0
[3.2, 3.4) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 21 0 0 0 0 0
[3.4, 3.6) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 10 0 0 0 0 0
[3.6, 3.8) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 5 0 0 0 0 0
[3.8, 4.0) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0
[4.0, 4.2) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

表 2.2: 初期解と提案手法の解の関係

初期解 提案手法の解 (Dの解)
(Bの解) [1.1, 1.2) [1.2, 1.3) [1.3, 1.4) [1.4, 1.5) [1.5, 1.6) [1.6, 1.7) [1.7, 1.8) 計
[1.2, 1.3) 9 27 0 0 0 0 0 36
[1.3, 1.4) 63 151 44 0 0 0 0 258
[1.4, 1.5) 77 224 77 18 0 0 0 396
[1.5, 1.6) 41 116 35 5 4 0 0 201
[1.6, 1.7) 14 42 20 7 1 0 0 84
[1.7, 1.8) 1 10 3 3 0 0 1 18
[1.8, 1.9) 0 1 2 0 2 0 0 5
[1.9, 2.0) 0 1 1 0 0 0 0 2
計 205 572 182 33 7 0 1 1,000
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表 2.3: 計算時間と反復回数

インスタンス A B C D E
n m k 需要 時間 時間 時間 反復 時間 反復 時間 反復

1 200 1,000 50 昇順 0.1017 0.2186 0.1130 1.75 0.2330 2.30 0.0115 3.14
2 200 1,000 50 降順 0.0961 0.2150 0.1068 2.04 0.2260 1.21 0.0114 3.59
3 200 1,000 50 乱数 0.0988 0.2279 0.1572 18.51 0.2492 5.67 0.1346 57.84
4 200 1,000 100 乱数 0.1441 0.4933 0.2087 15.79 0.5006 1.04 0.1718 60.97
5 200 2,000 50 乱数 0.1144 0.2421 0.3289 28.46 0.3355 10.12 0.5061 93.44
6 500 5,000 50 乱数 0.4182 0.5990 2.0120 75.10 1.6599 49.32 3.3198 203.6
7 1000 10,000 100 乱数 1.7189 2.2631 8.0462 138.2 6.3063 84.23 17.469 445.1
8 5000 50,000 500 乱数 78.564 73.333 286.20 574.3 187.95 307.3 646.03 2241

計算時間，反復回数ともに平均値である．また，計算時間の単位は秒である．

研究業績一覧

著書

1. 浅野孝夫，平田富夫，小野孝男，浅野泰仁:
“組合せ最適化（B. Korte and J. Vygen:
Combinatorial Optimization: Theory and
Algorithm, Springer, 2002 の日本語訳）”,
シュプリンガー・フェアラーク東京, （2005
年７月刊行予定）.
概要: 組合せ最適化の全般を簡潔にまとめた
本で最新の成果まで含む内容である (参考文
献には 2005年出版のものもある)。全部で 21
章からなり、その詳細は以下の通りである。
第 1章 はじめに、第 2章 グラフ、第 3章 線
形計画法、第 4章線形計画アルゴリズム、第
5章整数計画法、第 6章全点木と有向木、第
7章 最短パス、第 8章 ネットワークフロー、
第 9章 最小費用フロー、第 10章 最大マッチ
ング、第 11章 重み付きマッチング、第 12章
b-マッチングと T -ジョイン、第 13章 マトロ
イド、 第 14章 マトロイドの一般化、第 15
章 NP-完全性、第 16章 近似アルゴリズム、
第 17章ナップサック問題、第 18章ビンパッ
キング問題、第 19章 多品種フローと辺素パ
ス、第 20章ネットワーク設計問題、第 21章
巡回セールスマン問題。

学術論文

1. Takao Asano:
“An Improvement of Yannakakis’ Algo-
rithm for MAX SAT”, Journal of the Insti-
tute of Sceince and Engineering, Chuo Uni-
versity, 9, pp.57 – 77, 2004.
概要: MAX SAT (maximum satisfiability
problem) is stated as follows: given a set
of clauses with weights, find a truth as-
signment that maximizes the sum of the
weights of the satisfied clauses. In this pa-
per, we consider approximation algorithms
for MAX SAT proposed by Yannakakis and
Goemans-Williamson and present an ap-
proximation algorithm which is an improve-
ment of Yannakakis’ algorithm. Although
Yannakakis’ original algorithm has no bet-
ter performance guarantee than Goemans-
Williamson, our improved algorithm has a
better performance guarantee and leads to
a 0.770-approximation algorithm.

2. 浅野孝夫，九里史郎，上ヶ原誠:
“施設配置問題とスケジューリング問題に対
する高性能近似アルゴリズムの実験的性能評
価”, 中央大学理工学研究所論文集, 9, pp.79
– 97, 2004.
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概要: NP-困難な問題に対して多項式時間で
最適解を求めるのは困難であるので，最適解
に近い近似解を多項式時間で求めて使用する
ことが多い．α ≥ 1に対して，最小化問題な
らば，いつも最適解のα倍以下の解を入力サ
イズの多項式時間で求めるようなアルゴリズ
ムをα-近似アルゴリズムという．最小化問題
に対する α を近似率あるいは精度保証とい
う．一方，実時間処理アルゴリズムでは，入
力情報が得られた時点で，それ以降の情報が
くる前に処理を実行 (確定)することが要求
される．入力の情報がすべて得られてから処
理を実行する通常のアルゴリズムに対して，
このようなアルゴリズムはオンラインアルゴ
リズムと呼ばれる．最小化問題に対して，オ
ンラインアルゴリズムによって得られる目的
関数値が (オフライン環境における)最適な
目的関数値の ρ 倍以下であるとき，ρ を競合
比という．精度保証付きの近似アルゴリズム
やオンラインアルゴリズムの競合比の研究は
近年精力的に実行され，様々なアルゴリズム
が提案されてきている．本論文では，そのよ
うなアルゴリズムから，施設配置問題とスケ
ジューリング問題に対して理論面から最近提
案された代表的アルゴリズムを選び，それら
を実装して，その実際的性能評価を与える．
さらに，実際の状況に適したヒューリスティ
クスを提案し，その有効性も検証する．

研究会等

1. 二瓶浩一，浅野孝夫:
“合流フローの混雑最小化アルゴリズムに対
する実験的性能評価と貪欲改善”,情報処理学
会アルゴリズム研究会報告, AL98-7, pp.41–
48, 2004.
概要: ネットワーク・フローの中で，「すべ
ての点においてフローが出て行く辺が 1本以
下」という条件を満たすものを合流フローと
いう．インターネット・ルーティングをはじ
めとして，現実社会において合流フローとな
る例は数多く存在する．入力として，有向グ
ラフ・複数のシンク・各点の需要が与えられ
たとき，すべての点の需要をシンクに流す合

流フローの中で混雑が最小になるものを求め
る問題を，合流フローの混雑最小化問題とい
う．本論文では，この問題に対して 2004年に
Chen et al. によって提案された手法の実験
的性能評価を行い，得られた解に貪欲改善を
加えると性能が大きく向上することを示す．

2. 佐々木 浩高，浅野孝夫:
“Reverse-Fitを用いた単純な 2次元ビンパッ
キングのアルゴリズム”, 情報処理学会アル
ゴリズム研究会報告, AL93-16, pp.113–120,
2004.
概要: 高さと幅が 1以下の長方形を辺の長さ
が 1の単位正方形に重ならないようにパッキ
ングするとき, 必要な正方形の個数を最小に
するという問題が 2次元ビンパッキング問題
である. この問題に対して, 2002年に発表さ
れたCapraraのアルゴリズムは漸近近似率が
良くなるように作られたものであり, 現実的
な入力においては多くの場合良い結果となら
ない. 本論文では現実的な入力において良い
結果を出せるようなアルゴリズムを提案し,
計算機上に実装して実験的性能の比較評価を
行う.

学会大会等

1. 浅野孝夫:
“近似アルゴリズムの近似性能の改善とその
限界 (特別講演)”, 日本数学会 2004年度年会
応用数学分科会講演アブストラクト, pp.46 –
65, 2005年 3月.

2. 中塩英良，浅野孝夫:
“施設配置問題に対する近似アルゴリズムの
実験評価”, 日本オペレーションズ・リサーチ
学会２００４年度秋季研究発表会アブストラ
クト集, pp.64 – 65, 2004年 9月.
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2004年度は，列挙アルゴリズムの研究にとっ
て発展の年であった．最適化，人口知能，データ
ベースなどの情報学分野を中心に列挙を用いたモ
デル化が行われ，物理・化学をはじめとする他の
科学領域，および産業分野でも，それらのモデル
を用いた研究が進められている．特に機械学習や
データマイニングといった，数理的な対象を分析
し，知識を発見する分野において，列挙アルゴリ
ズムが広く使われ，また研究されてきている．応
用分野においても，web データ，テキストデータ，
実験データ，金融時系列データ，顧客データ，販売
データ，事故・故障記録データ，ゲノム配列など，
機械的に収集された巨大なデータがますます増加
し，そこから有用な情報を探し出すためには，列
挙のような網羅的なアプローチを高速に行うこと
が肝要となっている．このため，ここ 1-2年で列
挙を用いたモデル化とその解法は活発に研究され
てきたが，複雑な構造の列挙は容易でないため，
簡単な構造、あるいはその列挙手法に工夫を加え
て構築したモデル・解法の研究が多くなっている．

また，巨大データの取り扱いのため，列挙アル
ゴリズムの高速化に対しては，以前よりも要求が
高まってきている．高速な列挙アルゴリズムの開
発のみに焦点をあてた研究も増えてきており，特
に著名な問題においては，多くの研究が行われて
いる．しかし，これらの研究はそれほど系統立て
て行われているわけではなく，いくつもの技術が
乱立している．この問題点を解決しようと，デー
タマイニング分野において，データベース中に頻
出する集合を列挙する問題に対するプログラムの
コンテストが 2003年度，2004年度と 2回にわたっ
て行われてきた．このコンテストには多くのアル
ゴリズムとその実装が投稿され，応用分野から取
り出したデータセットに対して，計算効率の検証
が行われた．結果，多くの技術が 1箇所に集積さ

れ，参照されることとなり，頻出パターン列挙に
関する応用研究の大きな助けとなっている．また，
このコンテスト以降，頻出する集合の列挙アルゴ
リズムの開発研究は多少減少したようだが，これ
は技術の整理によって，無駄な開発が行われなく
なったと見るべきであろう．本研究課題からも，
このコンテストにプログラムの投稿を行った．こ
のプログラムは，審査の結果，最優秀賞を収める
ことができた．これは，理論的なアルゴリズム研
究に対して，実践的な技術を付加し，応用上有用
なアルゴリズムの設計理論を構築しようとする，
本研究課題の方向性が世界的な舞台でも認められ，
その有効性が実証されたと言えるであろう．

これら世界的な情勢を踏まえ，本研究課題では，
今年度の研究の焦点を，データマイニングなどで
頻繁に用いられるグラフのクリークを列挙するア
ルゴリズムの高速化と，幾何学的な構造の列挙ア
ルゴリズムの開発にあてた．グラフのクリークと
は，そのグラフの頂点の部分集合で，全ての頂点
間に枝が存在するもののことをいう．クリークは，
グラフ中の局所的に密な部分に対応する構造であ
るため，さまざまなモデル化に用いられている．
例えば，グラフの頂点集合がある種のものの集合
になっており（つまりは，各頂点が各ものと 1対
1の対応をする），関係のあるものとものの間に
枝があるようなグラフにおいては，クリークはお
互いに関係あるものの集合となる．このため，ク
リークはクラスタリング，ルール発見，分類など
多くの情報的アプローチにおいてモデル化に使わ
れており，非常に重要な構造である．

グラフの頂点集合が A と B に分割され，グラ
フの任意の枝が AとB の頂点を結んでいる場合，
そのグラフは 2部グラフであるという．2部グラ
フは，2つの種類のデータの対応を表すため，多
くの構造が 2部グラフとして表現される．例えば
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行列や，項目の集合，論理式も 2部グラフで表現
される．2部グラフの頂点集合 S が，Sの A に
含まれる頂点と B に含まれる頂点の任意の組に
対して，その間に枝が存在するとき，S は 2部ク
リークと呼ばれる．2部クリークも，クリークと
同様，2部グラフ上の特徴的な集合，局所的に密
な構造を表す構造である．

グラフのクリークを列挙する問題は，計算量的
にはさほど難しくない．クリーク 1つあたり，グ
ラフの頂点数に比例する時間で見つけることがで
き，とくに疎なグラフにおいては，実験的に，1
つあたりほぼ定数時間で見つけられることが確認
されている．列挙手法も単純であり，プログラミ
ング，つまり実装も容易である．しかし，極大な
クリーク，つまり他のクリークに含まれないよう
なクリークのみを見つけようとすると，さほど自
明な問題ではなくなる．

応用上，極大なクリークの発見は重要である．
クラスタリングや知識発見など，多くの応用では，
候補となる解数の本質的な減少が大きな課題であ
る．その上，数の減少に伴う情報の損失を極力避
けなければならない．こういった意味では，極大
なクリークのみを列挙するという手法は，任意の
クリークは少なくとも１つの極大クリークに含ま
れ，かつこれらのクリークは極大クリークの部分
集合として容易に生成できることから情報の損失
がなく，また極大クリークの数は一般的にクリー
クの数より小さく，場合によっては指数的に小さ
いため，極めて有効である．

極大クリークの列挙アルゴリズムは，古くから
研究が行われている．1978年に築山らによって，
極大クリーク 1つあたりグラフの枝数と頂点数の
積に比例する時間しかかからない，多項式時間ア
ルゴリズムが提案されている．この後 30年近く，
計算量的な改善は行われてこず，計算量の改善が
可能かどうかは列挙アルゴリズムの大きな未解決
問題であった．

本年度の研究では，この極大クリーク列挙問題
に対して，理論的な計算量の改善が可能であるか
を検討し，新たなアルゴリズムの開発を目指した．
その結果，アルゴリズムの各反復を行列積の計算
に類似した処理で行うことにより，行列積で行わ
れてきた計算量改善の結果を極大クリークの列挙
に応用することに成功した．この結果，極大クリー

ク列挙の，極大クリーク１つあたりの計算量は，
行数がグラフの頂点数に比例する正方行列の掛け
算の計算量と等しくなった．この結果，ある程度
密なグラフにおいては，既存のアルゴリズムより
も計算量の意味で改善が行われることとなった．

また，疎なグラフに対する極大クリーク列挙ア
ルゴリズムの計算量の改善についても研究を行っ
た．この研究では，上記のアルゴリズムとは異な
り，グラフの疎性を上手に利用したアルゴリズム
の開発を中心に行った．その結果，極大クリーク
１つあたりの計算量を，グラフの最大次数の 4乗
で抑えることに成功した．この結果は，グラフの
最大次数が大きく，特に頂点数に比例する場合な
どは，計算量的な改善はないが，入力したグラフ
が疎であり，最大次数が小さい場合には計算量の
改善を導く．また，計算実験の結果，ある程度ラン
ダムなグラフや，実データのグラフにおける実験
的な計算時間はグラフの平均次数にほぼ比例する
ことがわかった．これは，出力の大きさに計算時
間がほぼ比例するということを示しており，近年
研究されている疎なデータに対する分析や知識発
見への応用としては，十分な結果といえるだろう．

また，この研究を発展させ，2部グラフの極大 2
部クリークを高速に列挙するアルゴリズムの開発
も行った．2部グラフの極大 2部クリークは，グ
ラフに変換処理を行うことで，元のグラフの極大
2部クリークが新しいグラフの極大クリークとな
るようにすることができ，また逆も成り立つ (新
しいグラフの極大クリークが元のグラフの極大 2
部クリークとなる)．よって，入力した 2部グラフ
を変換して，極大クリークを列挙することにより，
全ての極大 2部クリークを列挙することができる．
よって，計算量的には，極大 2部クリークの列挙
は容易に解ける問題である．しかし，この変換は，
グラフに多量の枝を付加するため，疎なグラフを
密なグラフに変換してしまう．そのため，上記の
疎なグラフに対して有効なアルゴリズムを用いて
も，疎な 2部グラフの極大 2部クリークの列挙は
効率良く行えない．そこで，このような変換を行
うことなく極大 2部クリークの列挙を行うため，
極大クリーク列挙アルゴリズムの改良を行った．
極大 2部クリークは極大クリークにない良い特徴
づけを持つため，結果として極大クリークの列挙
よりも小さい計算量のアルゴリズムを開発するこ
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図 2.1: グラフの極大クリークと，2部グラフの極大 2部クリーク

とに成功した．極大 2部クリーク 1つあたりの計
算量は最大次数の 3乗となった．また，計算機実
験によって，実データおよびランダムなグラフに
おける計算時間は，極大クリーク列挙時のそれよ
りも 10倍程度短くなっていることを確認した．

極大 2部クリークは様々な場面において応用が
あり，特にデータマイニングでは重要な位置を占
めるため，多くの研究が行われている．データマ
イニングの基礎的な問題の１つに，頻出集合列挙
問題がある．各項目がアイテムの集合となってい
るようなデータベースをトランザクションデータ
ベースという．トランザクションデータベースは，
商品売り上げデータ，アンケートデータ，辞書デー
タ，グラフデータなど，多くのデータを取り扱え
る基礎的な構造である．

トランザクションデータベースのある定数個以
上の項目に含まれるようなアイテムの集合を頻出
集合とよぶ．また，定数をサポートとよぶ．頻出
集合はそれ自体が知識を発見するためのモデルと
なるばかりでなく，データベースを分析する際の
特徴の１つとなる．そのため，与えられたデータ
ベースとサポートに対して，頻出集合を全て見つ
けるという問題は，データマイニングの分野でも
非常に基礎的な問題であり，多くの研究と，アル
ゴリズムの実装が存在する．

サポートが小さくなるにつれ，頻出集合の数は
指数的に大きくなる．興味深い集合を発見し損こ
なうことがないようにするためには，サポートの
値を小さく設定する必要があるのだが，その結果

非常に多くの頻出集合を見つける必要が発生する．
このため，意味的な情報を失わずに，頻出集合の
集合から代表を選びだし，それのみを列挙するモ
デルが考案されている．１つは極大頻出集合であ
り，もう１つは頻出飽和集合である．極大頻出集
合は他の頻出集合に真に含まれないような頻出集
合のことであり，飽和集合とは，頻出度が等しい，
つまり同数のトランザクションに含まれるような
他の頻出集合に真に含まれないような集合のこと
である．

トランザクションデータベースを 2部グラフと
みなすと，飽和集合と極大 2部クリークが 1対 1
に対応することが知られている．そのため，極大
2部クリークの列挙アルゴリズムを頻出度順に出
力するよう改良することにより，頻出飽和集合列
挙アルゴリズムを得ることができる．しかし，既
存の極大 2部クリーク列挙アルゴリズムは疎で巨
大なデータを取り扱うことができなかったため，
頻出飽和集合列挙に理論的なアルゴリズムを適用
することはできなかった．そのため，既存の頻出
飽和集合列挙アルゴリズムは，ヒューリスティッ
クな枝狩りを中心とした実用的な側面のみに注目
したいた．本研究課題の研究により，理論的なア
プローチに基き，かつ疎で巨大なデータも扱える
ようなアルゴリズムが誕生することとなった．

データマイニング分野では，実装の有効性に関
する議論にも重きが置かれている．そのため，頻
出集合列挙問題においても，単なる手法の理論の
研究にとどまらず，実際のデータに対してどの程
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図 2.2: トランザクションデータベースと，サポートが 3である場合の頻出集合，太字は頻出飽和集合

度有効な実装が行えるかという点についても研究
が進められている．昨年度，今年度と実装の有効
性に関するコンテストが行われた．世界の研究者
がプログラムを投稿し，それぞれの有効性を計算
実験により検証するというものである．15種類程
度の実際のデータから得たトランザクションデー
タベースそれぞれに対し，いくつかのサポートに
対する計算時間を計測することで比較が行われた．

我々も，極大 2部クリーク列挙アルゴリズムに
実装上の工夫を追加したプログラムを作成し，投
稿した．我々のプログラムは，理論的に裏づけさ
れた列挙手法を用いているため，他のプログラム
に比べて計算の無駄が少なく，また，メモリの使
用量も少ない．計算実験による検証の結果，我々
のプログラムは 6割以上の例題で一番の成績を収
め，結果最優秀賞を受賞した．

このコンテストでは，頻出飽和集合列挙プログ
ラムの他，頻出集合・極大頻出集合の列挙に関す
るプログラムのコンテストも合わせて行われた．
両者ともに，頻出飽和集合の列挙手法を用いると，
効率的に列挙できる．今回我々は，この列挙手法
をベースに実装上の工夫を加えたプログラムを開
発し，投稿した．計算実験の結果，これらのプロ
グラムも優秀な成績を収めた．

今年度は，クリーク列挙以外の，データマイニ
ングへの応用を意識した研究も行っている．グラ
フ構造を持つデータを分析するグラフマイニング
の分野では，グラフの中に頻出するパターンを見
つける研究が盛んに行われている．パターンとし
ては，例えばパスや木，サイクル，部分グラフな
どが研究されている．

頻出集合列挙とは異なり，グラフの頻出パター

ン列挙には計算的な困難が発生する．集合の場合，
異なる 2つのパターンが等しいことは簡単に確認
できるが，グラフの場合，2つのパターンが等し
いことを判定する作業はグラフが同型であるかど
うかを判定する問題を含むため，計算量的に困難
である．このため，グラフパターンの効率的な列
挙が難しく，メモリの意味でも計算時間の意味で
も，効率的なアルゴリズム，および高速なプログ
ラムを作ることは難しい．

現在までに行われている研究は，同型性の判定，
および列挙が効率的に行えるようなグラフクラス
に属するパターンのみに対象を限定した列挙問題
が研究されている．例えば，パスやサイクルは同
型性の判定が自明であるし，木も線形時間で同型
性の判定が可能である．パスやサイクルであるパ
ターン，つまり長さが n であるようなパスやサ
イクルの列挙は容易であるが，木の列挙はそれほ
ど自明ではない．既発見解をメモリに蓄えずに重
複を避けるような，メモリ効率と計算効率の良い
アルゴリズムを構築するためには，全ての木を効
率良くたどれるような探索ルートを用いた列挙手
法が必要である．単純な方法で探索ルートを生成
すると，重複や見つけ損ないを回避できない．

このような，単純な手法での列挙が難しい構造
を列挙する際に威力を発揮するのが逆探索である．
逆探索は，列挙しようとしている構造の間に非閉
路的な親子関係を定める．非閉路的な親子関係は
木型の探索ルートを導出するため，この探索ルー
トをたどることで，全ての列挙対象を発見すると
いう手法である．列挙を行う際には，根となる木
を出発し，親から子への移動を繰り返すことによ
り，深さ優先的に探索を行う．この際，現在訪れ
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ている解の子供を効率良く発見できるようにする
ため，親子関係の定義を工夫することと，アルゴ
リズムの開発が重要となる．

今年度の我々の研究では，逆探索を利用して木
を効率良く列挙するアルゴリズムの開発を行った．
木を根付き木とみなすと，根の位置の変更や子供
の順番の変更で１つの木から様々な根付き木が生
成される．そこでまず，木に対して唯一的に定ま
るような根の定め方を定義し，子供の順番もグラ
フの構造のみに依存して唯一的に定まるような定
め方を定義した．この方法で定義した根と子供の
順番は木に対する唯一的な標準型を与える．標準
型の形状は唯一的に定まっているため，通常の木
よりも取り扱いが簡単となる．次に，標準型と標
準型の間に親子関係を定めることで，木の間に親
子関係を定めた．

この親子関係では，親に 1つ頂点を追加するこ
とによって子供が得られ，また，子供を生成する
ような，頂点の追加場所は，木の右端部分に連続
して存在する．そのため，子供を 1つあたり定数
時間で生成することができ，全体として木を 1つ
あたり定数時間で列挙するようなアルゴリズムを
導くこととなった．

データマイニングの問題では，データベースの
木の各頂点にはラベルが付加されていることが多
い．そのような場合，見つけ出すパターンとして
は，ラベルがついた木が要求されている．今年度
の研究では，このようなラベル付きの木を列挙す
るためのアルゴリズムも開発した．単にラベルが
付いた木を列挙するのであれば，木を列挙した後，
それにラベルを付ければよい．しかし，頻出する
パターンを見つける場合には，このような列挙手
法を用いると効率が悪くなる．ラベル付きの木を
直接，小さいものから大きいものへと成長させる
ような手法で生成する必要がある．今年度の研究
で開発したアルゴリズムは，このような列挙手法
に基づいて構築されており，頻出するパターンの
発見に応用した場合に効率良いアルゴリズムを導
ける．また，このアルゴリズムの計算時間は１つ
あたり定数時間であり，効率が良い．

近年は様々な場面で列挙アルゴリズムが使われ
るようになり，そのため，様々な構造に対する効
率の良い列挙法が求められている．簡単な構造で
あれば，効率良い列挙法の構築は容易なのだが，

複雑で取り扱いの難しい構造となると，計算効率
を考えずに単純に構築された列挙法に基づくアル
ゴリズムは，ときに効率の良いアルゴリズムに比
べて何千倍も余計に計算時間を費やすこともある．
特に，幾何的な構造は列挙が難しいことが多い．
そのため，今年度は幾何学的な構造に対する効率
的な列挙手法の研究も行った．以下にそれらの概
要を示す．

まず研究を行ったのが，根付き三角形分割の列
挙手法である．与えられた平面上の点集合に対し
て，その点同士を結んで平面の分割を平面分割と
よぶ．特に全ての面が三角形であるとき，三角形
分割とよぶ．三角形分割の一本の枝が根として指
定されたとき，それを根付き三角形分割とよぶ．
三角形分割はグラフ描画や数値計算に多数の応用
がある重要な幾何構造である．本年度は，n 個以
下の点から作られる三角形分割を，同型であり，
かつ根が等しいような三角形分割を同一視して列
挙する問題を研究した．

三角形分割の同型性判定はそれほど困難ではな
いが，重複を効率良く避けて列挙を行うことはそ
れほど容易ではない．単純な手法ではすぐに重複
が発生するか，あるいは見つけ損いがでてしまう．
そこで，三角形分割の間を移動する関係を定め，
三角形分割の上に探索木を定義した．この結果，
効率良く全ての解を探索できるようになり，根付
き三角形分割 1つあたり定数時間しかかからない
ようなアルゴリズムを構築することに成功した．

また，このアルゴリズムを拡張することにより，
ちょうど n 個の点からなる三角形分割 (根付きで
はないことに注意) を 1つあたり O(n) 時間で列
挙するアルゴリズムを得た．このアルゴリズムは，
外周上の点数がちょうど r 個である三角形分割の
列挙も可能であり，この場合の計算時間は出力さ
れる三角形分割 1つあたり O(r) 時間である．こ
れらのアルゴリズムのメモリ使用量は O(n) であ
り，メモリ使用量の意味で最適である．

点の個数が n個であり，面の個数が f 個である
ような，異なる 3次元多面体の個数を求めること
は，幾何学における有名な未解決問題の１つであ
る．また多面体の効率的な数え上げアルゴリズム
もこれまで知られていなかった．全ての面が三角
形であるような 3次元の多面体は，平面の三角形
分割に対応するため，上記の三角分割列挙アルゴ
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diameter 4

図 2.3: 直径が 4で頂点数が 7以下である木の集合上に定義された探索ルート

リズムを用いると，各面が三角形であるような 3
次元の多面体の列挙が行える．このアイディアに
基づき，今年度の研究では効率的なアルゴリズム
を開発した．さらに，このアルゴリズムの実装を
行い，4 ≤ n ≤ 15なる各 nについて，点の個数
が nであり全ての面が三角形であるような多面体
の個数を数え上げた．また列挙した多面体の全て
をグラフの形でデータベース化し，WWW上の
ホームページにて公開している．

平面の三角形分割はリアライザと呼ばれる，あ
る特徴を持った内辺の分割を持つ．リアライザは
平面グラフの描画アルゴリズム等に応用がある.
与えられたグラフのリアライザの列挙は，自明で
なく，既存の研究は存在しない．今年度の研究で
は, 左優先順序という極大平面グラフの点の順序
づけを定義し, 左優先順序とリアライザ間の 1対
1関係を導くことにより，リアライザの標準形を
定義した．さらに，標準形の集合上に効率良くた
どれる探索木を定義することで，高速にリアライ
ザを列挙するアルゴリズムを与えた. このアルゴ
リズムは, n点からなる極大平面グラフのリアラ

イザを, リアライザ 1つあたり O(n) 時間で列挙
する.

グラフを, 各面が L字形 (退化した L字形とし
て長方形を含む)であるように, かつ, 辺が交差す
ることなく, 平面に描画したものを, グラフの L
字形描画とよぶ. L字形描画はグラフをある種の
規則にしたがって平面に描画したものである．グ
ラフ描画の応用の観点からは，L字描画のような
基礎的な構造を列挙して最善の描画を選ぶような
手法は基礎的な事項である．このような応用を鑑
み，本年度の研究では, 全ての底辺付き L字形描
画を, 重複も抜けもなく列挙する高速なアルゴリ
ズムの開発を行った．ただし，底辺付き L字描画
とは，L字描画の外周上の辺の１つが底辺として
指定されたものであり，ここでの列挙問題では，
平面描画として同型であり，かつ底辺が等しいも
のは同一視している．本研究のアルゴリズムは,
内面の個数がちょうど n個である底辺つきL字形
描画の全てを, 1つあたり O(1) 時間で生成する.
また，メモリ使用量に関しても O(n) であり，最
適である.
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1. Takeaki Uno, Masashi Kiyomi, Hiroaki
Arimura:
“LCM ver.2: Efficient Mining Algorithms
for Frequent/Closed/Maximal Itemsets”,
Proceedings of IEEE ICDM’04 Workshop
FIMI’04, 2004年 11月.
概要: For a transaction database, a fre-
quent itemset is an itemset included in at
least a specified number of transactions. A
frequent itemset P is maximal if P is in-
cluded in no other frequent itemset, and
closed if P is included in no other itemset
included in the exactly same transactions as
P . The problems of finding these frequent
itemsets are fundamental in data mining,
and from the applications, fast implemen-
tations for solving the problems are needed.
In this paper, we propose efficient algo-
rithms LCM (Linear time Closed itemset
Miner), LCMfreq and LCMmax for these
problems. We show the efficiency of our
algorithms by computational experiments
compared with existing algorithms.

2. Shin-ichi Nakano, Takeaki Uno:
“Constant Time Generation of Trees with
Specified Diameter”, Lecture Notes in Com-
puter Science, 3353, 33-45, 2004年 5月.
概要: Many algorithms to generate all trees
with n vertices without repetition are al-
ready known. The best algorithm runs in
time proportional to the number of trees.
However, the time needed to generate each
tree may not be bounded by a constant,
even though it is “on average”. In this pa-
per we give a simple algorithm to generate
all trees with exactly n vertices and diam-
eter d, without repetition. Our algorithm
generates each tree in constant time. It also
generates all trees so that each tree can be
obtained from the preceding tree by at most

three operations. Each operation consists of
a deletion of a vertex and an addition of a
vertex. By using the algorithm for each di-
ameter 2, 3, · · · , n − 1, we can generate all
trees with n vertices.

3. Kazuhisa Makino, Takeaki Uno:
“New Algorithms for Enumerating All Max-
imal Cliques”, Lecture Notes in Computer
Science, 3111, 260-272, 2004年 7月.
概要: In this paper, we consider the prob-
lems of generating all maximal (bipartite)
cliques in a given (bipartite) graph G =
(V, E) with n vertices and m edges. We
propose two algorithms for enumerating all
maximal cliques. One runs with O(M(n))
time delay and in O(n2) space and the other
runs with O(∆4) time delay and in O(n+m)
space, where ∆ denotes the maximum de-
gree of G, M(n) denotes the time needed to
multiply two n× n matrices, and the latter
one requires O(nm) time as a preprocess-
ing. For a given bipartite graph G, we pro-
pose three algorithms for enumerating all
maximal bipartite cliques. The first algo-
rithm runs with O(M(n)) time delay and
in O(n2) space, which immediately follows
from the algorithm for the non-bipartite
case. The second one runs with O(∆3)
time delay and in O(n + m) space, and the
last one runs with O(∆2) time delay and in
O(n+m+N∆) space, where N denotes the
number of all maximal bipartite cliques in
G and both algorithms require O(nm) time
as a preprocessing. Our algorithms improve
upon all the existing algorithms, when G is
either dense or sparse. Furthermore, com-
putational experiments show that our algo-
rithms for sparse graphs have significantly
good performance for graphs which are gen-
erated randomly and appear in real-world
problems.

4. Shin-ichi Nakano:
“Efficient Generation of Triconnected Plane
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Triangulations”, Computational Geometry
Theory and Applications, 27, 109-122,（掲
載予定）.
概要: A “rooted” plane triangulation is a
plane triangulation with one designated ver-
tex on the outer face. A simple algorithm to
generate all triconnected rooted plane tri-
angulations with at most n vertices is pre-
sented. The algorithm uses O(n) space and
generates such triangulations in O(1) time
per triangulation without duplications. The
algorithm does not output entire triangula-
tions but the difference from the previous
triangulation. By modifying the algorithm
all triconnected rooted plane triangulations
having exactly n vertices including exactly
r vertices on the outer face in O(r) time per
triangulation can be generated without du-
plicates, while the previous best algorithm
generates such triangulations in O(n2) time
per triangulation. All triconnected (non-
rooted) plane triangulations having exactly
n vertices including exactly r vertices on the
outer face can also be generated without du-
plicates in O(r2n) time per triangulation,
and all maximal planar graphs can be gen-
erated in O(n3) time per graph.

5. 高木正博, 中野眞一:
“L字形描画の列挙”, 電子情報通信学会論文
誌DI, J87-D-I, 1-11, 2004年.
概要: グラフを, 各面が L字形 (退化した L
字形として長方形を含む)であるように, か
つ, 辺が交差することなく, 平面に描画した
ものを, グラフの L字形描画とよぶ. 本文は,
全ての底辺つき L字形描画を, 重複も抜けも
なく列挙する高速なアルゴリズムを与える.
本文のアルゴリズムは, 内面の個数がちょう
ど n 個である底辺つき L字形描画の全てを,
重複も抜けもなく, 描画 1つあたり O(1) 時
間で生成する. このアルゴリズムが使用する
作業用記憶領域はアルゴリズム全体で O(n)
である.

6. H. Tanaka and S. Nakano:

“Efficient Generation of Plane Triangula-
tions with Specified Maximum Degree”, 電
子情報通信学会英文論文誌 Special issue on
Foundations of Computer Science, Vol.E87-
D, 330-336, 2004年.
概要: A “based” plane triangulation is
a plane triangulation with one designated
edge on the outer face. In this paper we
give a simple algorithm to generate all bi-
connected based plane triangulations hav-
ing exactly n vertices and with the maxi-
mum degree exactly D. The algorithm uses
O(n) space and generates such triangula-
tions in O(1) time per triangulation without
duplications.

7. 佐藤広幸, 金子雄一, 中野眞一:
“多面体の数え上げ”, 電子情報通信学会論文
誌A, J87-A, 1419-1424, 2004年.
概要: 点の個数が n個であり，面の個数が f

個であるような，異なる 3次元多面体の個数
を求めることは，幾何学における有名な未解
決問題の１つである．また多面体の効率的な
数え上げアルゴリズムもこれまで知られてい
なかった．最近, 底辺つき極大平面的グラフ
を，効率良く列挙するアルゴリズムが，我々
によって設計された．本文では，このアルゴ
リズムを基にして, 全ての面が三角形である
ような多面体の効率的な数え上げアルゴリズ
ムを設計する．また，このアルゴリズムを実
装し，4 ≤ n ≤ 15なる各 nについて，点の
個数がnであり全ての面が三角形であるよう
な多面体の個数を数え上げたので報告する．
また列挙したグラフの全てをWWW上で公
開したので報告する．

8. 山中克久, 中野眞一:
“リアライザの列挙”, 電子情報通信学会論文
誌DI, （掲載予定）.
概要: 極大平面グラフ (全ての面が三角形で
ある平面グラフ)が与えられたとき, ある条
件を満たすような内辺の分割をそのグラフの
リアライザとよぶ. リアライザは平面グラフ
の描画アルゴリズム等に応用がある. グラフ
Gが与えられたとき, Gのリアライザを列挙
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するアルゴリズムは, これまで知られていな
かった. 本文は,まず, 左優先順序という極
大平面グラフの点の順序づけを定義し, そし
て, 左優先順序とリアライザには 1対 1の対
応関係があることを示す. このことを利用し
て, リアライザを重複も抜けもなく高速に列
挙するアルゴリズムを与える. 本文のアルゴ
リズムは, n点からなる極大平面グラフのリ
アライザを, 重複も抜けもなく, リアライザ
1つあたりO(n)時間で生成する.

研究会等

1. 中野 眞一, 宇野 毅明:
“On the Enumeration of Colored Trees”, 情
報処理学会アルゴリズム研究会, 95, 17-24,
2004年 5月.
概要: A c-tree is a tree such that each ver-
tex has a color c ∈ {c1, c2, · · · , cm}. The
problem of enumerating all c-trees with at
most n vertices without repetition has an
application to data mining problem of tree
structured patterns, however no efficient al-
gorithm, which generates each tree in con-
stant time on average, is known. In this
paper we give a simple algorithm for enu-
merating c-trees with at most n vertices
and diameter d. Our algorithm generates
each c-tree in constant time on average.
By using the algorithm for each diameter
2, 3, · · · , n − 1, we can generate all c-trees
with at most n vertices.

学会大会等

1. 宇野毅明:
“大規模データ処理に対する列挙アルゴリズ
ムの活用”, データ工学ワークショップ, (招待
講演), 2005年 2月 28日.

2. 宇野毅明:
“頻出パターンの高速列挙”, 電気通信情報学
会コンピューテーション研究会, (招待講演),
2004年 12月 10日.

3. 清見礼,宇野毅明,松井知己:
“電力取り引きにおける約定量決定問題の高
速解法”,日本オペレーションズリサーチ学会
秋季研究発表会, 2004年 9月.
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C05: 幾つかの画像関連問題の計算複雑度の解析と効率的な解決
法の提案

浅野 哲夫 元木 光雄 Arijit Bishnu

北陸先端科学技術大学院大学情報科学研究科
〒 923-1292石川県能美市旭台町 1-1

{t-asano, mmotoki,arijit}@jaist.ac.jp

最近のディジタルカメラに代表される画像入力
装置の普及に伴い、計算機で画像を処理する機会
が飛躍的に増大しているが、入力装置の性能向上
は必然的にデータ量増大を招き、素朴なアルゴリ
ズムでは妥当な時間内に処理することが困難にな
りつつある。将来を展望したとき、データ量の爆
発により処理不能に陥る危険性があり、今のうち
に計算量の理論に基づいて計算困難度を数学的に
解析し、それに基づいてアルゴリズムを開発する
ことが急務である。このような観点から，本研究
では画像に関連する下記の問題について、本質的
な計算複雑度を明らかにするとともに、近似解法
を含めて効率の良い現実的な解決法を提案する．
(1)画像の領域分割：画像に含まれる対象物を最
適化の基準に基づいて背景から切り出す問題。
(2)一様な点配置生成：合理的な尺度の下に指定
された長方形領域内に指定個数の点を一様に配置
する問題。
(3)適応型メッシュ生成：変形量に応じたサイズ
のメッシュを生成する問題。
(4)高信頼度指紋同定：入力画像に一致する指紋
をデータベースから高い信頼性で効率的に探索す
る問題。
以下，それぞれのテーマについての進捗状況を

その成果と共に記す．

1 画像の領域分割

浅野は以前に計算幾何学的な立場から画像の領
域分割を行うための効率の良いアルゴリズムを提
案しているが，そのときの評価基準は，領域の内
外の濃度差を最大にするように領域に分割すると
いうものであった．具体的には，判別分析の基準

に基づいてクラス間分散を明度情報を用いて定義
し，これを最大にする画像の２分割を求める効率
の良いアルゴリズムを開発した．境界線が一つの
方向に単調でなければならないという制約はある
ものの，調節用のパラメータや経験的な知識に基
づいたパラメータ設定が必要ないというのが特徴
であった．画像に関する知識が利用できない状況
では，意味情報を用いず，明るさの情報だけを用
いて自動的に領域分割を行うことは有意義なこと
であるが，今回はできれば対象画像に関する若干
の知識も取り込んだ形で領域分割を行うための方
法について考察した．

基本的な考え方は，画像の等高線情報を用いる
ことである．画像の等高線とは，ある一定以上の
明るさの領域の境界を様々な明るさについて集め
たものである．多くの画像では，明るさ成分だけ
を取り出して，その典型的な等高線を取り出せば，
ほぼ対象画像を認識することができることが計算
機実験の結果から分かった．しかし，単なる明るさ
だけの情報では十分ではないことが多く，色情報
も付加した領域分割を考案し，計算機実験を行っ
た．計算機実験の結果は良好であるが，まだ実験
で試した例題の数が少ないのが難点であるが，基
本的な考え方は固まったので，来年度には実際に
計算機上にプログラムを実装して実験を行うとと
もに，積極的に研究発表も行う予定である．

2 一様な点配置生成と適応型メッシ

ュ生成

様々な応用分野において，平面あるいは空間の
指定された領域内に指定された個数の点を一様に
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配置する問題があり，様々な分野で様々な方法が
提案されている．本研究では，計算幾何学におけ
るディスクレパンシの理論に基づいて一般的な原
理をまず確立し，その上で個別の問題に適用する
ことを計画している．具体的には，ディジタルハー
フトーニングとメッシュ生成への応用を念頭に置
いている．ディジタルハーフトーニングへの応用
に関しては，ネットワークフローの理論や線形計
画法などと組み合わせることで，数学的な定式化
ができることを示しただけではなく，実際に多項
式時間（しかも実際にも高速）のアルゴリズムを
示し，実験結果も含めて複数の国際会議において
発表した．その結果は，アルゴリズムの専門家だ
けでなく，産業界からも関心が高く，一部は産業
界との共同研究の形に発展する予定である．

メッシュ生成にも重要な応用がある．従来は，
乱数などを用いてランダムに点の初期配置を決め
てメッシュ生成を行った後で，逐次改善を行うと
いうのが典型的なアプローチである．本研究では，
初期配置をディスクレパンシの理論に基づいて注
意深く行うことにより，後続の処理の効率と性能
を向上させることを目指している．今年度の成果
としては，ディスクレパンシ理論に基づく点の初
期配置について効率の良い方法を開発するととも
に，三角形メッシュに限定したとき，局所的な最
適化が直線のアレンジメント上での探索問題に帰
着できることを導いたことにある．この成果に基
づいて，来年度には実装を行うとともに計算機実
験を行い，成果の研究発表も行う予定である．

3 高信頼度指紋同定

指紋の同定は既に実用化されている技術である
が，指紋の同定が各所で行われるにつれ，本質的
な問題が浮き彫りになってきている．一つは性能
の問題であり，他方は計算速度の問題である．本
研究の特徴は，従来画像処理のテクニックだけで
行われていた指紋同定に，計算幾何学的手法を導
入することである．前処理については，距離変換
の技法は非常に有効であることを，理論的にも実
験的にも確認し，その成果を複数の国際会議にお
いて発表した．この研究に関しては産業界とも意
見の交換を行っており，最終的には実用化を目指
している．

来年度の計画としては，指の３次元形状と３次
元的歪を考慮した特徴点のパターンマッチングに
ついて研究する予定である．現在はその基礎的な
考察を行っており，距離変換の概念がここでも役
に立ちそうである．次ページ以降に指紋同定に関
してまとめたものを掲載しておく．
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A Fast Denoising Method for Binary

Fingerprint Image

Xuefeng Liand and Tetsuo Asano

ABSTRACT
In this paper we propose a fast method for bi-
nary fingerprint image denoising that employs
the generalized and ordinary morphological op-
erators based on Euclidian distance transform.
This method avoids quite a number of compu-
tational redundance. In particular, the compu-
tations of denosing step are restricted to a min-
imum number of pixels. The results show that
applying this method on fingerprint image with
impulsive noise and useless components yields a
segmentation much closer to that of an expect
for extracting the minutia accurately.

KEY WORDS
ordinary morphological operator (OMO), gener-
alized morphological operator (GMO), structur-
ing element (SE), strictness, Euclidean distance
transform, useless component.

4 Introduction

The performance of fingerprint recognition re-
lies heavily on the quality of the input finger-
print image. However, in practice, due to skin
conditions (e.g. wet or dry), sensor noise, incor-
rect finger pressure, and inherently low-quality
fingers, a significant percentage of fingerprint
images contains much noise (see (1) in Figure
2.3). The noise of fingerprint image have two
categories: they are impulsive noise (salt and
pepper noise) and useless components respec-
tively1. Several techniques for eliminating the
impulsive noise have been developed. Ratha,
Chen, and Jain [1] implement a morphological
opening whose structuring element is a small

1Useless component is an object disjoining other ob-
jects and whose the largest width is less than the mean
width of fingerprint ridges.

box oriented according to the local ridge orien-
tation. Wahab, Chin, and Tan [2] correct the
binary image at locations where orientation esti-
mates deviate from their neighboring estimates.
This correction is performed by substituting the
noisy pixels according to some oriented tem-
plates. Ikeda et al. [3] use morphological opera-
tors to enhance ridges and valleys in the finger-
print binary image. Since the first two methods
consider the orientation, therefore, a fine selec-
tion of the directional filters is necessary. Al-
though the third method employs an isotropic
constructing element and result keeps the origi-
nal shape of fingerprint, the impulsive noise can
not be eliminated completely. However, time
complexity of them are at least O(n2× d2) for a
image with n×n pixel entries and a filter whose
radius is d. It is time consuming. There are
few literatures till date with regard to eliminat-
ing the useless components. In this paper, we
propose a fast and robust method, which em-
ploys the generalized and ordinary morpholog-
ical operators (GMO and OMO) based on dis-
tance transform, for eliminating the impulsive
noise and useless components, and time com-
plexity can be reduced to O(l × d + n2).

The paper is organized as follows: Section 2
reviews the basic conceptions of the mathemat-
ical morphology; Section 3 presents a strategy
that employs GMO and OMO based on a linear
time Euclidean distance transform for denoising;
finally, in section 4 the important conclusion is
given.

5 Ordinary and generalized

morphological operators

5.1 Ordinary morphological opera-

tors (OMO)

In mathematical morphology, signal transfor-
mations are called morphological filters, which
are nonlinear operators that locally modify the
geometrical features of signals. Some definitions
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are given as follows[5].
Let B ⊂ Z2 be a simple compact set of small

size called structuring element.
Translation:
The translation of a set F by a point x denoted

by F + x is defined as:

F + x = {f + x : ∃f ∈ F}
Where F denote a set of foreground pixels

(Black pixels) and F c denote background (white
pixels).

Reflection:
B̆ is the reflection of B given by:

B̆ = {x : ∃b ∈ B; x = −b}
Erosion:
The fundamental operation of mathematical

morphology is erosion. The erosion of set F by
set B is denoted by F ªB and is defined by:

F ªB =
⋂
{F + b : ∃b ∈ B̆}

Dilation:
The second most basic operation of binary

mathematical morphology is dilation. It is a
dual operation to erosion, meaning that it is de-
fined via erosion by set complementarily. The
dilation of set F by B is denoted by F ⊕B and
is defined by :

F ⊕B =
⋃
{F + b : ∃b ∈ B}

There are two secondary operations that play
a key role in morphological image processing,
these being opening and its dual, closing.

Opening:
The opening of image F by image B is denoted

by F ◦ B and is defined as erosion followed by
dilation, namely:

F ◦B = (F ªB)⊕B

Closing:
The closing of F by B is denoted by F • B

and is defined as dilation followed by erosion,
namely:

F •B = (F ⊕B)ªB

Some of properties of erosion, dilation, open-
ing and closing are detailed in [5].

From the properties of morphological opera-
tors, it is obvious that the shape and size of
the structuring element determine the nature
and degree of the morphological transformation.
The most common structuring elements are hor-
izontal cross, diagonal cross (4-connected set)
and 3× 3 matrix (8-connected set), respectively
(as shown in Figure 2.1).

図 2.1: Structuring element: Left (1): Horizon-
tal cross. Middle (2): Diagonal cross. Right (3):
3× 3 matrix.

Morphological operators detailed so far, which
in the following will be called ordinary morpho-
logical operators (OMO), consider only the in-
tersection of the structuring element with the
image. Thereby, when a large morphological ker-
nel is used, the OMOs have excessive erosion or
dilation. For this reason, it is suggested to de-
fine new morphological operators that general-
ize the ordinary morphological operators, thus
achieving control over their strictness. They are
described briefly in the following subsection.

5.2 Generalized morphological opera-

tors (GMO)

The morphological dilation of F by B can be
generalized by combining the size of the intersec-
tion into the dilation process. In that sense, a
given shift is included in the dilation of F only if
the intersection between F and the reflected and
shifted B is big enough. The obtained advantage
of the generalized dilation is the elimination of
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excessive dilation caused by small intersections.
That is, the mass of an intersection should be
big enough in order to cause a change.

The generalized dilation of F by B with
strictness s is defined by:

F
s⊕ B = {x : #(F

⋂
B̆) ≥ s}; s ∈ [1,min(#F, #B)]

Where # denotes the cardinality of a set.
The ordinary dilation is obtained as a special

case of the generalized dilation when s = 1.
The generalized erosion of F by B with

strictness s is defined by:

F
sª B = {x : #(F c

⋂
B) < s}; s ∈ [1, #B]

Where it is assumed that #F < ∞.
Similarly, the ordinary erosion is also obtained

as a special case of generalized erosion when s =
1.

The properties of generalized morphological
operators can be found in [6].

It is important to note that, using the general-
ized operators in existing algorithms with strict-
ness greater than one may increase the resistivity
of the algorithms to noise and small intrusions.

6 Fingerprint image denoising

by Morphological operation

based on Euclidean distance

transform

6.1 A linear time Euclidean distance

transform

We rely on a linear time Euclidean distance
transform proposed by Hirata et al. It has two
steps.

The step 1 is vertical scan. In a binary im-
age described by set I(n×n) ⊂ Z2, for each fore-
ground pixel p(i, j) ∈ F , compute its vertical
distance dv

i,j , which is the distance to the near-
est background points p(i, j) ∈ F c in the same

column, by vertical direction scan. The time
complexity is bounded by 2n2.

The step 2 is horizontal scan. In this step,
we draw a collection of parabolas {pj |j = 1...n}
for each p(i, j) ∈ F in the same row. The x
and y coordinates of a parabola’s origin are j

and the vertical distance dv
i,j of corresponding

pixel p(i, j) ∈ F respectively. Then, compute
the lower envelope of the collection, which is a
sequence of parabolas {pj′ |j′ = k; k ∈ n}. At
this time, each p(i, j) ∈ F in the row i (i ∈ n),
is associated with a new parabola pj′ that is con-
tributed by j′ and dv

i,j′ of p(i, j′) ∈ F . Finally,
the Euclidean distance di,j of p(i, j) ∈ F is equal

to
√

dv
i,j′

2 + (j′ − j)2. The time complexity of

this step is bounded by 4n2.
Therefor, this Euclidean distance transform is

a linear time algorithm.

6.2 Morphological operation based on

Euclidean distance transform

Symmetrical and circular structuring elements
(SE) play a fairly central role in mathematical
morphology in the continuous plane, since they
provide an isotropic treatment of the image. On
the other hand, for digital images, circular SE
are rarely used because there is no such a SE on
a discrete lattice. Indeed, a direct application of
the definition above leads to a computation cost
of complexity O(n2 × d2) for an image of size
n× n and a SE of radius d.

According to the properties of morphological
operators, computing these morphological oper-
ations of a set F , only the edge of this set needs
to be considered. More accurately, we have

F ªB = F
⋂

(∂(F )ªB)

F ⊕B = F
⋃

(∂(F )⊕B)

where ∂(F ) is the edge of F , that is the set of
pixels of F with at least a direct neighbor not
belonging to F . If l is the length of the contour
of F , that is the cardinal of set ∂(F ), then the
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computational complexity is reduced to O(l×d2)
for any SE of radius d, obviously l ≤ n2

2 , plus n2

time to check whether the pixels belong to ∂(F ),
or not.

When B is a ball, it can be defined as

B = {b : d(b, 0) ≤ d}

where d(b, F ) is the distance from pixel b to the
set F , that is the distance from pixel b to the
nearest pixel belonging to F . For instance, hor-
izontal cross can be defined by d(b, 0) = 1; di-
agonal cross is d(b, 0) = 1.414; 3 × 3 matrix is
1 ≤ d(b, 0) ≤ 1.414 (as shown in Figure 2.2), and
so on so far. More intuitively, for example (1),
whenever the value of center is 1, that means
at least one of its four neighbors has a different
state. It is similar to others.

図 2.2: Structuring element defined by distance
value: Left (1): Horizontal cross (d(b, 0) = 1).
Middle (2): Diagonal cross (d(b, 0) = 1.414).
Right (3): 3× 3 matrix (1 ≤ d(b, 0) ≤ 1.414).

Then, erosion and dilation by B can also be
expressed as the threshold of a distance function,
i.e.

F ªB =
⋂
{F − b : d(b, F ) ≤ d}

F ⊕B =
⋃
{F + b : d(b, F ) ≤ d}

In practise, morphological operators only deal
with the pixels whose distance transform value
is not greater than d. If the strictness of general-
ized morphological operations is greater than 1,
operators should count the number of different
states of neighbors. In this case, time complexity
of operation is O(l × d2). But OMO, i.e. strict-
ness is 1, needn’t check the states of neighbors,
then the complexity is further reduce to O(l).

6.3 Denoising by GMO and OMO

based on distance transform

In practice, due to skin conditions (e.g. wet
or dry), sensor noise, incorrect finger pressure,
fingerprint image obtained from sensor contains
much noises, they heavily affect the accuracy of
further processing. The noises of fingerprint im-
age have many shapes and directions. Thus, a
fine selection of the directional ordinary morpho-
logical operators is required; a large morphologi-
cal kernel may be required. In such cases, effects
of noise may damage the expected results due
to extreme strictness of the OMO. The GMOs,
however, have controllable strictness and so ex-
cessive erosion and dilation may be prevented.
In other hand, due to controlling the strictness of
GMO rather than its shape, A GMO can adapt
itself to the orientation and shape of fingerprint
without adopting amount of directional opera-
tors.

Use of GMO

Since the impulsive noise is fairly small and
thin, a square SE of 3 × 3 pixels (correspond-
ing to 1 ≤ di,j ≤ 1.414) with strictness of 3 is
used. Then, the processing steps of this phase
are following:

1. Implement Euclidean distance trans-
form.

2. Pick up all pixels whose distance value
are 1 or 1.414 and do generalized
opening with strictness of 3 on these
pixels.

3. Update the distance values. Go to
step 2.

Step 2, 3 were repeated until the opening is
idempotent. Generally speaking, 3 loops are suf-
ficient for fingerprint image. Owing to the lin-
ear time distance transform, time complexities
of step 1 and 3 are O(n2). And step 2 takes
O(l × d) + n2 time.
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Experimental results are shown in Figure 2.3
when a generalized opening is applied to the
image. Result shows the image is fairly clean
and fingerprint is less affected. Moreover, one
considerable thing is with the use of GMO it
needn’t apply a closing to refill, as happens with
the OMO. Thus, with GMO is possible to carry
out less quantity of operations than with OMO.
However, there are some useless component are
remained.

図 2.3: Eliminating the impulsive noise. Left
(1): original Image. Right (2): opening with a
SE of 3× 3 pixels and strictness 3.

Use of OMO

Definition Useless component is an object
disjoining other objects and whose the largest
width2 is less than the mean width of fingerprint
ridges and much greater than impulsive noise’s.

One strategy can be used, i.e. we take in-
formation from the image with useless compo-
nents (for example (1) in Figure 2.4) and the
processed image in which useless components are
eliminated completely but fingerprint can not to-
tally be deleted although they are affected in
some measure ((2) in Figure 2.4). Then inte-
grate them for restoring expected image with-
out useless components. Since it is not necessary

2Central line lc of an object is a line which minimizes
the summation of square distances of points on the object
to this line. So, the length of a object is the length of
central line. Given a point p lies on central line lc, width
of object at p is the length of the straight line segment,
which passes through p and perpendicular to lc and whose
two end points are boundary points of object.

keeping the shape of fingerprint in processed im-
age. An ordinary erosion is sufficient for this
process. Meanwhile, it is also determined by the
correct selection of the SE as well as its size.

Lemma When an isotropic SE satisfies the
following condition:

max(Wuseless) ≤ 2d ≤ mean(Wridge)

the useless components can be eliminated, but
some of skeletons of fingerprint shall be re-
mained, where Wuseless and Wridge are widths
of useless component and fingerprint ridge, re-
spectively. d is radius of SE.

PROOF. According to the erosion of ordinary
morphology, eroding an object can be found by
intersecting all translates of the object by the
reflection of the SE. As assumption, the diam-
eter of isotropic SE is not less than the maxi-
mal width of useless component. Then the ob-
ject translated by the reflection of SE is too
far to intersect any other translated object, i.e.⋂{F − b : b∃B} = φ. Thus, the useless compo-
nents can be eliminated under such condition.
The diameter 2d, however, is not greater than
the mean width of fingerprint. That means some
wider portions, which are wider than SE, are not
translated so far that they can intersect others.
So, some of skeletons of fingerprint are remained.

Therefor, according to this aim we carried out
the operation in the following way: the image
((1) in Figure 2.4) is deal with by an ordinary
erosion using a circular SE of 13 pixels (corre-
sponding to 1 < di,j ≤ 2)3. Following this way,
an image ((2) in Figure 2.4) is obtained with-
out useless components completely. Due to an
ordinary operation, the time complexity is only
O(l) + n2. Consequently, image obtained from
previous phase is marked and it is established
a correspondence between both images. The
marked objects which do not correspond with
some information in the eroded image are clas-
sified as useless components and, therefore, they

3Since the width of fingerprint ridge is about 5 pixels
wide, the circular SE of 13 pixels is a good choice.
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are eliminated. The rest marked objects which

図 2.4: Eliminating the useless components. Top
left (1): an image with useless components. Top
right (2): Eroded image with SE of 13 pixels.
Bottom (3): the output image.

correspond to information are classified as fin-
gerprint, remaining finally in the output image
((3) in Figure 2.4).

The eliminating useless component algorithm
by ordinary erosion based on Euclidean distance
transform is given as follows:

Given: a binary image I(n × n) with
useless components and eroded image I ′.
p(i, j) ∈ I; p′(i, j) ∈ I ′.

Output: image without useless compo-
nents completely.

{Q is a queue.}

BEGIN
For i,j = 1 to n

If p(i, j) ∈ F and not visited
Push(p(i, j)), count = 0

1 Mark useless components
While Q is not empty

Pop(p(i, j)), label p(i, j) visited
If any neighbor of p(i, j) is in F

and not visited
Push it into Q and label it

visited

If p′(i, j) ∈ F then count++

2 Eliminate useless component

If count == 0

Push(p(i, j))

While Q is not empty

Pop(p(i, j)), let p(i, j) ∈ F c

If any neighbor of p(i, j) is in
F

Push it into Q

END.

Time complexity of eliminating useless com-
ponents algorithm.

• Because p(i, j) is pushed and popped only
once, Step 1 takes n2 time to mark useless
components.

• Step 2 is similar to step 1. Thus, it takes n2

time for eliminating useless components.

It is clear that time complexity is O(n2).

7 Conclusion

We proposed a fast method using GMO and
OMO based on Euclidean distance transform to
eliminate the impulsive noise and useless com-
ponents from fingerprint image. As above intro-
duction, it is observed that the Euclidean dis-
tance transform is O(n2); eliminating impulsive
noise by GMO is O(l×d)+n2, where d = 2; erod-
ing image for eliminating useless components is
O(l)+n2; finally, eliminating useless components
is O(n2). Thus, the whole processes is a efficient
and robust method, rather than O(n2 × d2) of
conventional methods.

Since the GMO has controllable strictness
which leads to less sensitivity to noise, the exper-
imental results presented in Section 3 are quite
satisfactory.
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Distributing Distinct Integers
Uniformly over a Square Matrix

with Application to Digital
Halftoning

T. Asano, S. Choe, S. Hashima, Y.

Kikuchi, and S-C. Sung

Abstract
This paper considers how to distribute n2 in-

tegers between 0 and n2−1 as uniformly as pos-
sible over an n×n square matrix. We introduce a
discrepancy-based measure to evaluate the uni-
formity. More precisely, we take a sum of matrix
elements over every k × k contiguous submatrix
and define the discrepancy of the matrix as the
largest difference among those sums. It is known
that if n and k are both even integers then we
can construct zero-discrepancy matrices. In this
paper we present a scheme for achieving a new
discrepancy bound 2n when n is odd and k is
2. This is an improvement from the previous
bound 4n. We borrow basic ideas behind or-
thogonal Latin squares and semi-magic squares.
An n-ary number system also plays an impor-
tant part.

This problem is closely related to digital
halftoning. Low discrepancy matrices would im-
prove the quality of commonly used Ordered
Dither Algorithm.

8 Introduction

Digital Halftoning is an important technique
for the rendition of continuous-tone pictures on
displays that can only produce two levels. There
have been a great number of methods for digital
halftoning. One of the most popular methods is
Ordered Dithering which determines an output
level at each pixel by comparison with a thresh-
old in a predetermined table called Dither Ma-
trix. The performance of the algorithm heavily
depends on the Dither matrix.
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A Dither matrix is an n × n square ma-
trix containing integers 0, . . . , n2 − 1. It is
good when those integers are uniformly dis-
tributed. To evaluate the uniformity we intro-
duce a discrepancy-based measure. More pre-
cisely, we take a sum of matrix elements over ev-
ery k× k contiguous submatrix (region) and de-
fine the discrepancy of the matrix as the largest
difference among those sums. This measure re-
flects human eye perception usually modeled us-
ing weighted sum of intensity levels with Gaus-
sian coefficients over square regions around each
pixel [2]. It is known by experience that a matrix
with low discrepancy frequently produces good-
looking pictures. This is the reason why we are
interested in finding a good matrix with low dis-
crepancy.

The analogous geometric problem of dis-
tributing n points uniformly in a unit square has
been studied extensively in the literature [6, 9].
Usually, a family of regions is introduced to eval-
uate the uniformity of a point distribution. If
the points of an n-point set P are uniformly dis-
tributed, for any region R in the family the num-
ber of points in R should be close to 1

n area(R),
where 1

n is the point density of P in the entire
square. Thus, the discrepancy of P in a region
R is defined as the difference between this value
and the actual number of points of P in R. The
discrepancy of the point distribution P with re-
spect to the family of regions is defined by the
maximum such difference, over all regions. The
problem of establishing discrepancy bounds for
various classes of regions has been studied exten-
sively [7]. One of the simplest families is that of
axis-parallel rectangles for which Θ(log n) bound
is known [6, 9].

For the problem of establishing discrepancy
bounds for families of regions (contiguous sub-
matrices), some preliminary observations are ob-
tained in [1]. One basic observation is that we
can construct an n×n matrix of zero-discrepancy
for a family of 2×2 regions if n is even. A space-
efficient algorithm is also presented in [1] for con-

図 2.5: 3× 3 contiguous submatrices (regions).

structing a km × km matrix of zero-discrepancy
for a family of k × k regions. More precisely,
given any matrix index (i, j) we can compute
the corresponding matrix element of the index in
constant time using only O(k2) working space in-
stead of O(k2m) required to store an output ma-
trix. It is also shown in [1] that zero-discrepancy
cannot be achieved if n is odd and k is even, and
only trivial bound has been obtained for the dis-
crepancy in that case. In this paper we present
a new scheme for achieving a new discrepancy
bound 2n when n ≥ 5 is odd and k is 2. This is
an improvement from the previous bound 4n [1].
Basic tools and theories are orthogonal Latin
squares, semi-magic squares, and the n-ary num-
ber system.

9 Preliminary Definitions

For integers n > 1, let Zn(n) be the class of all
n× n integer matrices such that all the integers
ranging from 0 to n − 1 are included exactly n

times and let Z1(n) be that of all n×n matrices
which contain every value 0, . . . , n2 − 1 exactly
once. In this paper we only deal with square
matrices consisting of an odd number of rows
(and columns) unless otherwise specified.

Given an n×n matrix P = (pi,j) and a region
R ⊆ {0, . . . , n − 1}2, P (R) denotes the sum of
the elements of P in locations given by R, i.e.,
P (R) =

∑
(i,j)∈R pi,j . A contiguous k × k region

R
(k)
i,j ⊆ {0, . . . , n − 1}2 with its upper left cor-

ner at (i, j) is defined by R
(k)
i,j = {(i′, j′) | i′ =

i, . . . , i + k − 1 and j′ = j, . . . , j + k − 1}, where
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indices are calculated modulo n. Fig. 2.5. 4 The
k × k-discrepancy of an n × n matrix P for the
family Fk,n of all k × k regions is defined as

max
R∈Fk,n

P (R)− min
R′∈Fk,n

P (R′).

Let N(k, n) be the set of all such zero-k × k-
discrepancy matrices of order (k, n).

Theorem 1 [1] The set N(k, n) of zero-k × k-
discrepancy matrices of order (k, n) has the fol-
lowing properties:

(a) N(k, n) is non-empty if k and n are both
even.

(b) N(k, n) is empty if k and n are relatively
prime.

(c) N(k, n) is empty if k is odd and n is even.

(d) N(k, km) is non-empty for any integers k

and m, k ≥ 2,m ≥ 2.

It follows from the theorem that zero-
discrepancy cannot be achieved in a basic case
of n odd and k even. In this paper we consider
how much we can reduce the discrepancy of such
a matrix in this basic case. One simple question
is whether we can achieve a Θ(log n) bound as
in geometric discrepancy problems.

10 Basic Construction

Schemes

A goal here is to design a low discrepancy ma-
trix. We begin with some basic schemes for con-
structing matrices having some nice properties.

10.1 n-Ary Number System

From now on, we assume that n is an odd
number not less than 3, and our target n × n

matrix C ∈ Z1(n). Since all such integers rang-
ing from 0 and n2−1 can be represented by two

4Throughout this paper, index arithmetic is per-
formed modulo matrix size n unless otherwise noted.

digits in the n-ary number system, we can asso-
ciate to each C ∈ Z1(n) two square matrices A

and B representing upper and lower digits. That
is, each element ci,j of the matrix C is given by

ci,j= n× ai,j + bi,j ,

0 ≤ ai,j , bi,j < n, i, j = 0, 1, . . . , n− 1.

Observe that C ∈ Z1(n) if and only if the two
matrices A and B are in the class Zn(n) and
are mutually orthogonal, that is, no ordered pair
(ai,j , bi,j) occurs more than once. So, we need
schemes for generating two mutually orthogonal
matrices in the class Zn(n).

In the following, we first propose two schemes
called Alternating Diagonal Sequencing and Di-
agonal Repeating, and then propose another
scheme obtained based on the first two scheme.

10.2 Alternating Diagonal Sequenc-

ing

Alternating Diagonal Sequencing is a scheme
for generating a matrix An = (ai,j) in the class
Zn(n) as follows.

ai,j =





i if i + j is odd,

n− 1− i, otherwise.

Recall that R
(2)
i,j = {(i, j), (i + 1, j), (i, j +

1), (i + 1, j + 1)} is the 2 × 2 contiguous region
on an n× n matrix, and An(R(2)

i,j ) is the sum of

elements of An in the region R
(2)
i,j , that is,

An(R(2)
i,j ) = ai,j + ai+1,j + ai,j+1 + ai+1,j+1.

By definition and the fact that n is odd, we
have

ai,j+ai,j+1 =





2i if i odd, j = n− 1,

2n− 2− 2i if i even, j = n− 1,

n− 1 otherwise.

Hence, we have

An(R(2)
i,j ) =





2n if i < n− 1 even, j = n− 1,

2n− 4 if i odd, j = n− 1,

2n− 2 otherwise.
(2.23)

– 233 –



Let Ân = (âi,j) be an n×n matrix defined by

âi,j = aj,n−1−i, for each i, j = 0, . . . , n− 1.

Roughly speaking, Ân can be obtained by a
clockwise 90 degree rotation of An. Thus, we
have

Ân(R(2)
i,j ) =





2n− 4 if i = n− 1, j < n− 1 even,

2n if i = n− 1, j odd,

2n− 2 otherwise.
(2.24)

Lemma 2 The matrix nAn + Ân belongs to
Z1(n).

Proof: First, it is obvious that all elements in
nAn + Ân are integers ranging from 0 to n2 −
1. Then, to complete the proof, each integer
ranging from 0 to n2−1 appears exactly once in
nAn + Ân.

Suppose there are two locations (i, j), (i′, j′) ∈
{0, 1, . . . , n−1}2 such that nai,j + âi,j = nai′,j′+
âi′,j′ . It follows that ai,j = ai′,j′ and âi,j = âi′,j′ .
By definition, each ai,j is either i or n − 1 − i.
From ai,j = ai′,j′ , we have i′ = i if i+j and i′+j′

have the same parity, and i′ = n−1−i otherwise.
On the other hand, we have aj,n−1−i = aj′,n−1−i′

from âi,j = âi′,j′ . Then, we have j′ = j if i + j

and i′+j′ have the same parity, and j′ = n−1−j

otherwise.
As a consequence, i + j and i′ + j′ have the

same parity. Otherwise, i + j + i′ + j′ must be
an odd, however, i + j + i′ + j′ = i + j + (n −
1− i) + (n− 1− j) = 2n− 2. Hence, i′ = i and
j′ = j. Therefore, we can conclude that each
integer ranging from 0 to n2− 1 appears exactly
once in nAn + Ân, i.e., nAn + Ân ∈ Z1(n). 2

Lemma 3 The 2 × 2 discrepancy of nAn + Ân

is 4n.

Proof: Observe from (2.23) and (2.24) that
there is no pair (i, j) such that An(R(2)

i,j ) and

Ân(R(2)
i,j ) are both 2n or both 2n−4. Hence, the

2×2 sums of nAn+Ân is at most 2n×n+2n−2 =

2n2 + 2n − 2 and are at least (2n − 4) × n +
2n − 2 = 2n2 − 2n − 2. Indeed, nAn(R(2)

0,n−1) +

Ân(R(2)
0,n−1) = 2n2 + 2n − 2 and nAn(R(2)

1,n−1) +

Ân(R(2)
1,n−1) = 2n2− 2n− 2. Therefore, the 2× 2

discrepancy of nAn + Ân is 4n. 2

Observe that, when n is even, the 2 × 2 dis-
crepancy of nAn + Ân becomes 0, because we
have An(R(2)

i,j ) = Ân(R(2)
i,j ) = 2n − 2 for ev-

ery (i, j) when n is even. Notice that the non-
emptyness of N(2, n) for even n is already shown
in (a) of Theorem 1.

10.3 Diagonal Repeating

We now define another scheme called Diago-
nal Repeating for generating low discrepancy ma-
trices. We partition the n2 locations of an n×n

matrix into n disjoint regions L
(+)
0 , . . . , L

(+)
n−1

along 45 degree lines as follows:

Ls = {(i, j) | (i+j) mod n = s}, for s = 0, . . . , n− 1.

We define an n×n matrix Dn = (di,j) as follows:

di,j =





s if (i, j) ∈ Ls, s even,

n− 1− s if (i, j) ∈ Ls, s odd.

For example, when n = 5, we have

D5 =




0 3 2 1 4
3 2 1 4 0
2 1 4 0 3
1 4 0 3 2
4 0 3 2 1




.

Observe that the same number is repeated along
45 degree lines. So, it is called Diagonal Repeat-
ing.

By definition, we have

di,j+di,j+1 =





n− 2 if (i, j) ∈ Ls, s < n− 1 even,

n if (i, j) ∈ Ls, s odd,

n− 1 otherwise.

Hence, we have

Dn(R(2)
i,j ) =





2n− 1 if (i, j) ∈ Ln−2,

2n− 3 if (i, j) ∈ Ln−1,

2n− 2 otherwise.

(2.25)
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Let D̂n = (d̂i,j) be an n× n matrix defined by

d̂i,j = dj,n−1−i, for each i, j = 0, . . . , n− 1.

Here, D̂n can be obtained by a clockwise 90 de-
gree rotation of Dn. Analogous to Lss, we define
sets L′0, . . . , L

′
n−1 along −45 degree lines:

L′s = {(i, j) | (j−i) mod n = s}, for s = 0, . . . , n− 1.

Then, D̂n = (d̂i,j) can be defined in terms of L′ss
as follows.

d̂i,j =





n− 1− s if (i, j) ∈ L′s, s even,

s if (i, j) ∈ L′s, s odd.

Moreover, we have

D̂n(R(2)
i,j ) =





2n− 1 if (i, j) ∈ L′0,

2n− 3 if (i, j) ∈ L′n−1,

2n− 2 otherwise.

(2.26)

Lemma 4 The matrix nDn + D̂n belongs to
Z1(n).

Proof: Again, it is obvious that all elements
in nDn + D̂n are integers ranging from 0 to n2−
1. Then, to complete the proof, each integer
ranging from 0 to n2−1 appears exactly once in
nDn + D̂n.

Recall that n is odd. Then, for every two
pairs (i, j) and (i′, j′), di,j = di′,j′ if and only
if (i + j) mod n = (i′ + j′) mod n, and d̂i,j =
d̂i′,j′ if and only if (j − i) mod n = (j′ − i′) mod
n. Moreover, the two sets Ls and L′t intersect
at a single location for every s, t = 0, . . . , n −
1. Hence, for every two pairs (i, j) and (i′, j′),
ndi,j + d̂i,j = ndi′,j′ + d̂i′,j′ if and only if i = i′

and j = j′. Therefore, we can conclude that each
integer ranging from 0 to n2− 1 appears exactly
once in nDn + D̂n, i.e., nDn + D̂n ∈ Z1(n). 2

The following lemma shows that Diagonal Re-
peating can produce lower discrepancy matrices
than Alternating Diagonal Sequencing.

Lemma 5 The 2× 2 discrepancy of nDn + D̂n

is 2n + 2.

Proof: From (2.25) and (2.26), the maximum
and minimum 2×2 sums of Dn(R(2)

i,j )s are respec-

tively Dn(R(2)
n−1,n−1) = (2n− 1)× n + 2n− 1 =

2n2 + n − 1 and Dn(R(2)
0,n−1) = (2n − 3) × n +

2n− 3 = 2n2 − n− 3. 2

The discrepancy bound 2n+2 achieved by Di-
agonal Repeating is much better than the bound
4n done by Alternating Diagonal Sequencing.
Unfortunately, this bound is not optimal. In
fact, we reduce the discrepancy bound further to
2n in the next section. Nevertheless, this bound
looks near optimal because of the following the-
orem establishing a lower bound 2 on the 2× 2
discrepancy for matrices in the class Zn(n). In
fact, the theorem shown a stronger result.

Theorem 6 Let k be any integer such that 2 ≤
k < n. If n and k are relatively prime, then the
k × k discrepancy of each A ∈ Zn(n) is at least
2.

Proof: Let A ∈ Zn(n). Observe that each
matrix element is included in exactly k2 different
k × k regions, and each integer between 0 and
n− 1 appears exactly n times in A. Thus,

n−1∑

i=0

n−1∑

j=0

A(R(2)
i,j ) = k2(0 + 1 + · · ·+ n− 1)× n

= k2n2 (n−1)
2 .

The lemma is proven by contradiction.
Suppose the k × k discrepancy of A is 0 for

some A ∈ Zn(n). It follows that that every k×k

region has the same sum k2(n − 1)/2. Define
a row sum ri,j by ri,j = ai,j + · · · + ai,j+k−1.
In terms of ri,js, we have ri,j + ri+1,j + · · · +
ri+k−1,j = k2(n − 1)/2 for i, j = 0, 1, . . . , n − 1,
which implies ri,j = ri+k,j . Since n and k are
relatively prime, we have ri,0 = ri,1 = · · · =
ri,n−1 for each i = 0, 1, . . . , n, and thus, ri,j =
k(n − 1)/2 for each i, j = 0, 1, . . . , n − 1. By
applying the same arguments to elements of A, it
follows that all the elements of the matrix A are
(n − 1)/2, which contradicts to the assumption
A ∈ Zn(n).
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Next, suppose the k× k discrepancy of A is 1
for some A ∈ Zn(n). Then, there are only two
different k×k sums S0 and S1 with S1 = S0 +1.
For k = 0, 1, we denote by Rk the number of
k×k regions whose sums are Sk. Then, we have
R0 + R1 = n2 and 0 < R0, R1 < n2. Then,
we have R0S0 + R1S1 = k2n2(n − 1)/2. From
R0 + R1 = n2 and S1 = S0 + 1, we have

R1 = k2n2 (n− 1)
2

−n2S0 = n2

(
k2 (n− 1)

2
− S0

)
.

Since n is odd and S0 is an integer, R1 is a mul-
tiple of n2, which contradicts 0 < R1 < n2. 2

Observe from (2.25) that Dn has 2 × 2 dis-
crepancy 2, and according the theorem, Dn has
the lowest 2× 2 discrepancy among all matrices
in Zn(n).

11 Combined Strategy for Im-

proving Discrepancy

We have presented two schema for generat-
ing low discrepancy matrices, i.e., Alternating
Diagonal Sequencing and Diagonal Repeating.
The discrepancy bound achieved is 2n + 2 for
those matrices in the class Z1(n) with n odd.
In this section we propose yet another scheme,
called Modified Alternating Diagonal Sequenc-
ing, based on these two strategies to achieve a
better bound, 2n.

Here we take Dn as the matrix for upper dig-
its, which has the lowest 2×2 discrepancy among
all matrices in Zn(n). Recall that all the ele-
ments of Dn in the location given by Ls have
the same value (for each (i, j) ∈ Ls, di,j = s if s

is even, and otherwise di,j = n− 1− s).

For lower digits, we take the matrices Mn =
(mi,j) defined as follows:

mi,j =





i if (i, j) ∈ L1,

i if (i, j) ∈ Ls, s ≥ 2, s even,

n− 1− i otherwise,

For example, when n = 5,

M5 =




4 0 0 4 0
1 1 3 1 3
2 2 2 2 2
1 3 1 3 3
4 0 4 4 0




.

By the definition of Mn, for each s = 0, . . . , n−1,
all elements of the matrix Mn in the locations
given by Ls have different values, i.e., on matrix
Mn, each of 0, . . . , n− 1 appears exactly once in
the locations given by Ls. This proof the follow-
ing lemma.

Lemma 7 The matrices nDn + Mn belongs to
Z1(n).

Now we estimate the 2 × 2 discrepancy of
nDn + Mn. Recall that we have

Dn(R(2)
i,j ) =





2n− 1 if (i, j) ∈ Ln−2,

2n− 3 if (i, j) ∈ Ln−1,

2n− 2 otherwise,

Moreover, by definition, we have

mi,j + mi,j+1 =





2i if (i, j) ∈ L1,

n− 1 otherwise,

and thus, Mn(R(2)
i,j ) =




n + 2i + 1 if (i, j) ∈ L0 and i < n− 1,

n− 1 if (i, j) ∈ L0 and i = n− 1,

n + 2i− 1 if (i, j) ∈ L1,

2n− 2 otherwise.
Then, we obtain the following theorem.

Theorem 8 The 2×2 discrepancy of the matrix
nDn + Mn is 2n when n > 3.

Proof: Assume that n > 3. Then, from n−2 >

1,
(nDn + Mn)(R(2)

i,j ) =



2n2 − n + 2i + 1 if (i, j) ∈ L0 and i < n− 1,

2n2 − n− 1 if (i, j) ∈ L0 and i = n− 1,

2n2 − n + 2i− 1 if (i, j) ∈ L1,

2n2 + n− 2 if (i, j) ∈ Ln−2,

2n2 − n− 2 if (i, j) ∈ Ln−1.

2n2 − 2 otherwise.
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Hence, the largest and the smallest 2×2 sums
in nDn + Mn are respectively 2n2 + n − 2 (on
Ln−2) and 2n2 − n− 2 (on Ln−1), and thus, the
2× 2 discrepancy is 2n. 2

12 Conclusions

In this paper we have introduced a
discrepancy-based measure to evaluate a
class of integer-valued matrices for application
to digital halftoning. In the context of digital
halftoning, a problem is defined on a discrete
plane instead of a continuous plane used in
the traditional discrepancy theory. We are
also required to fill in lattice points by distinct
integers instead of just placing points on the
continuous plane. We have observed that
discrepancy is affected by integral properties
between a matrix size n and a region size k.

We have devoted to minimizing the discrep-
ancy against a family of 2 × 2 regions. The
region size may be too small for practical ap-
plication to digital halftoning. We could define
a combined discrepancy measure, that is, sum
of discrepancy bounds for several families of re-
gions such as D2,n(P )+D3,n(P )+ · · ·+Dk,n(P ).
What is know so far is that there is no matrix
P for which the combined discrepancy bound
D2,n(P ) +D3,n(P ) is zero.

One technical open problem is to prove op-
timality of the discrepancy bound 2n we have
established in this paper. It is not so easy even
for a small value of n. For example, when n is
five, we have 24! different matrices to check.
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1 はじめに

通信網，電力網，交通網，VLSIの配線，スケ
ジューリング問題，地理情報システム等の多くの
システム工学的，情報工学的諸問題に対するアル
ゴリズムを設計する場合には，これらを離散最適
化問題として定式化することで，問題の持つ計算
の複雑さの解明や高度な数学的解法の適用が可能
となる．しかし，一般には，複雑な要求条件を含
む現実の問題を離散最適化問題として定式化した
場合には，分岐限定法や整数計画法といった離散
最適化の汎用アルゴリズムしか適用できず，この
ままでは計算効率のよいアルゴリズムを得ること
はできない．一方，遺伝アルゴリズム，シミュレー
ティッド・アニーリング法，タブーサーチ法などの
計算の発見的手法に基づくソフトウエアも開発さ
れているが，常に良質な答えを出力するという理
論的な保証はなされていない．そこで，常に，最
適解に対する近似の程度が理論的に抑えられてい
るような答えを出力する，理論保障付き近似アル
ゴリズムの開発が望まれる．本研究では，グラフ
アルゴリズムを中心的な道具として，離散最適化
問題に対する理論保証付きアルゴリズムの開発を
行う．対象とする問題は，グラフの問題に限らず，
グラフ論的手法の適用できる種々の問題を含む．

今年度までに得られた研究成果を以下の四つの
カテゴリーに分類して報告する．

• グラフ連結度問題

• グラフの最小分割問題

• ミニマックス部分木被覆問題

• スケジューリング問題

2 グラフ連結度問題

グラフの連結度に関する問題に対しては研究
代表者が１５年前に開発した最大隣接順序 (MA
orderings)を利用した種々のアルゴリズムが設計
されている．以下に述べる成果においても最大隣
接順序によるグラフ疎化法 (sparsification)が重要
な役割を果たしている．

グラフの点連結度 グラフの連結度を求めるア
ルゴリズムの研究はグラフアルゴリズムにおい
ても最も基本的な課題であり，その計算量は他の
多くのグラフアルゴリズムの計算量に影響を与
えている．グラフの枝連結度は比較的高速に計
算することができるようになり，重み付きグラフ
の枝連結度 λ は O(mn + n2 log n) = O(n3) 時
間で求められるようになっている．ここで，n,m

はそれぞれグラフの点数，枝数である．これに対
し，グラフの点連結度κを計算するにはGabowに
よる現在最良のアルゴリズムを用いても O(m +
min{κ7/2n, κ2n7/4}) の計算時間がかかり，これ
は最悪 κ = Ω(n)のとき O(n15/4)の計算量にな
ることを意味する．そこで小さな計算量で点連
結度を評価するアルゴリズムが開発されている．
Henzingerは，グラフの最小次数を δとしたとき
に κ ≤ δの不等式が成立することを利用して，κ

の２倍近似の値を求めるO(n2 min{κ,
√

n})時間，
O(n2)領域のアルゴリズムを与えている．正確に
は，このアルゴリズムは κ ≤ bδ/2cの場合に正し
いκの値を出力し，そうでない場合にはκ > bδ/2c
というメッセージを出力する．Gabowは，固定さ
れた値 α < 1に対して κ ≤ αδのとき最小点カッ
ト（点連結度を達成している点カット）を出力し，
そうでない場合は κ > αδ というメッセージを出
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力するO(κ2n3/2 + κn2)時間，O(m)領域のアル
ゴリズムを与えている．

本研究では，最大隣接順序によるグラフ疎
化法を Henzinger のアルゴリズムに適用する
ことにより計算時間，計算領域を縮めること
に成功した．我々のアルゴリズムは O(n2(1 +
min{κ2, κ

√
n}/δ)) 時間，O(n + m) 領域の計算

量で，κ ≤ bδ/2cの場合に最小点カット（点連結
度を達成している点カット）を出力し，そうでな
い場合は κ > bδ/2c というメッセージを出力す
る．提案するアルゴリズムは δが κと比べて大き
い場合には従来よりも高い性能を発揮する．

最小 (s, t)-カット グラフにソース，シンクと
呼ぶ２点 s，t が与えられたとき，ソースシン
ク間の最大 (s, t)-フローあるいは最小 (s, t)-カッ
トは，グラフアルゴリズムの理論的な観点のみ
ならず，広範囲な用途を持つことからもこれら
を計算する高速なアルゴリズムの開発は非常に
重要な研究課題である．過去２０年にわたって
最大フローアルゴリズムの開発が続き，大きな
成果をもたらしている．しかし，枝の容量が１
である場合の最大流問題はグラフの辺素なパス
集合を求める問題であり，この場合に対してさ
らに高速に作動するアルゴリズムの開発が行わ
れている．この単位容量の場合には，有向グラ
フに対する Dinitsのアルゴリズムの計算時間は
O(min{ν, n2/3,m1/2}m) である（ここで ν は最
大流の値である）．その後，有向グラフに対して
は研究の進展がないが，GoldbergとRaoは，グ
ラフが単位容量でありかつ無向であればDinitsの
アルゴリズムにおいて各ブロックフローを計算し
た残余ネットワークに対して最大隣接順序 (MA
orderings) によるグラフ疎化法を適用すること
で計算量を O(min{m,n3/2}m1/2) に減らすこと
ができることを示した．Karger と Levine はグ
ラフ疎化法をさらに巧妙に用いて O(m + ν3/2n)
時間のアルゴリズムと O(ν1/6nm2/3) 時間のア
ルゴリズムを得ている．しかし，有向グラフに
対して直接有効なグラフ疎化法は現在知られて
おらず，有向グラフに対する最大フロー，最小
カットの計算時間を改善することは未解決問題
である．本研究では，有向グラフに対し，無向
グラフへの「近さ」を表す尺度を導入し，無向

グラフに近い有向グラフに対しては無向グラフ
に対するグラフ疎化法を用いた高速最大流ア
ルゴリズムが適用できることを示した．有向グ
ラフD = (V, E)の無向グラフへの近さの指標µは∑

u∈V−{s,t}(点 uに入る枝数－点 uから出る枝数)
で定義される．このとき提案するアルゴリズ
ムは有向グラフ D の最小 (s, t)-カットを
O(min{m + ν(ν +µ)1/2n, (ν +µ)1/6nm2/3}) 時
間で計算する．この計算量は小さな µを持ちか
つ密であるような有向グラフに対しては従来法
よりも優れた性能を発揮する．

グラフの局所２点連結増大問題 グラフの連結度
増大問題 (graph augmentation problem)とは，与
えられたグラフにいくつかの辺を新たに加えるこ
とでその辺連結度あるいは点連結度を指定された
目標の値に増大させる問題であり，このとき加え
る辺の本数を最小にすることが目的となる．この
問題は，信頼性ネットワーク設計問題，フロアプ
ランにおける矩形双対問題，フレームの剛体問題，
データセキュリティ問題，グラフ描画問題等に応
用を持つ．グラフの連結度増大問題は 1976年の
Eswaranと Tarjanの論文によって最初に論じら
れ，この論文ですでにグラフの２-辺連結化あるい
は２-点連結化問題，および有向グラフの強連結化
問題が多項式時間で解けることが示されている．
任意の正整数 k に対してグラフの k-辺連結化問
題が多項式時間で解けることを初めて示したのは
atanabeと Nakamuraである．現在この問題は，
辺連結度を求めるのとほぼ同程度の計算時間で解
けることがNagamochiと Ibarakiにより示されて
いる．一方，点連結度を局所的に増大させる問題
はＮＰ困難問題であることが示されている．本研
究では局所２点連結化問題に対して 4/3-近似アル
ゴリズムが設計できることを示した．与えられた
単純連結グラフ G = (V, E)および２点対の集合
Rに対して，何本かの新しい枝をグラフGに付与
して Rの各２点対間の局所点連結度を２以上に
する問題を考える．このとき加える枝の本数を最
小にすることが目的である．この問題に対しては
3/2-近似アルゴリズムが知られていたが本研究で
は問題に対する下界の導き方を精密化することで
最適な付加枝集合の大きさの高々4/3倍の解を求
める線形時間アルゴリズムの設計に成功した．
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3 グラフの最小分割問題

正整数 kが与えられ，グラフの節点集合を k個
の部分集合に分割したとき，異なる部分集合間に
またがる辺の集合を k-分割カット (k-way cut, k-
cut) と呼ぶ．目的関数は，k-分割カットに含まれ
る辺の本数，あるいは，辺に重みが付与されてい
る場合には，k-分割カット内の辺の重み和とし，
これを最小にすることが問題の目的である．最小
k-分割を求める問題は，VLSIの設計，ペイジメ
モリ問題，系統樹問題並列処理におけるタスク割
付問題，巡回セールスマン問題の解法，グラフの
強度計算，ネットワーク信頼性解析などにおいて
重要な応用を持つ．
一般に 2V を定義域とする実数値関数 f を V 上

の集合関数といい，f が次の不等式を満足すると
き劣モジュラ (submodular)と呼ばれる．

f(X)+f(Y ) ≥ f(X∩Y )+f(X∪Y ), ∀X,Y ⊆ V.

また，任意のS ⊆ V に対し f(S) = f(V −S)を満
たすとき f は対称 (symmetric)であると言う．f

を V 上の劣モジュラ集合関数としたとき，(V, f)
を劣モジュラシステムといい，

costf (π) = f(V1) + f(V2) + · · ·+ f(Vk)

を最小にする V の k-分割 πを求める問題を劣モ
ジュラシステム上の k-分割問題 (the k-partition
problem in submodular systems)と呼び k-PPSS
と略す. 特に，f が対称劣モジュラである場合
には，対称劣モジュラシステム上の k-分割問題
(the k-partition problem in symmetric submod-
ular systems) と呼び k-PPSSSと略す. 明らかに
問題のクラスの包含関係として k-PPG ⊂ k-PPH
⊂ k-PPSSS ⊂ k-PPSSが成り立つ．ただし，k-
PPSSS, k-PPSSについて問題を解く計算の手間
には，通常の基本演算以外に，指定された S ⊆ V

に対する f(S)の値を評価する手続き（オラクル）
の手間が含まれる．以下では，f(S)の値を得る
ためにかかる手間を θと書くことにする．f 値を
評価するオラクルを呼び出す回数が多項式回であ
るようなアルゴリズムをオラクル多項式アルゴリ
ズムと呼ぶ．
グラフのカットに関する問題を解く上で重要な

道具は最大流アルゴリズムである．有向グラフ

上でソース s とシンク t の２節点が指定された
とき，sから tへの有向パスをなくすために取り
除くべき辺集合の最小の重み和は，sから tへの
流れの最大値に等しいことが最大流最小カットの
定理として知られている．この sから tへの最大
流と sと tを分離するカットは多項式時間で求め
ることができる．この計算量を F (n,m)で表す．
現在，F (n,m) = O(mn log(n2/m)) が知られて
いる．従って，無向グラフの最小 2-端子カットを
F (n,m)時間で求めることができる．

グラフの最小 2-端子カット問題は最大流アル
ゴリズムを１回使えば解くことができる．グラ
フの最小カットを計算する問題 2-PPGは，V =
{v1, v2, . . . , vn}としたとき，最小 2-端子カット問
題を二つの端子 s, tを s = v1, t ∈ {v2, v3, . . . , vn}
の n− 1通りに対して解き，その中の費用最小の
カットを出力することで解くことができる．Hao
と Orilinは最大流アルゴリズムを１回適用する
間に，2-PPGを解くための情報を取り出すこと
で 2-PPGを解く計算時間をO(nm log(n2/m))に
減らした．Nagamochiと Ibarakiは最大隣接順序
と呼ばれる別の手続きを利用して 2-PPGに対す
るO(mn + n2 log n)時間アルゴリズムを与えた．
重みの重い辺ほど「その辺は最小 2-分割カット
には使われない」と高い確率で判断し，その辺を
縮約してグラフを小さくしていくというアイディ
アに基づき，KargerやKargerと Steinはそれぞ
れ，2-PPGに対する Õ(n2) 時間， Õ(m)時間の
モンテカルロ型確率アルゴリズムを与えた（Õは
対数多項式 logc nを省略した表記である）．一般
の kに対し，k-PPGは，分割数 kを入力変数と
みるとNP-困難な問題になることがGoldschmidt
と Hochbaumにより示された（よって，k, n, m

の多項式時間で k-PPGを解くことは望めない）．
Kargerと Steinは，確率的縮約の考え方を使い，
k-PPGに対するO(n2(k−1)(log n)3)時間モンテカ
ルロ型確率アルゴリズムを与えた．

Ck(n,m) を k-PPG を決定性アルゴリズムに
より解く計算量の上界とする．Goldschmidt と
Hochbaumは kを固定したときには k-PPGが多
項式時間で解けることを示した．この計算量は，
Ck(n,m) = O(nk2/2−3k/2+4F (n,m))であり，一
般の k に対しては現在最良の結果である．この
アルゴリズムのおおまかなアイディアは以下の通
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りである．与えられたグラフの最小 k-分割カット
を π∗k = {V ∗

1 , V ∗
2 , . . . , V ∗

k }とする．ただし，添え
字は cutG(V ∗

1 ) ≤ cutG(V ∗
2 ) ≤ · · · ≤ cutG(V ∗

k )
を満たすとする．まず，最小 k-分割カット π∗k =
{V ∗

1 , V ∗
2 , . . . , V ∗

k }の最初のカットV ∗
1 を見つけ，そ

こを固定する（すなわちグラフからV ∗
1 を除く）こ

とで問題をG[V −V ∗]上の (k−1)-PPGに帰着さ
せる．そのような V ∗

1 を特定することは難しいが，
いくつか 2-分割カット {X, V −X}を選び出しし，
その中に {V ∗

1 , V − V ∗
1 }が含まれるようにするの

は可能である．GoldschmidtとHochbaumは，必
ず V ∗

1 を拾い上げることのできるO(nk)個の 2-分
割カットの選び方を見つけ，k-PPGを O(nk)個
の (k − 1)-PPGに帰着できることを示した．

分割数 kが小さい場合には，問題の構造が詳し
く調べられ，帰着に必要な 2-分割カットの数を減
らすことで計算時間が改善されている．3-PPGに
対する計算量C3(n,m)としては，Kapoor，Kami-
doiらよる O(n3F (n,m)) = Õ(mn4)，Burletと
Goldschmidtによる Õ(mn3)が知られている．4-
PPG に対しては，Kapoor，Kamidoi らによる
O(n4F (n, m)) = Õ(mn5)が知られている．最近，
k ∈ {3, 4, 5, 6} に対して，Nagamochi らによる
Ck(n,m) = O(mnk log(n2/m))が示された．こ
の方法に確率的縮約を組合せることで Levineは
k ∈ {3, 4, 5, 6}に対しO(mnk−2 log3 n) 時間のモ
ンテカルロ型確率アルゴリズムを与えた．

以下では分割数 kに関しても多項式時間で作動
するような最小 k-分割カット問題に対する近似ア
ルゴリズムについて紹介する．

k-PPGの最適解の (2− 2
k ) 倍以内の近似解を与

える簡便な方法がSaranとVaziraniやKapoorに
より与えられている．この方法では，1-分割V (つ
まり，全体の点集合)から始め，分割数を一つ増
やすような最小費用の 2-分割カットを計算し，こ
れを繰り返すことで k-カットを構成する．得られ
た k-カットは最小とは限らないが，最適解の高々
(2 − 2

k )倍以内であることが証明されている．ま
た，このアルゴリズムは対称劣モジュラシステム
に対しても作動するように拡張でき，k-PPSSSに
ついても同様に (2− 2

k )倍近似の性能が得られる
ことが Queyranneにより指摘されている．しか
し，以上のアルゴリズムの正当性に関する証明は
Gomory-Hu木の構造に頼った複雑なものであり，

カット関数の一般化である劣モジュラ集合関数に
おいてはもはやGomory-Hu木型の構造が得られ
ないことも知られている．

本研究では最小 2-分割の追加による k-分割の生
成アルゴリズムの簡潔な正当性の証明を示し，こ
れに基づき劣モジュラ集合関数への一般化を行っ
た．さらに，このアルゴリズムの近似性能を改善
するために，最小 2-分割ではなく，最小 3-分割を
計算しながら分割数を二つずつ増やすアルゴリズ
ムについて研究した（k ≥ 4が偶数のときは１回
目のみ最小 2-分割で分割数を一つだけ増やす）．
彼らはこのアルゴリズムの近似性能が (2− 3

k )（k

が奇数のとき），(2− 3k−4
k2−k

)（kが偶数のとき）で
あることを証明した．グラフの最小 k-分割カット
の多項式近似としてはこれが現在最良である．

さらに，本研究では，与えられた劣モジュラシ
ステム (V, f)に対し，最小 2-分割を計算しなが
ら分割数を kにまで増やすアルゴリズムを貪欲分
離アルゴリズム (Greedy Splitting Algorithm，以
下 GSAと略す) を提案し，その近似性能につい
て解析を行った．このアルゴリズムGSAは k− 1
回反復を行い，第 i回目の反復では V の (i + 1)-
分割 πi+1 を構築する．まず π1 = {V }と初期設
定し，その後，πi の一つの部分集合W ∈ πi を
最小費用で分割することで (i + 1)-分割 πi+1 を
得る．正確には，f(S) + f(W − S) − f(W ) (πi

から πi+1 を得るための費用の増加分) を最小に
するような W ∈ πi とその 2-分割 {S, W − S}
を計算する．この最小 2-分割を {Si,Wi − Si}と
書くと，(i + 1)-分割 πi+1 は，πi において Wi

を Si とWi − Si に入れ替えることで得られる．
従って，各 ` = 1, 2, . . . , k に対し costf (π`) =
f(V )+

∑`−1
i=1 (f(Si)+f(Wi−Si)−f(Wi)) が成り

立つ．明らかに πkは V の k-分割である．各W ∈
πi に対し f(S) + f(W − S) − f(W ) を最小に
するW の空でない真部分集合 S を O(|W |3θ)時
間で見つけることができるのでGSAの計算量は∑

W∈πi
O(|W |3θ) = O(|V |3θ)となる．

V 上の集合関数 f に対し，αf を V の任意の
k-分割 {V1, . . ., Vk}に対して

∑k
i=1 f(V − Vi) ≤

α
∑k

i=1 f(Vi)を満す最小の数 αとする．

このとき，非負劣モジュラシステム (V, f)に対
しGSAは最適解の (1+αf )(1− 1

k )倍以内の V の
k-分割を出力することを証明することができる．
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対称な劣モジュラ集合関数 f に対しては αf ≤
1 であるので，従来から知られていた Saran と
Vazirani，Kapoor による k-PPG に対する結果
や Queyranneによる k-PPSSSに対する結果は，
本研究で得られた結果の系として得られる．ま
た，一般の劣モジュラシステム (V, f) の任意の
k-分割 {V1, . . ., Vk} に対し，

∑k
i=1 f(V − Vi) ≤

(k−1)
∑k

i=1 f(Vi)−k(k−2)f(∅)が成り立つ．さ
らに，非負劣モジュラシステムでは f(∅) ≥ 0よ
り，αf ≤ k − 1であるので k-PPSSは (k − 1)倍
近似可能である．

4 ミニマックス部分木被覆問題

複数台の配送車両が与えられた搬送経路ネット
ワーク上の配送業務を分担して処理する際に，車
両に与えられる最大の負荷を最小にする問題を考
え，グラフ理論的なアプローチを行う．まず，搬
送経路ネットワークを各枝と点に非負重みを持つ
連結グラフ G = (V, E)によりモデル化する．枝
e ∈ E および点 v ∈ V の重みをそれぞれ w(e)，
h(v)と表す．ここで w(e)は枝 eを通過するとき
の移動コスト（移動時間）を意味し，h(v)は点にお
いて行う作業に対するコスト（作業時間）を表す．
デポの役割をする点を rとし，車両台数を表す整数
をpとする．このとき，ミニマックス部分木カバー
問題 (the minmax subtree cover problem: MSC)
とは，点集合 V の p分割 X = {X1, X2, . . . , Xp}
と p個の部分木 T1, T2, . . . , Tp （ただし，各 Tiは
Xi ⊆ V (Ti)を満たすもの）を実行可能解とし，部
分木の最大コストを最小にすることを目的関数と
する．ここで，部分木 Tiのコストは Tiの枝の重
み和とXiの点の重み和の合計として定義される．
この問題にデポを考慮することで定義されるミニ
マックス根付き部分木カバー問題 (the minmax
rooted-subtree cover problem: MRSC)とは，点
集合 V の p分割 X = {X1, X2, . . . , Xp}と p個の
部分木T1, T2, . . . , Tp（ただし，各TiはXi∪{r} ⊆
V (Ti)を満たすもの）を実行可能解とし，部分木
の最大コストを最小にすることを目的関数とする．
さらに，ミニマックス根付き閉路カバー問題 (the
minmax rooted-cycle cover problem: MRCC)と
は，点集合 V の p分割X = {X1, X2, . . . , Xp}と
p個のサイクルC1, C2, . . . , Cp（ただし，各Ciは

Xi∪{r} ⊆ V (Ci)を満たすもの）を実行可能解と
し，サイクルの最大コストを最小にすることを目
的関数とする．以上の問題は枝重みに三角不等式
が成立している場合や Gが木に限定されている
場合でもＮＰ困難であることが示されている．以
下，n，mをそれぞれ与えられたグラフGの点の
数，枝の数とする．

本研究ではまず与えられたグラフGが木である
場合に対して近似アルゴリズムを設計した．MSC
に対しては従来，O(pp−1np−1)時間の (2 − 2

p+1)
近似アルゴリズムが知られていたが，分割すべき
点の集合を木Gの節点部分集合に変更できるよう
拡張した上で，問題の (2− 2

p+1)近似解を求める
アルゴリズムの計算量をO((p− 1)! · n)に軽減し
た．この計算量は pに関しては指数的であるが固
定された pに対しては線形時間である．木Gに対
するMSCに対しては，さらに木に対する点分割
のアルゴリズムを利用することで (2− 2

p+1)近似
解を求めるO(p2n)時間のアルゴリズムを設計し
た．ここでは枝集合分割問題を点集合分割問題へ
変換する方法を新たに開発した点が特徴である．

次に木Gに対するMRSCに対しては，木Gに
対するMSCに対する上記の結果を用いた３倍近
似の線形時間アルゴリズムをまず設計し，これに
基づきさらに近似精度の高い (2+ε)近似解を構築
する O(n log 1

ε )時間アルゴリズムを設計した（ε

はパラメータとして入力される整数である）．

本研究ではGが一般の連結グラフである場合の
MRSCに対してO(m+n log n)時間の (3−2/(p+
1))近似アルゴリズムが構築できることを示した．
この結果に基づきグラフGの枝重みが三角不等式
を満たす場合にはMRCCに対する (6−4/(p+1))
近似アルゴリズムが設計できることを証明した．
以上の結果は後述する配送スケジューリングにお
ける近似アルゴリズムの設計において重要な役割
を果たしている．

5 スケジューリング問題

本研究課題内のこの研究テーマにおいては，ス
ケジューリング問題に対する近似アルゴリズムの
設計を検討している．扱うのは，大きく分けて，
搬送スケジューリングと機械スケジューリングの
二種類である．特に，配送スケジューリングの問
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題では，ジョブの処理をおこなうビークルが，走
行経路を表すグラフの上を移動する．よって，そ
のグラフの構造を考慮に入れたアルゴリズムを設
計することによって，優れた近似比を実現できる
可能性が大きい．

5.1 配送スケジューリング

本年度は，まず，木構造グラフにおける配送ス
ケジューリング問題，および，部分木被覆問題に
対する過去の研究の整理をおこなった．搬送スケ
ジューリング問題では，複数台のビークルが，走
行経路として与えられたグラフの上を移動しなが
ら，節点上に存在するジョブの処理をおこなう．
問題の目的は，与えられた目的関数を最小（ある
いは最大）にするような各ビークルの担当ジョブ，
および，その割り当てられたジョブの処理順序を
決定することである．代表的な目的関数は，ジョ
ブの完了時刻の関数であるメイクスパン，ツアー
タイム，最大納期ずれなどである．なお，特別な
場合として，一台のビークルのスケジューリング
を扱うこともある．一方，部分木被覆問題とは，
与えられたグラフをいくつかの部分木に分割する
問題である．グラフの枝と節点には，非負の重み
が与えられており，代表的な目的関数は，各部分
木のコスト（その枝の重みと節点の重みの総和）
の最大値の最小化である．

この整理の作業は，各ビークルの担当ジョブ（が
置かれている節点の集合）に誘導される部分グラ
フを，ある部分木で近似できないかという考え
に動機づけられている．部分木被覆問題における
枝の重みを，配送スケジューリング問題における
ビークルの移動時間，また，節点の重みをビーク
ルがジョブを処理するための時間とみなせば，二
つの問題には似ている点が多い．実際，この整理
の作業の過程で，与えられたグラフが木の場合の
部分木被覆問題に対する定数倍近似アルゴリズム
をサブルーチンとして用いることによって，メイ
クスパン最小化を目的とした木構造グラフにおけ
る配送スケジューリング問題に対して，5倍近似
アルゴリズム（デポが指定されている場合は 3倍
近似アルゴリズム）を構成できることを示した．

次に，配送に使用するビークルの台数最小化問
題を検討するための準備として，部分木数最小化

を目的とした部分木被覆問題を取り上げた．台数
という目的関数はジョブの完了時刻の直接的な関
数ではないので，配送スケジューリング問題の研
究において，これを扱った例は過去にあまり無い
ようである．この研究テーマでの成果は，与えら
れたグラフが木の場合の部分木数最小化を目的と
した部分木被覆問題に対して，最大コスト最小化
部分木被覆問題に対する定数倍近似アルゴリズム
をサブルーチンとして用いることによって，一つ
の下界値と多項式的な計算手間で動作する 3 倍
近似アルゴリズムを与えたことである．配送スケ
ジューリング問題の立場からすると，台数が最適
値の 3倍であるということは，実用的にはまだ十
分な近似性能であるとは言えないかも知れない．
しかしながら，ジョブの完了時刻の関数ではない
目的関数に対して，このような定数倍近似アルゴ
リズムが存在することを示したのは新しい知見で
ある．

以上が，本年度における配送スケジューリング
問題に対する研究の進展状況である．本年度の研
究成果から，部分木被覆問題に対する高性能な近
似アルゴリズムが得られれば，関連する配送スケ
ジューリング問題に対する有用な近似アルゴリズ
ムを構成できる可能性も大きくなることが予想さ
れる．それを踏まえて，今後もこの方面からアプ
ローチしていく予定である．

5.2 機械スケジューリング

機械スケジューリング問題の分類のやり方とし
て，与えられる機械台数によって分ける，つまり，
一機械スケジューリング問題と多機械スケジュー
リング問題とに分ける方法がある．このとき，多
機械問題は，さらに，並列機械問題とショップ問
題とに分けられる．並列機械問題では，処理され
るべき各ジョブは，複数ある機械のいずれか一台
において処理を受ければよい．一方，ショップ問
題では，各ジョブがいくつかの機械を渡り歩いて
その処理が完了する．代表的なショップモデルと
して，ジョブショップ問題，フローショップ問題，
オープンショップ問題などがある．

グラフ構造は，例えば，ジョブショップスケジ
ューリング問題におけるジョブの移動経路の表示
に現れる．ジョブショップ問題では，各ジョブご
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とにそれぞれの移動経路が定められており，その
情報を含む隣接グラフという有向グラフがしばし
ば利用される．

ジョブショップ問題において，すべてのジョブ
の移動経路が同一であるとき，その問題は，特
別に，フローショップ問題と呼ばれる．この研究
テーマで扱うショップ問題の一つに，タイムラ
グを考慮した 2機械フローショップ問題がある．
この問題に対しては，nをジョブ数としたとき，
O(n log n) 時間で動作する 2 倍近似アルゴリズ
ムと多項式時間近似スキーム（以下，PTASと略
記）が存在することが示されていたが，（それぞれ
M. Dell’Amico, Operations Research, 44 (1996)
777–787，L. A. Hall, Mathematical Program-
ming, 82 (1998) 175–190）．後に我々もO(n log n)
時間で動作する 11/6 倍近似アルゴリズムを与
えた．

今の時点で，理論的な近似精度の観点からは
PTASが最も優れているが，計算手間や実装の容
易性といった観点からはまだ検討しなければなら
ないことがいくつか残っている．

6 おわりに

今年度の研究成果は主に，連結度問題に対する
近似アルゴリズムの開発，グラフ分割問題に対
する近似アルゴリズムの開発，ミニマックス部分
木問題に対する近似アルゴリズムの開発，スケ
ジューリング問題に対する近似アルゴリズムの開
発であった．これらの問題はそれぞれの定式化は
異なっているが互いに関連性を持っているように
思われる．特に，グラフ分割問題とミニマックス
部分木問題は最適化すべき目的関数は異なるが最
適化すべき方向性は類似しているので，これらの
問題を統一的に扱えるような近似アルゴリズムの
設計手法が確立できれば有用であると考えられる．
これまでに用いたアルゴリズムの設計手法を整理
してグラフ構造を持つ広範囲の問題が扱えるよう
に今後も一般化を目指していく．
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1. H. Nagamochi, K. Suzuki, T. Ishii:
“A Simple Recognition of Maximal Planar
Graphs”, Information Processing Letters,
89, 223-226, 2004.
概要: In this paper, we propose a linear
time algorithm for checking whether a given
graph is a maximal planar graph or not and
for delivering a planar embedding if it is
so. Our algorithm is based on a canonical
ordering, which was first introduced by de
Fraysseix et al. to draw a maximal planar
graph in the plane so that each edge is de-
picted by a straight line segment. We show
that an algorithm for computing a canoni-
cal ordering can be used to test whether or
not an arbitrarily given graph is a maximal
planar graph. Our algorithm needs no so-
phisticated data structure and considerably
easy to implement.

2. H. Nagamochi, K. Okada:
“A Faster 2-Approximation Algorithm for
the Minmax p–Traveling Salesmen Problem
on a Tree”, Discrete Applied Mathematics,
140, 103-114, 2004.
概要: Given an edge-weighted tree T and an
integer p ≥ 1, the minmax p–traveling sales-
men problem on a tree T asks to find p tours
such that the union of the p tours covers all
the vertices. The objective is to minimize
the maximum of length of the p tours. It is
known that the problem is NP-hard and has
a (2− 2

p+1)-approximation algorithm which
runs in O(pp−1np−1) time for a tree with n

vertices. In this paper, we consider an ex-
tension of the problem in which the set of
vertices to be covered now can be chosen as
a subset S of vertices and weights to process
vertices in S are also introduced in the tour
length. For the problem, we give an approx-
imation algorithm that enjoys the same ap-
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proximation ratio, but runs in O((p−1)! ·n)
time.

3. H. Nagamochi, N. Yamada:
“Counting Edge Crossings in a 2-Layered
Drawing”, Information Processing Letters,
91, 221-225, 2004.
概要: Given a bipartite graph G =
(V, W,E) with a bipartition {V, W} of a ver-
tex set and an edge set E, a 2-layered draw-
ing of G in the plane means that the vertices
of V and W are respectively drawn as dis-
tinct points on two parallel lines and the
edges as straight line segments. We con-
sider the problem of counting the number
of edge crossings. In this paper, we de-
sign two algorithms to this problem based
on the dynamic programming and divide-
and-conquer approaches. These algorithms
run in O(n1n2) time and O(m) space and in
O(min{n1n2, |E| log(min{|V |, |W |})}) time
and O(m) space, respectively. Our algo-
rithms outperform the previously fastest
Θ(|E| log(min{|V |, |W |})) time algorithm
for dense graphs.

4. L. Zhao, H. Nagamochi, T. Ibaraki:
“On Generalized Greedy Splitting Algo-
rithms for multiway partition problems”,
Discrete Applied Mathematics, 143, 130-
143, 2004.
概要: Given a system (V, T, f, k), where V

is a finite set, T ⊆ V , f : 2V → R is a
submodular function and k ≥ 2 is an in-
teger, the general multiway partition prob-
lem (MPP) asks to find a k-partition P =
{V1, V2, . . ., Vk} of V that satisfies Vi∩T 6= ∅
for all i and minimizes f(V1)+f(V2)+ · · ·+
f(Vk), where P is a k-partition of V if (i)
Vi 6= ∅, (ii) Vi ∩ Vj = ∅ (i 6= j), and (iii)
V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vk = V hold. MPP formula-
tion captures a generalization in submod-
ular systems of many NP-hard problems.
Previously, the authors gave a simple frame-
work for approximating MPP problems by

greedily increasing the size of partition one
by one. In this paper, we show that im-
proved factors are available by increasing
the size by two. We also provide polyno-
mial time implementations for some MPP
problems. Our approach, however, does not
help for the variant of increasing the size by
three (or more).

5. H. Nagamochi:
“Graph Algorithms for Network Connectiv-
ity Problems”, J. Operations Research So-
ciety of Japan, 47, 199-223, 2004.
概要: This paper surveys the recent
progress on the graph algorithms for solving
network connectivity problems such as the
extreme set problem, the cactus represen-
tation problem, the edge-connectivity aug-
mentation problem and the source location
problem. In particular, we show that effi-
cient algorithms for these problems can be
designed based on maximum adjacency or-
derings.

6. H. Nagamochi:
“On 2-Approximation to the Vertex-
Connectivity in Graphs”, Inst. Electron.
Inform. Comm. Eng. Trans. Information
and Systems, E88-D, 12-16, 2005.
概要: Given a graph G, we give a fast al-
gorithm for approximating the vertex con-
nectivity κ of G. Our algorithm delivers
a minimum vertex cut of G if κ ≤ bδ/2c,
and returns a message “κ > bδ/2c” oth-
erwise, where δ denotes the minimum de-
gree of G. The algorithm runs in O(n2(1 +
min{κ2, κ

√
n}/δ)) time and O(n+m) space,

where n and m denote the numbers of ver-
tices and edges in G, respectively.

7. L. Zhao, H. Nagamochi, T. Ibaraki:
“A Greedy Splitting Algorithm for Ap-
proximating Multiway Partition Problems”,
Mathematical Programming, 102, 167-183,
2005.
概要: Given a system (V, T, f, k), where V
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is a finite set, T ⊆ V , f : 2V → R is a
submodular function and k ≥ 1 is an in-
teger, the general multiway partition prob-
lem (MPP) asks to find a k-partition P =
{V1, V2, . . ., Vk} of V that satisfies Vi∩T 6= ∅
for all i and minimizes f(V1)+f(V2)+ · · ·+
f(Vk), where P is a k-partition of V if (i)
Vi 6= ∅, (ii) Vi ∩ Vj = ∅ (i 6= j), and (iii)
V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vk = V hold. MPP includes
NP-hard problems k-way cut, multiterminal
cut, target split and their generalizations in
hypergraphs. We present a simple and uni-
fied framework for developing and analyz-
ing approximation algorithms for MPPs. It
starts at {V } and greedily increases the size
of partition by one in each of k − 1 itera-
tions. We prove some interesting proper-
ties and derive performance guarantees for
many MPPs.

8. H. Nagamochi:
“On Computing Minimum (s, t)-Cuts in Di-
graphs”, Information Processing Letters,
93, 231-237, 2005.
概要: Let D = (V, E) be a simple di-
graph with n vertices and m edges, and
s and t be vertices designated as a source
and a sink. The currently fastest algorithm
that computes a minimum (s, t)-cut in D

runs in O(min{ν, n2/3,m1/2}m) time, where
ν is the size of a minimum (s, t)-cut. In
this paper, we define the non-eulerianness
µ as the sum of |#incoming edges at u −
#outgoing edges at u| over all u ∈ V −
{s, t}, and prove that a minimum (s, t)-cut
in D can be obtained in O(min{m + ν(ν+
µ)1/2n, (ν +µ)1/6nm2/3}) time. This out-
performs the previous algorithm when D is
a dense digraph with small µ.

9. H. Nagamochi:
“On the One-Sided Crossing Minimization
in a Bipartite Graph with Large Degrees”,
Theoretical Computer Science, 332, 417-
4467, 2005.

概要: Given a bipartite graph G =
(V, W,E), a 2-layered drawing consists of
placing nodes in the first node set V on a
straight line L1 and placing nodes in the
second node set W on a parallel line L2.
For a given ordering of nodes in W on L2,
the one-sided crossing minimization prob-
lem asks to find an ordering of nodes in V

on L1 so that the number of arc crossings
is minimized. A well known lower bound
LB on the minimum number of crossings is
obtained by summing up min{cuv, cvu} over
all node pairs u, v ∈ V , where cuv denotes
the number of crossings generated by arcs
incident to u and v when u precedes v in
an ordering. In this paper, we prove that
there always exits a solution whose crossing
number is at most (1.2964 + 12/(δ− 4))LB

if the minimum degree δ of a node in V is
at least 5.

10. H. Nagamochi:
“An Improved Bound on the One-Sided
Minimum Crossing Number in Two-
Layered Drawings”, Discrete and Compu-
tational Geometry, （掲載予定）.
概要: Given a bipartite graph
G = (V, W,E), a 2-layered drawing
consists of placing nodes in the first node
set V on a straight line L1 and placing
nodes in the second node set W on a
parallel line L2. The one-sided crossing
minimization problem asks to find an
ordering of nodes in V to be placed on
L1 so that the number of arc crossings is
minimized. In this paper, we a 1.4664-
approximation algorithm for this problem.
This improves the previously best bound
3 due to P. Eades and N. C. Wormald
[Edge crossing in drawing bipartite graphs,
Algorithmica 11 (1994), 379-403].

11. P. Eades, Q. Feng, X. Lin, H. Nagamochi:
“Straight-Line Drawing Algorithms for Hi-
erarchical Graphs and Clustered Graphs”,
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Algorithmica, （掲載予定）.
概要: Hierarchical graphs and clustered
graphs are useful nonclassical graph models
for structured relational information. Hi-
erarchical graphs are graphs with layering
structures; clustered graphs are graphs with
recursive clustering structures. Both have
applications in CASE tools, software visu-
alization, and VLSI design. Drawing al-
gorithms for hierarchical graphs have been
well investigated. However, the problem
of straight-line representation has not been
solved completely. In this paper, we an-
swer the question: does every planar hier-
archical graph admit a planar straight-line
hierarchical drawing? We present an algo-
rithm that constructs such drawings in lin-
ear time. Also, we answer a basic question
for clustered graphs, that is, does every pla-
nar clustered graph admit a planar straight-
line drawing with clusters drawn as convex
polygons? We provide a method for such
drawings based on our algorithm for hierar-
chical graphs.

12. T. Ishii, H. Nagamochi, T. Ibaraki:
“Augmenting a (k − 1)-Vertex-Connected
Multigraph to an `-Edge-Connected and
k-Vertex-Connected Multigraph”, Algorith-
mica, （掲載予定）.
概要: For two integers k, ` > 0 and
an undirected multigraph G = (V,E),
we consider the problem of augmenting G

by the smallest number of new edges to
obtain an `-edge-connected and k-vertex-
connected multigraph. In this paper, we
show that a (k−1)-vertex-connected multi-
graph G can be made `-edge-connected
and k-vertex-connected by adding at most
max{` + 1, 2k − 4} surplus edges over the
optimum in O(min{k,

√
n}kn3 + n4) time,

where n = |V |.

13. Y. Karuno, H. Nagamochi:
“Scheduling Vehicles on Trees”, Pacific

Journal of Optimization, （掲載予定）.
概要: The vehicle scheduling problem con-
sists of a set of n jobs which are located
at different vertices in a given graph. Each
job is characterized by a release time, a han-
dling time and a due date (or a deadline).
There are m (1 ≤ m ≤ n) identical vehicles
on the graph to process the jobs. The prob-
lem asks to find a routing schedule of the
m vehicles that minimizes a given objective
function. Graphs are restricted to paths
or trees in some applications, and thus the
problem on these graphs has been studied
extensively. In this paper, we give a brief
review of approximation algorithms to the
problem on paths or trees obtained by the
previous work. As a closely related topic,
we also discuss the subtree cover problem
where a given edge-weighted tree with n

weighted vertices is partitioned into a num-
ber of subtrees so as to minimize a given
objective. In this paper, we propose an
O(n3 log n) time 3-approximation algorithm
to the problem of minimizing the number of
subtrees, where the weight of each subtree
must not exceed a specified capacity.

14. H. Nagamochi:
“A 4

3 -Approximation for the Minimum
2-Local-Vertex-Connectivity Augmentation
in a Connected Graph”, J. Algorithms,（掲
載予定）.
概要: Given a simple connected graph G =
(V, E) and a set R of pairs of vertices, we
consider the problem of augmenting G by a
smallest set F of new edges such that the
resulting graph G + F remains simple and
has at least two internally disjoint paths be-
tween u and v for each pair (u, v) ∈ R.
The problem is known to be NP-hard, and a
3/2-approximation algorithm has been ob-
tained so far. In this paper, we introduce
new stronger lower bounds on the optimal
value, and propose an O(|E|+|R|) time 4/3-
approximation algorithm to the problem.

– 252 –



15. H. Nagamochi:
“Approximating the Minmax Rooted-
Subtree Cover Problem”, IEICE Transac-
tions, （掲載予定）.
概要: Let G = (V,E) be a connected
graph such that each edge e ∈ E and each
vertex v ∈ V are weighted by nonnegative
reals w(e) and h(v), respectively. Let r be
a vertex designated as a root, and p be
a positive integer. The minmax rooted-
subtree cover problem (MRSC) asks to find
a partition X = {X1, X2, . . . , Xp} of V and
a set of p subtrees T1, T2, . . . , Tp such that
each Ti contains Xi ∪ {r} so as to minimize
the maximum cost of the subtrees, where
the cost of Ti is defined to be the sum of
the weights of edges in Ti and the weights
of vertices in Xi. Similarly, the minmax
rooted-cycle cover problem (MRCC) asks
to find a partition X = {X1, X2, . . . , Xp} of
V and a set of p cycles C1, C2, . . . , Cp such
that Ci contains Xi ∪{r} so as to minimize
the maximum cost of the cycles, where the
cost of Ci is defined analogously with the
MRSC. In this paper, we first propose a
(3− 2/(p + 1))-approximation algorithm to
the MRSC with a general graph G, and we
then give a (6 − 4/(p + 1))-approximation
algorithm to the MRCC with a metric
(G,w).

16. 石井 利昌, 永持 仁, 高橋 健吾, 西垣 豊,武田
真人:
“タンク繰りにおける経路探索法”, システム
制御情報学会誌, （掲載予定）.
概要: 石油化学事業において, 石油化学プ
ラントを効率的に運用するための生産計画の
最適化が要求されている. 生産計画の最適化
を考慮する際, プラントへ原料をいかに効率
よく供給するかは, 重要な課題の一つである.
通常,購入された原料は,まず，港から一時的
に複数の貯蔵用タンクに受け入れられ, その
後生産計画に従って, プラントへ供給される.
この際，配管網上で，港-タンク間，タンク-
タンク間，またはタンク-プラント間におい

て，互いに途中の配管を共有しない 2本以上
の経路を見つけることが求められる．本研究
では, この配管網上での経路探索問題に対し,
配管網をグラフに置き換えることで，グラフ
理論を用いた解法を提案する．我々の解法で
は，効率的に問題を解くために，要求されう
る全ての経路をあらかじめ木状のデータ構造
に蓄える．提案アルゴリズムの有効性につい
ては, 昭和電工 (株)における事例を基に, 計
算機実験により検証する.

研究会等

1. H. Nagamochi and T. Kawada:
“Approximating the minmax subtree cover
problem in a cactus”, The 15th Annual In-
ternational Symposium on Algorithms and
Computation (ISAAC2004), Lecture Notes
in Computer Science, 3341, 705-716, De-
cember 2004.
概要: Let G = (V, E) be a connected graph
such that edges and vertices are weighted
by nonnegative reals. Let p be a positive
integer. The minmax subtree cover prob-
lem (MSC) asks to find a partition X =
{X1, X2, . . . , Xp} of V and a set of p sub-
trees T1, T2, . . . , Tp, each Ti containing Xi

so as to minimize the maximum cost of the
subtrees, where the cost of Ti is defined to
be the sum of the weights of edges in Ti and
the weights of vertices in Xi. In this paper,
we propose an O(p2n) time (4− 4/(p + 1))-
approximation algorithm for the MSC when
G is a cactus. This is the first constant fac-
tor approximation algorithm for the MSC.

2. T. Ishii, H. Fujita, H. Nagamochi:
“Minimum cost source location problem
with local 3-vertex-connectivity require-
ments”, Computing: The Australasian
Theory Symposium (CATS) Australasian
Computer Science Week, 97-105, 30 Jan-
uary - 3 February, 2005.
概要: Let G = (V, E) be a simple undi-
rected graph with a set V of vertices and a
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set E of edges. Each vertex v ∈ V has a
demand d(v) ∈ Z+ and a cost c(v) ∈ R+,
where Z+ and R+ denote the set of non-
negative integers and the set of nonnega-
tive reals, respectively. The source loca-
tion problem with vertex-connectivity re-
quirements in a given graph G asks to find a
set S of vertices minimizing

∑
v∈S c(v) such

that there are at least d(v) pairwise vertex-
disjoint paths from S to v for each vertex
v ∈ V − S. It is known that if there ex-
ists a vertex v ∈ V with d(v) ≥ 4, then the
problem is NP-hard even in the case where
every vertex has a uniform cost. In this pa-
per, we show that the problem can be solved
in O(|V |4(log |V |)2) time if d(v) ≤ 3 holds
for each vertex v ∈ V .
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C07: Webコンテンツ活用に関連した離散最適化問題の研究
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1 はじめに

本グループでは、Web上に存在する膨大な量の
情報を活用するための技術的問題を離散最適化問
題として定式化し、それに対し、実用的観点から
みて有効かつ適切なアルゴリズムを開発すること
を目的とする。特に、以下の 2つの項目に重点を
おいて研究を実施している。

1. 要約、検索などの、Webコンテンツを知的
活動において活用するのを支援するための基本技
術の確立

2. Webコンテンツ配信方法を求める問題のグ
ラフ理論的定式化とその解法

1の細目は以下の通りである。
1.1. ユーザの個別の情報要求に適合した要約手

法、及び、分類手法とそのアルゴリズムの開発

1.2. Webデータから人間が気づかない未知の
知識を発見、獲得する手法の開発

2の細目は以下の通りである。
2.1. コンテンツ配信問題に対する計算量の解明

と効果的解法の提案

2.2. コンテンツ配信の基盤となる、ネットワー
ク信頼性等、高度情報通信網に関連した諸問題の
定式化とそのアルゴリズム

平成１６年度に得られた主な成果は以下のとお
りである。

1. 要約、検索などの、Webコンテンツを知的
活動において活用するのを支援するための基本技
術の確立について

1.1. 自動要約の重要な要素技術である文圧縮に
おいて、エントロピー等を用いて、名詞の修飾の
必要性を推定することで、削除可能な動詞連体修

飾節の認定を行なう手法を考案した。
1.2. 複数文書要約において、要約対象となる文

書集合からキーワードを抽出して、それをユーザ
に提示し、選択させるなどのインターラクション
を導入してユーザの個別の情報要求に適合させる
要約手法について研究した。

1.3. 可読性の向上を目的とした片仮名表記外来
語の換言知識獲得について成果を得た。

2. Webコンテンツ配信方法を求める問題のグ
ラフ理論的定式化とその解法、及び、その基盤と
なる高度情報通信網に関連した問題に関して

2.1. コンテンツ配信におけるサーバ配置やセン
サネットワークにおけるデータ収集・処理用プロ
セッサの配置に関連した、最小節点ランキング全
域木問題の計算量を解明し、更に置換グラフにつ
いて効率の良いアルゴリズムを得た。

2.2コンテンツ配信の基盤となる高度情報通信
網上での負荷分散に関連した問題のグラフ理論に
よる定式化を試みた。

2.3 コンテンツ配信の基盤となる高度情報通信
網上での非同期分散分枝限定法を定義し、その正
当性と有限時間停止性を証明した。また、それの
もつ可能性を論じた。

2 Webコンテンツ活用に関連した

問題

2.1 動詞連体修飾節の省略可能性に関する
コーパスからの 知識獲得

テキスト自動要約における文内要約の一要素技
術として、動詞連体修飾節の省略可能性に関する
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知識をコーパスから獲得する手法を提案した。具
体的には、動詞連体修飾節が修飾している名詞に
対して、修飾されやすさ、修飾多様性をコーパス
から調べ、修飾される頻度が低い、若しくは、修
飾する動詞の種類が限定されている名詞に係る動
詞連体修飾節を省略可能と認定する。同時に、重
要な内容を持つ名詞に係り、かつ、重要な内容を
持たない動詞連体修飾節を省略可能と認定する。
なお、修飾多様性を計るのにエントロピーを用い
た。本手法によって省略可能と認定された動詞連
体修飾節を評価したところ、再現率 69.4%におい
て, 精度 77.3%との結果を得た。

近年のコンピュータと情報通信技術の進歩によ
り、多くの情報を得ることができるようになった。
しかし、それは同時に情報の氾濫を招き、その結
果、文書情報を要約するテキスト自動要約の必要
性が高まってきている。要約とは、人間がテキス
ト内容の理解、取捨選択をより容易にできるよう
にするために、元のテキストを短く表し直したも
のをいう。これまでの研究で提案されてきた要約
手法は、ある文書集合に対して重要な文を抽出し
文書を再構成する重要文抽出型の要約や、一文毎
に不要箇所を認定し、その不要箇所を省略するこ
とで要約を行なう文内要約などがある。しかし、
どのような使用目的の要約でも作成できる万能な
手法は存在しないため、要約の使用目的に応じた
手法を選択し、時には、複数の手法を併用して要
約を作成することが必要となる。基本的には、あ
る文書集合に対して重要文抽出を行ない、その文
に対していくつかの文内要約の手法を適用するこ
とで、要約文書を作成する要約システムを構築す
る。例えば、国立情報学研究所主催の情報検索、
質問応答、文書要約の評価のためのワークショッ
プ、NTCIR2における要約タスク TSC 1で好成
績を収めた我々のシステムYELLOW[4]もこのよ
うな構成をしている。

テキスト自動要約における文内要約の目的は、
重要文抽出で抽出された文を更に短縮し、要約率
を下げることである。重要文抽出のみのテキスト
自動要約システムでは、長い文が頻出する文書を
要約する場合において、低い要約率が達成できな
い、もしくは、低い要約率を達成するために抽出
可能な文数が少なくなり、要約文書に入れること
ができる情報が減少する。テキスト自動要約にお

いて、文内の情報欠落の少ない部分を削除するこ
とで重要文を更に短くし、なるべく多くの情報を
入れるために、長い文を短くする文内要約技術が
必要である。

本研究では、文内要約の一要素技術として、不
要箇所省略による要約を実現するための一手法で
ある、文中の省略可能な動詞連体修飾節を認定す
るために必要な知識をコーパスから獲得する手法
を提案した。省略可能と認定された動詞連体修飾
節を文中から削除することで、重要文抽出された
文を、更に短い文にすることができる。よって、
本手法を重要文抽出型の要約システムに組み込む
ことで、要約率を更に下げることができる。本研
究における目標は、省略可能な動詞連体修飾節を
できるだけ多く、かつ、高い精度で認定すること
である。そして、本研究で提案する手法によって、
この目標は概ね達成可能である。

本研究では、形態素情報などのタグが付与され
ていない一般のコーパスから不要箇所省略による
要約において利用できる言語知識を自動的に獲得
し、それを用いて要約を行なう一手法を提案した。
ここで、不要箇所の単位として連体修飾節の動詞
連体修飾節（以降、動詞連体とする）に着目する。
動詞連体とは、名詞を修飾している連体修飾の中
で、動詞を含み、かつ、その動詞が名詞を修飾し
ている連体修飾節と定義する。例えば、「大舞台
で演技するスター」の「大舞台で演技する」は、
名詞「スター」を修飾している動詞連体である。
本手法では、動詞連体が修飾している名詞に対し
て、修飾され易さ、修飾多様性をコーパスから調
べる。そして、修飾される頻度が低い、もしくは、
修飾する動詞の種類が限定されている名詞に係る
動詞連体を省略可能と認定する。また、動詞連体
の内容、および、前後の文脈を考慮して、以下の
ような工夫を行なっている。

(1)その動詞連体に含まれている情報が以前の
文にも含まれている情報である場合には、省略可
能と認定され易くする。

(2)重要な情報が含まれている場合には、省略
可能と認定されにくくする。

なお, 修飾多様性を計るのに, エントロピーを
用いる。本手法によって省略可能と認定された動
詞連体修飾節を評価したところ、再現率 69.4%に
おいて、精度 77.3%との結果を得た [5]。
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2.2 ユーザとのインタラクションを導入し
た複数文書システム

近年のコンピュータと情報通信技術の進歩によ
り、多くの情報を得ることができるようになった。
しかし、それは情報の氾濫を招き、そのことによ
り、文書情報を要約するテキスト自動要約の必要
性が高まってきている。その中でも、複数の文書
を自動要約する研究は、検索結果等の大規模な文
書集合を大幅に縮めてひとつの文書として提供す
ることにより迅速な理解を可能にする。そのため、
その技術の確立が強く望まれており、近年、盛ん
に研究されている。複数文書要約とは、検索質問
に適合する文書集合から指定された長さの要約を
生成するタスクと定義される。ところが、検索質
問に適合する複数の文書を要約するとはいえ、文
書集合中や文書中の話題は一様ではない。たとえ
ば、ソニーのAIBOの発売に関するものや販売方
法に関するものなど様々な話題が含まれている。
要約された文書は、これらの話題をすべて盛り込
んでいることが望ましいが、少ない文字数では、
すべてに対応することは困難である。そこで、多
様な要約要求に対応するために、ユーザとのイン
タラクションを導入した複数文書要約システムを
開発する。まず、要約対象となる文書集合から検
索質問と関連したキーワードを自動的に抽出し、
ユーザに指示する。次に、ユーザが情報要求に適
したキーワードを選択、もしくは、適さないキー
ワードを削除し、選択したキーワードによって生
成される要約文書を制御する。

本要約システムは、検索と要約の評価のための
ワークショップ NTCIR4における要約タスクに
参加し、良好な評価結果を得た。但し、参加の際
は、本システムで付されたスコアの上位から一定
数キーワードを選択することで、インタラクショ
ンを導入せず自動要約システムとして参加し、評
価を受けた [6]。

2.3 可読性の向上を目的とした片仮名表記
外来語の換言知識獲得

本研究では、外来語である片仮名語、特に英語
を語源とした片仮名語の和語または漢語への換
言のための知識獲得に関する研究を行なった結果

を報告した。近年、公的文書等における難解な片
仮名語の乱用が問題視されている。片仮名語の大
部分は英単語に基づく外来語であり、従来日本語
で用いられてきた語彙に換言可能な場合も多い。
換言とは、ある言語表現の意味内容を保持したま
ま別の表現へと言い替えることである。自然言語
処理のための要素技術として今後ますます重要に
なると認識されている。換言するための知識は人
手で作成することもできるが、実用的な質と量を
満たすためには多大な労力を要する。そのため、
換言知識は可能な限り自動的に獲得することが望
ましい。以上より、本研究では、難解な片仮名語
をより理解し易い語へと言い替えるための換言知
識を自動的に獲得することを目的としている。手
順としては、まず、片仮名語の元になった英単語
を復元する。そして、得られた英単語の日本語訳
を辞書によって獲得し、候補を絞り込む。実験の
結果、英単語復元は再現率 82.2%、精度 81.1%を
得、換言候補獲得については再現率 14.6%、精度
70.8%となった。

近年、日本語の公的文書において片仮名語が多
用されるようになり、文書可読性の低下が問題と
なっている。国立国語研究所は、自治体の広報紙
等で用いられることの多い難解な外来語である片
仮名語に対して、より理解しやすい語への換言例
を作成し、文書可読性の向上を推奨している。換
言とは、ある言語表現の意味内容を保持したまま、
別の表現へと言い替えることであり、その有用性
が最近注目されている。同所は、今後も半年に５
０語程度ずつ換言例を追加するとしている。この
ような手順をとっている理由としては、一度にす
べての換言知識を整備することが困難であること、
外来語である片仮名語には新語が多いため、ある
時点で換言知識を十分に整備したとしても、次の
年には知識の追加や更新が必要になること等があ
げられている。２００４年１２月現在で提案され
ている語は１４１語であり、日常的に用いられて
いる片仮名語に比べると、はるかに少ない。より
大量の換言知識を整備するために、全ての換言規
則を人手で作成するのではなく、ある程度自動的
に取得することが望ましい。

片仮名語からの換言知識の獲得を目的とした研
究として、宮木らの名詞間類似度を用いた研究 [9]
があげられる。名詞間類似度は、用いられる文脈
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が似ている語は意味も似ているという仮定に基づ
き、共起する名詞を要素とするベクトル間の余弦
によって定義される。

宮木らの研究では、名詞間類似度と換言可能性
を同一のものとして扱っているが、実際には、異
なっている場合も多い。例えば、「アップル」と
「ぶどう」は、用いられる文脈が似ているため、名
詞間類似度は高いが換言可能ではない。宮木らの
手法では、上位概念語、関連語、反意語なども換言
可能とみなされてしまう傾向にある。特に、宮木
らは、上位概念語を換言可能であるとしているが、
この判断は必ずしも適切ではないと考える。確か
に、ある語からその上位概念語への換言を行なっ
た場合、より広範な意味をもつ語になるため、間
違った詳細情報が付加されることはない。しかし、
換言処理の応用を考えると、一般には情報の変化
だけではなく、情報の欠落も起こらないことが望
ましい。上位概念語への換言は、原文の情報が抽
象的になることで、詳細な情報の欠落が起こって
いると考えられる。また、情報欠落の点を除いて
も、文脈によっては上位概念語に換言することが
不適切な場合もあることから、上位概念語は必ず
しも換言の正解例とすべきではないといえる。

以上を踏まえ、本研究では、片仮名語からの換
言知識を自動獲得するための手法を考案した。そ
の際に、片仮名語の性質に特化した手法を用いる
ことで性能の向上を試みた。

換言知識の自動獲得の研究としては、他にも、
パラレルコーパスを用いたものがある。しかし、
一般に大量のパラレルコーパスを利用することは
困難であり、獲得された換言知識の量は少ない。
特に、片仮名語に関しては、パラレルコーパス自
体が入手困難であるため、本研究では考慮してい
ない。また、久光らは、括弧表現を利用して換言
事例を自動獲得している。この方法も、獲得され
る知識の量は多くないが、単一のコーパスから知
識獲得が可能であることや、獲得された知識の正
解率が高いこと等の利点もある。そのため、本研
究では、この研究に基づく手法も併用している。

換言の必要がある片仮名語の大部分は、英語に
基づく外来語である。つまり、その片仮名語が日
本語の語彙中では新語・未知語だったとしても、元
となった英単語は、英語の語彙中で既知の場合が
多い。そのため、日英翻訳のための辞書を用いて、

英単語から日本語訳を獲得することができる。そ
こで、片仮名語から元になった英単語を復元する。
一般に、ひとつの英単語に相当する日本語訳は、
数十語程度獲得されるので、その中から最もふさ
わしい一語に絞り込むために、統計的手法を併用
する。英単語が復元できなかった場合の換言候補
はコーパス中の全名詞とする。以上が、本手法の
主要部分の概要である。また、難解な片仮名語は
新聞記事中で補足説明されている場合がある。本
手法では、これらの情報も利用し、換言知識獲得
の手助けとした。

実験の結果、英単語復元は再現率 82.2%, 精
度 81.1%を得、換言候補獲得については再現率
14.6%、精度 70.8%となった [10]。

3 Webコンテンツ配信と関連した

問題、および、その基盤としての

高度情報通信網に関連した問題

3.1 最小節点ランキング全域木問題の計算
複雑度

グラフ Gの節点ランキングとは、同じラベル
をもつ任意の２節点を結ぶ路上に必ず両端の節点
のラベルより大きなラベルをもつ節点が存在する
ように節点にラベルを振ることである。グラフG

の節点ランキングのうち、最大ラベルが最小とな
るものを最小節点ランキングという。与えられた
グラフの全域木のうち、最小節点ランキングが最
小となるものを求める問題を最小節点ランキング
全域木問題 (MVRST: minimum vertex ranking
spanning tree)という。この問題は、VLSI設計、
データ配信におけるサーバの配置問題、センサネッ
トワークにおけるデータ処理プロセッサの配置等
への応用が考えられる。

まず、３次元マッチング問題が決定問題版の
MVRST へ多項式時間帰着可能であることを示
すことにより、MVRSTがNP困難であることを
示した。また、グラフ Gの、直径が最小となる
全域木を求めるというアイデアに基づいた近似率
b 1
2
(`+3)c

dlog2(`+2)e の近似アルゴリズムを提案した [2]。

一方、置換グラフに対し、長さ４以上の単純閉
路を含まないなどの性質を用いることで、動的計
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画法に基づくO(n3)時間のアルゴリズムを開発し
た [3]。

3.2 モバイルエージェント実行計画問題に
ついて

モバイルエージェント実行計画問題を定式化し、
各エージェントの通信するエージェント数を２に
制限した場合ですら強NP完全であることを証明
した。また、NP完全である範囲や、近似アルゴ
リズムについての検討を行なった。

マルチエージェントシステムは、特に人工知能
の分野で精力的に研究されてきた。エージェントと
はプロセスなどのような動作主体 (computational
entity)のことである。モバイルエージェントとは、
任意のホストに移動可能なエージェントのことで、
分散環境におけるプロセスマイグレーションの概
念とほぼ同じである。マルチエージェントシステ
ムにおけるモバイルエージェントの移動性に関す
る研究は、通信コストの削減を目的としている。
しかし、あるホストに膨大な数のエージェントが
集中すればそのホストは過負荷となることより、
CPUコストと通信コストの両方のバランスをと
るようにホストにエージェントを配置することに
よって、効率的な実行を目指すことが必要になる。
通常、CPUコストの最大値を最小にするように設
計されたこの種の配置最適化は、マルチプロセッ
サ上でのタスクスケジューリングの形式で表され
る。よって、よって、モバイルエージェントタスク
に対応させ、ホストをプロセッサに対応されるこ
とにより、モバイルエージェントの負荷分散を達
成することを、マルチプロセッサにおけるタスク
スケジューリングの拡張とみなすことができる。
しかし、従来のタスクスケジューリング問題では、
モバイルエージェントの相互通信と移動について
考慮することはできない。そこで、新たにこのよ
うな問題をモバイルエージェント実行計画問題と
して定義して、その計算複雑度を解析する。

マルチプロセッサ上のタスクスケジューリング
は３０年以上の間研究されている。従来の研究で
は、CPUコストのバランスをとることや、タスク
間の関係（半順序関係など）が着目されてきた。
また、従来の研究により、タスクがpreemptiveで
なければ問題はマルチプロセッサスケジューリン

グとなり、強NP完全となることが知られている。
なお、タスクが preemptiveの場合は、多項式時
間で最適なスケジュールを得ることができる。

その一方で、モバイルエージェントシステム上
でのシステム全体の観点からの負荷分散の研究
は全くされてこなかった。この理由はエージェン
トが自律的存在であるためだと推察される。エー
ジェントの移動の最適化に関して従来からいくつ
かの研究がなされているが、それらはすべて個々
のエージェント移動に焦点を当てて研究したもの
で、システム全体の性能に関する研究ではない。
例えば、データのリモートアクセス、メッセージ
交換、プロセスマイグレーションの性能比較、一
連のタスクのためのエージェント移動スケジュー
ルタスクとエージェントの旅程 (itinerary)を考慮
したモバイルエージェントの選択などである。こ
れらは、モバイルエージェントの相互通信を考え
ずに、エージェントとホストとの相互通信のみを
考え、エージェントの移動スケジュールのみを最
適化しようとしたものである。システム管理エー
ジェントに関しては、そのような定式化は適切で
あり有用であるが、実際の多くのエージェントシ
ステム（たとえば、情報交換や契約など）では、
エージェントの相互通信を必要とする。もちろん、
エージェント間での通信に関する研究（たとえば、
契約ネットなど）は多く行なわれているが、これ
らの研究は負荷分散に焦点を合せていない。

システム全体の性能向上を目指すのは、個々の
エージェント利益を平均的に良く保つと予想でき
ることより妥当である。そこで、システム全体の
仕事の完了時間を最小にすることを目的とする、
モバイルエージェントの相互通信に関する要素を
定式化に取り込む。

モバイルエージェントは preemptiveタスクと
みなすことができる。よって、エージェント間に
通信が全くないなら、多項式時間で最適な配置を
得ることができる。しかし、エージェントが互い
に通信するとき、これを得ることができるかどう
かは分かっていない。本研究では、エージェント
がお互いに通信する場合には、時間最適な配置を
求めることは強 NP完全であることを証明した。
具体的には、CPUコストと実行途中のエージェン
トの移動の考慮を不要にし、さらに、各エージェ
ントの通信相手が丁度二つのエージェントになる
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ように制限した問題が強NP完全であることを証
明した。通常、エージェントは限られた数 (O(1))
のエージェントとのみ通信するため、この制限は
現実のモバイルエージェントシステムの環境を反
映している。この成果は、エージェントがお互い
に通信する必要があるほぼすべての実際の状況に
対し、最適なエージェントの配置を与えるどのよ
うな効率的なアルゴリズムもないであろうという
ことを示したことになる [7]。

3.3 非同期分散分枝限定法の提案

分散システムにおいて、各変数がタスクに対応
し、その値がそのタスクの割り当て先ホストを示
すような負荷分散問題を解くための新しい非同期
分散分枝限定法を提案する。これは、NP困難な
離散最適化問題に対して非同期完全分散システム
で近似解でない厳密な最適解を求める最初の最適
化分散アルゴリズムである。これは従来の分散最
適化アルゴリズムに比べて高い柔軟性と頑健性を
もつ。そのアイデアには、分枝限定法、分割統治
法、および、局所探索法における λ-Opt近傍の考
え方を複合させている。本手法は、今後の拡張に
より、大規模動的分散システムにおいて有用にな
り得る。

負荷分散、資源配分、施設配置などは分散シス
テムを頑健、柔軟、かつ、効率良く運用するため
の基本的な問題である。これらの問題に対して従
来から逐次、分散の双方において数多くの研究が
行なわれている。これらの問題の多くはNP困難
であるが、最適化という観点からは、逐次環境で
は数多くの研究が存在するのに対し、分散環境で
は最適解を求める研究は非常に少なく、ほとんど
がアドホックな近似解法の研究である。これは、
大規模分散システムにおいて、これらの問題の最
適解を求めることが逐次の場合よりも更に困難で
あることに起因していると推測される。具体的に
は、分散システムでは大域的な情報の扱いやシス
テム全体の合意形成が困難であったり非常に手間
がかかったりするためである。そのため、従来提
案されているほとんどすべての分散環境下での手
法は、局所的な情報のみを用いる局所探索法の一
種である。従って、ある時点で局所最適解に到達
してしまうと、処理する時間的余裕があるにもか

かわらず、それ以上の改善が期待できない。その
ため、実行途中で近似解が求まり、かつ、最終的
には大域的な最適解が求まる手法は有用と考えら
れる。更に、地理的分散システムにおいては、耐
故障性、動的な変化（タスクの動的な到着等）へ
の対応、大規模システムへの対応なども必要であ
る。柔軟性や頑健性の観点からはこれらの性質の
方が手法の時間・通信複雑度や得られる解の精度
よりも重要な場合もある。本稿では、上記の性質
をすべて満たす可能性を秘めている非同期分散分
枝限定法を提案し、その可能性を探る。今回は、
最も基本的な枠組の提案に留まるが、今後の継続
的な研究により、より有用性の高い手法へと発展
することが期待される。

今回提案する非同期分散分枝限定法は、従来の
逐次環境での分枝限定法（例えば、[Ibaraki 87][1]
参照）に基づいている。しかし、それだけでなく、
他の手法の考え方も取り入れている。まず、ホス
ト間で協調して分枝操作を行なうために分割統治
法における統合の考え方を利用している。また、
局所的な状態から順に解が検討されていくため、
局所探索法の λ-Opt近傍の振舞に似た動作をす
る。その結果、非同期分散分枝限定法の動作は、
逐次環境の分枝限定法と比較して大きく異なって
いるようにみえる。最も大きな違いは、逐次の分
枝限定法の動作は唯一の分枝木に基づいてアルゴ
リズムの実行が進むが、今回提案した非同期分散
分枝限定法では各ホストがひとつずつ独立した分
枝木をもち、それらが非同期に協調してアルゴリ
ズムの実行が進むことである。この違いが、単純
に逐次の分枝限定法を分散化しただけの手法には
ない有用な性質を与えている [8]。
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研究業績一覧

学術論文

1. 酒井 浩之, 増山 繁:
“動詞連体修飾節の省略可能性に関するコー
パスからの 知識獲得”, 電子情報通信学会論
文誌D-II, Vol.J87-D-II, No.8, pp.1641-1652,
2004年 8月.
概要: テキスト自動要約における文内要約の
一要素技術として, 動詞連体修飾節の省略可
能性に関する知識をコーパスから獲得する手
法を提案した. 具体的には, 動詞連体修飾節
が修飾している名詞に対して, 修飾されやす
さ, 修飾多様性をコーパスから調べ, 修飾さ
れる頻度が低い, 若しくは, 修飾する動詞の
種類が限定されている名詞に係る動詞連体修
飾節を省略可能と認定する. 同時に, 重要な
内容を持つ名詞に係り, かつ, 重要な内容を
持たない動詞連体修飾節を省略可能と認定す
る. なお, 修飾多様性を計るのに, エントロ
ピーを用いる. 本手法によって省略可能と認
定された動詞連体修飾節を評価したところ,
再現率 69.4%において, 精度 77.3%との結果
を得た.

2. Hiroyuki Sakai, Shigeru Masuyama:
“A Multiple-Document Summarization Sys-
tem with User Interaction”, Proceedings of
Coling2004, Vol.II, pp.1001-1007, August,
2004.
概要: We propose a multiple-document
summarization system with user interac-
tion. Our system extracts keywords from
sets of documents to be summarized and
shows the keywords to a user on the screen.
Among them, the user selects some key-
words reflecting his/her needs. Our sys-
tem controls the produced summary by us-
ing these selected keywords. For evaluartion
of our method, we participated in TSC3 of
NTCIR4 workshop by letting our system se-
lect 12 best keywords as scored by our sys-
tem. Our entered system attained the best
performance in content evaluation among
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systems not using sets of questions. More-
over, evaluation of user interaction shoed
that the interaction is effective.

3. Atsushi Sasaki, Tadashi Araragi, Shigeru
Masuyama, Keizo Miyata:
“Formulation of Mobile Agents Allocation
and its Strong NP-Completeness”, IEICE
Trans. Fundamentals, （掲載予定）.
概要: We formally define the mobile agent
allocation problems from a system-wide
viewpoint and then prove that it is strongly
NP-complete even if each agent communi-
cates only with two agents. This is the
first formal definition for acheduling mobile
agents from the viewpoint of load balancing,
which enables us to discuss its properties
on a rigorous basis. The problem is rec-
ognized as preemptive scheduling with in-
dependent tasks that require mutual com-
munication. The result implies that al-
most all subproblems of mobile agent allo-
cation, which require mutual communica-
tion agents, are strongly NP-complete.

4. 吉田辰巳, 遠間　雄二, 増山 繁, 酒井 浩之:
“ 可読性の向上を目的とした片仮名表記外来
語の換言知識獲得”, 電子情報通信学会論文
誌D-II, (掲載予定).
概要: 本論文では, 外来語である片仮名語, 特
に英語を語源とした片仮名語の和語または漢
語への換言のための知識獲得に関する研究を
行なった結果を報告した. 近年, 公的文書等
における難解な片仮名語の乱用が問題視され
ている. 片仮名語の大部分は英単語に基づく
外来語であり, 従来日本語で用いられてきた
語彙に換言可能な場合も多い. 換言とは, あ
る言語表現の意味内容を保持したまま, 別の
表現へと言い替えることである. 自然言語処
理のための要素技術として, 今後ますます重
要になると認識されている. 換言するための
知識は人手で作成することもできるが, 実用
的な質と量を満たすためには多大な労力を要
する. そのため, 換言知識は可能な限り自動
的に獲得することが望ましい. 以上より, 本

研究では, 難解な片仮名語をより理解し易い
語へと言い替えるための換言知識を自動的に
獲得することを目的としている. 手順として
は, まず, 片仮名語の元になった英単語を復
元する. そして, 得られた英単語の日本語訳
を辞書によって獲得し, 候補を絞り込む. 実
験の結果, 英単語復元は再現率 82.2%, 精度
81.1%を得, 換言候補獲得については再現率
14.6%, 精度 70.8%となった.

5. Shin-ichi Nakayama, Shigeru Masuyama:
“n O(n3) Time Algorithm for Obtaining
the Minimum Vertex Ranking Spanning
Tree on Permutation Graphs”, Proc. of
the 4th Japanese-Hungarian Symposium on
Discrete Mathematics and its Applications,
(掲載予定).
概要: The minimum vertex ranking span-
ning tree problem is to find a spanning
tree of G whose vertex ranking is minimum.
This paper proposes an O(n3) time algo-
rithm for solving the minimum vertex rank-
ing spanning tree problem on a permutation
graph.

研究会等

1. 宮田敬三, 増山繁, 中山慎一:
“最小節点ランキング全域木問題の計算複雑
度”, 第 17回 回路とシステム軽井沢ワーク
ショップ論文集, 2004年 4月, pp.645-650.
概要: グラフ G の節点ランキングとは, 同
じラベルをもつ任意の２節点を結ぶ路上に必
ず両端の節点のラベルより大きなラベルをも
つ節点が存在するように節点にラベルを振る
ことである. グラフ Gの節点ランキングの
うち, 最大ラベルが最小となるものを最小節
点ランキングという. 与えられたグラフの
全域木のうち, 最小節点ランキングが最小と
なるものを求める問題を最小節点ランキング
問題（MVRSTと略称する）という. 本稿で
はMVRSTのNP困難性を証明した。更に、
近似率

b 1
2
(`+3)c

dlog2(`+2)e の近似アルゴリズムを提案
した.
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2. Yasuo Nii, Keizo Kawata, Tatsumi Yoshida,
Hiroyuki Sakai, Shigeru Masuyama:
“Question Answering System QUARK”,
Working Notes of NTCIR Workshop 4
Meeting, pp.367-372, 2004年 6月.
概要: Recently, we can acquire immence
amount of information thanks to the spread
of a computer and internet. Therefore,
technology for finding the information that
a user desires becomes more and more im-
portant. A question answering (QA) sys-
tem answers a question written by natural
language in contrast to conventional infor-
mation retrieval systems where a user ex-
presses his information need by keywords.
Therefore, a QA system can provide more
user-friendly information access environ-
ment to a user. We developed a QA system
QUARK(QUestion AnsweRing system us-
ing a large corpus as a Knowledger source)
that finds answer words from large news-
paper article corpora and was evaluated by
participating in NTCIR4 QAC2, an evalua-
tion workshop of Japanese QA sytems.

3. Hiroyuki Sakai, Shigeru Masuyama:
“A Multiple-Document Summarization Sys-
tem introducing User Interface for reflect-
ing User’s Summarization Need”, Work-
ing Notes of NTCIR Workshop 4 Meeting,
pp.444-451, 2004年 6月.
概要: We propose a multiple-document
summarization system with user interac-
tion. Our system extracts keywords from
sets of documents to be summarized and
shows the keywords to a user on the screen.
Among them, the user selects some key-
words reflecting his/her needs. Our sys-
tem controls the produced summary by us-
ing these selected keywords. For evaluartion
of our method, we participated in TSC3 of
NTCIR4 workshop by letting our system se-
lect 12 best keywords as scored by our sys-
tem. Our entered system attained the best
performance in content evaluation among

systems not using sets of questions. More-
over, evaluation of user interaction shoed
that the interaction is effective.

4. Masanobu Tsuruta, Yoshiyuki Umemura,
Hiroyuki Sakai, Shigeru Masuyama:
“A Web Search Result Classification Sys-
tem based on the Degree of Suitability for
Specialists ”, Working Notes of NTCIR
Workshop 4 Meeting (Supplement), Vol.1,
pp.45-50, 2004年 6月.
概要: We propose a search result classifica-
tion system based on the degree of suitabil-
ity for specialists. Our system classifies doc-
uments based on whether a document is “for
specialists” or “not for specialists”, respec-
tively. This classification is done by rank-
ing each document using the density of key-
words and by a threshold. For evaluation
od our system, we participated in NTCIR4
WEB Topical Classification Task. Only a
part of “evaluation based on distribution of
relevant documents” has executed on this
occasion. As a result, our system exhibits
good performance for some data set. We
also independently conducted experiments
for evaluation based on classification errors.
Experimental results show that the preci-
sion of classification of our system attains
value close to that of average by human
evaluators’.

5. 佐々木淳, 櫟粛之，増山繁:
“ An Asynchronous Distributed Branch and
Bound for Load Balancing(負荷分散のため
の非同期分散分枝限定法)”, 電子情報通信学
会技術研究報告, COMP2004-63, pp.23-32,
2005年 1月.
概要: We propose a new asynchronous dis-
tributed branch and bound algorithm for a
load balancing problem in which each vari-
able corresponds to each task and indicates
a host,where the corresponding task is as-
signed, in a geographically distributed sys-
tem. This is the first algorithm to pro-
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vide the exact optimum solution, not an
approximation, for NP-hard discrete op-
timization problems in a distributed con-
text without any centralized control. More-
over, this algorithm has more flexibility and
greater robustness than the conventional
distributed algorithms. The idea behind the
algorithm is a complex consisting of branch
and bound, divide and conquer, and λ-Opt
neighborhood in local search. This algo-
rithm has a possibility to be useful in an
actual huge dynamic distributed system.

6. 佐々木淳，宮田敬三，櫟粛之，増山繁:
“ モバイルエージェント実行計画問題につい
て”, 京都大学数理解析研究所 数理科学講究
録 (2004年度冬のLAシンポジウム), 2005年
2月発表,講究録掲載予定.
概要: モバイルエージェント実行計画問題を
定義し, 各エージェントの通信するエージェ
ント数を２に制限した場合ですら強NP完全
であることを証明した. また, NP完全であ
る範囲や, 近似アルゴリズムについての検討
を行なった.

7. 佐々木淳，櫟粛之，増山繁:
“ 非同期分散分枝限定法の基本構造と可能
性”, 第 18回 回路とシステム軽井沢ワーク
ショップ, （発表予定）.
概要: 分散システムにおいて, 各変数がタス
クに対応し, その値がそのタスクの割り当て
先ホストを示すような負荷分散問題を解くた
めの新しい非同期分散分子限定方を提案する.
これは, NP困難な離散最適化問題に対して
非同期完全分散システムで近似解でない厳密
な最適解を求める最初の最適化分散アルゴリ
ズムである. これは従来の分散最適化アルゴ
リズムに比べて高い柔軟性と頑健性をもつ.
そのアイデアには, 分枝限定法, 分割統治法,
および, 局所探索法における λ-Opt近傍の考
え方を複合させている. 本手法は, 今後の拡
張により, 大規模動的分散システムにおいて
有用になり得る.

学会大会等

1. Atsushi Sasaki, Tadashi Araragi, Shigeru
Masuyama:
“Proposal of Asynchronous Distributed
Branch and Bound”, Workshop on New
Horizons in Computing, 2005年 3月.

2. 梅村祥之, 辻貞治, 増山繁:
“文書読解時視点移動パターンからの興味に
関する感性情報の抽出の試み”, 言語処理学
会第 11回年次大会発表論文集, pp.141-144,
2005年 3月.

3. 太田貴久, 増山繁:
“模倣レポート判定支援システムの開発”,
言語処理学会第 11 回年次大会発表論文集,
pp.141-144, 2005年 3月.

4. 鶴田雅信, 梅村祥之, 酒井浩之, 増山繁:
“Web検索結果の専門家に対する適合度によ
るランキング手法について”, 言語処理学会
第 11回年次大会発表論文集, pp.1018-1021,
2005年 3月.
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C08: 高性能近似アルゴリズムの設計法に関する研究
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† 名古屋大学 大学院 情報科学研究科
〒 464-8603 名古屋市千種区不老町
{hirata,ono}@is.nagoya-u.ac.jp

‡ 豊橋技術科学大学 情報工学系
〒 441-8580　豊橋市天伯町雲雀ヶ丘 1-1

fujito@ics.tut.ac.jp

1 はじめに

グラフ問題や組合せ問題のような離散構造をも
つ問題のほとんどはNP完全（最適化問題の場合
は NP困難）であり, 現在の計算機では計算時間
が膨大になり手に負えない問題である. しかし,
たとえ NP困難であっても, 計算機を用いてなん
とか解かなければならない離散最適化問題が情報
処理の現場ではますます増えている. たとえば,
ORの分野では, より大規模なネットワーク上で
の資源割当て問題やスケジューリング問題を解か
なければならない. また, 人工知能の分野では推
論処理のような高度な計算を要求する問題がつぎ
つぎと発生している. このような現実を踏まえ,
たとえ求まる解が最適ではなくとも, それに十分
近いことを保証できる近似アルゴリズムの設計論
が今日の重要な研究テーマとなっている. 本研究
の目的は, グラフの彩色問題と集合被覆問題を中
心とした代表的離散最適化問題に対する高性能近
似アルゴリズムを開発するとともに, これまでに
提案されている近似アルゴリズムを設計手法の立
場から調査・分類し一般的設計法を構築すること
である.

本年度の研究成果は以下のようである.

グラフ問題に関しては次のような成果をあげた。
均等辺彩色問題の高性能アルゴリズムを開発した。
重み付き独立集合問題に対する近似アルゴリズム
を開発した。ネットワーク設計問題に対する組合
せ的近似アルゴリズムを開発した。頂点被覆問題
と木状被覆問題に対する並列アルゴリズムを開発
した。木状被覆を求めるための主双対法を提案し
た。さらに、被覆容量／要求量付き部分頂点被覆
問題の 2倍近似解法を与えた。

集合問題に関しては次のような成果をあげた。
被覆型 0-1整数計画問題と部分集合被覆問題に対

し、組合せ的近似アルゴリズムの提案と解析を行っ
た。集合多重被覆問題および集合充填問題の高性
能近似アルゴリズムを開発した.

この他, 公開鍵暗号系において重要な演算であ
るスカラー倍計算の効率的なアルゴリズムを与え
た. また, ３次元離散ボロノイ図を効率よく求め
るアルゴリズムとそのハードウェアアルゴリズム
を提案した. 以下にその詳細を述べる.

2 グラフ問題

各種のグラフ・ネットワーク問題に対して以下
のようなアルゴリズムを設計し解析した.

均等辺彩色問題の高性能アルゴリズム

この問題は, グラフの各頂点においてそこに接
続する辺の色が各色ほぼ同じ数になるように色
を塗る問題である. 1982年にオイラー閉路を用
いた O(kn2)時間のアルゴリズムが提案され, そ
の後, O(n2/k + n|V |)に改善された. ここで, n

は頂点数, kは使用する色数である. 本研究では
O(n2/k)時間のアルゴリズムを与えた. このアル
ゴリズムのアイデアは, 彩色の途中で使用する色
数を各色とも常にほぼ同数にするという平衡条件
(balanced condition)にある [8].

重み付き独立集合問題に対する近似アルゴリ
ズム

グラフの独立集合とは頂点の部分集合でどの２
点も辺で結ばれていないものをいう. 独立集合問
題では与えられたグラフ中の最大サイズの独立集
合を見つける. この問題はNP困難なため近似ア
ルゴリズムの研究がなされており, 頂点数のほか
に最大次数や平均次数を用いて近似率が解析され
てきた. しかし,重み付きの問題では平均次数をパ
ラメータとした近似率の解析はなされていなかっ
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た. 重み付きの場合, 入力のグラフに対し重みの
小さい頂点を多数加えて, 最適解を変えずに平均
次数を任意に小さくすることができてしまうため
である. これを回避するために, 本論文では,平均
次数を拡張した重み付き平均次数を提案し, それ
を用いて近似率を解析した.　さらに, 重み付き
inductivenessというパラメータを定義し, それを
用いた解析も行った [11].

{2,3}-EC-SNDPに対する近似アルゴリズム

ネットワーク設計問題のひとつに Survival Net-
work Design Problem(SNDP)がある. {2,3}-EC-
SNDPは, グラフと, その各頂点対に対し 2また
は 3の確保すべき枝連結度が与えられたとき, そ
の要求を満たすような最小の部分グラフを得る問
題である. この問題に対しては線形計画法を繰り
返し用いた 2近似アルゴリズムが知られているが,
その時間計算量は多項式時間とはいえ実用的なも
のではない. 本研究では深さ優先探索と極大全域
森を組み合わせたグラフ論的手法によるアルゴリ
ズムを提案した. その近似比率が 7

3 となることを
示し, さらに, このアルゴリズムを改良し近似比
率が 2となることを示した [12].

頂点被覆問題と木状被覆問題に対する NCア
ルゴリズム

グラフの頂点被覆問題はよく知られたNP-困難
な組合せ最適化問題である. ここでは, 無向グラ
フが与えられたとき, 全ての辺について少なくと
もどちらか一方の端点を含むような頂点部分集合
のうち, 含まれる頂点の重みの合計が最小である
ものが求められる. これまで同問題には, 各頂点
が被覆できる辺数に制限を加えたり, ある决めら
れた割合いの辺数だけ被覆することを要求するな
どの一般化が個々に考えられてきた. 本研究では,
辺や頂点に関するこれらの被覆条件を併せもつ一
般化問題を新たに導入し, 劣モジュラ集合被覆ア
ルゴリズムを拡張することで, この問題に対して
多項式時間で近似度 2が保証できることを示した
[1].

グラフの木状被覆（あるいは連結辺支配集合）
問題とは,連結グラフが与えられたとき,連結な辺
部分集合で, その外部にあるどの辺にも接続して
いるものの中から, 最小なものを計算する問題で
ある. これは, 通常の頂点被覆であることに加え,
連結部分グラフを誘導するような頂点集合を計算

する問題としてとらえることもできる. 同問題は
NP困難で,頂点被覆問題と同等以上に近似計算が
困難である. 頂点被覆には, いくつかの 2倍近似
NCアルゴリズムが知られているのに対し,連結頂
点被覆には, 近似保証のある並列アルゴリズムが
存在しない. しかも,既存の 2倍近似逐次アルゴリ
ズムを並列化しても,高計算量のRNCアルゴリズ
ムにしかならない. 本研究では,連結頂点被覆なら
びに木状被覆に対し, 2倍近似NCならびにRNC
アルゴリズムを開発した. 入力グラフの頂点数 n,
辺数m,最大次数∆とすると,このNCアルゴリズ
ムは EREW-PRAM上でO(∆2(m+n)/ log n)個
のプロセッサを用いてO(log2 n)時間で並列実行
でき, RNCアルゴリズムは, CRCW-PRAM上で
O(m+n)個のプロセッサを用いて期待値O(log n)
の時間で並列実行できる.

木状被覆を求めるための主双対法

重みつき木状被覆（あるいは連結辺支配集合）
問題では, 辺コストをもつ連結グラフが与えられ,
最小コストの連結辺支配集合を計算することが求
められる. 関連問題である頂点被覆や辺支配集合
が, 一般コストを許しても 2倍近似可能であるの
に対し, 木状被覆は一様コストの場合にのみ 2倍
近似アルゴリズムが知られていた. 一般コストの
木状被覆に対する最良近似保証は 3+ εであり, し
かも楕円体アルゴリズムを必要とする. 本研究で
は, 2倍以上の開きがある 2種類のコストのみが
許された木状被覆に対し, 主双対法に基づく 2倍
近似アルゴリズムを開発した [4].

被覆容量／要求量付き部分頂点被覆問題の 2倍
近似解法

本研究では, 生産計画問題のひとつとして, 容
量つき需要-供給問題（CSD）を新たに導入し, そ
の問題構造を解析するため, 従来の劣モジュラ集
合被覆問題（SSC）の部分集合に関する制約を整
数ベクトルに関するものに拡張した, 劣モジュラ
整数被覆問題（SIC）の検討を提案した. 主双対
法に基づく SSCに対する近似アルゴリズムを SIC
に対するものに発展させ,その性能解析をCSDに
適用することで, CSDのネットワーク構造のみに
依存し, 数値データに依存しない近似保証が得ら
れることを示した [5].
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3 集合問題

集合被覆問題および集合充填問題の高性能アル
ゴリズムを開発した.

被覆型 0-1整数計画問題と部分集合被覆問題

被覆型 0-1整数計画問題と部分集合被覆問題,
およびそれらの特別な場合に対し, 線形計画丸め
法や半正定値計画丸め法といった, 高計算量を要
する手法を用いた近似アルゴリズムが近年数多く
開発されている. 本研究では, より高効率で純粋
に組合せ的なアルゴリズムについて, その近似性
能を検証した. 丸め法を用いて得られた最良結果
と比較すると, その性能はいくつかの特別な場合
で劣るものの,一般には同等以上の性能を有し,重
み付き多重被覆, 部分集合被覆, および更なる一
般化問題では, その性能が優っていることを示し
た [2].

集合多重被覆問題に対する貪欲法の改良

集合多重被覆問題とは, 台集合U とその部分集
合の族が与えられたとき, U の各要素 uを含む部
分集合が, 予め决められた数 ru 以上に属してい
る族のうち, 最小なものを計算する問題で, 通常
の集合被覆問題（r ≡ 1に相当）を一般化するた
め NP 困難である. 与えられた部分集合の最大
サイズを kとするとき, この問題は貪欲法により
Hk =

∑k
i=1(1/i)倍以内で近似されることが知ら

れていたが, より良い近似保証は存在しなかった.
本研究では, 貪欲法を改良して近似度Hk−1/6が
保証できることを示した [6].

重みつき集合充填問題に対する局所改善法

互いに素な部分集合からなる集合族をパッキン
グというが, 重みつき集合パッキング問題とは, 重
みつき部分集合の族が与えられたとき, それに含
まれる部分集合の重み和を最大化するパッキング
を計算するという, よく知られた NP困難な最適
化問題である. 特に与えられた部分集合の最大サ
イズが kであるとき, k集合パッキング（k-SP）と
いう. 本研究では, 部分集合の重みが 1と wに制
限された k-SP（但し, w ≥ 2.5）に対し, 局所探索
法の一種であり, 重みなし集合パッキング問題に
対し有効であることが知られている t-local search
アルゴリズムを拡張して適用し, 近似度 k(k−1)s−2

2(k−1)s−2

（但し, t = 2s）が保証できることを示した [7].

4 その他

この他, 公開鍵暗号系において重要な演算であ
るスカラー倍計算の効率的なアルゴリズムを与え
た. また, ３次元離散ボロノイ図を効率よく求め
るアルゴリズムとそのハードウェアアルゴリズム
を提案した.
スカラー倍計算の効率的なアルゴリズム楕円曲

線上のスカラー倍計算の基本演算は加算P +Qと
２倍算 2P である. ここで, P,Qは楕円曲線上の
点である. スカラー倍計算の基本的な計算法とし
てWindow法があり, その中では 2kP +Qという
形の計算が反復される. 本研究では,この 2kP +Q

を効率良く計算する方法 (直接計算)を提案し, こ
れをWindow法に適用することで, 従来よりも計
算時間を削減した [9]. さらに, 直接計算に座標の
切り替えというアイデアを適用して計算時間の改
良をおこなった [13]. また, モンゴメリのトリック
を用いて計算時間を改善した [15, 16].
３次元離散ボロノイ図を求めるアルゴリズム

３次元離散ボロノイ図とは３次元２値画像のボ
ロノイテセレーションのことである. つまり, ３
次元空間内に何個かの生成点が与えられたとき,
各画素についてそこからもっとも近い生成点を見
つける問題である. 本研究ではこれに対しO(N3)
時間の最適アルゴリズムをあたえた. ただし, 画
像サイズは N × N × N である. さらに, これを
ハードウェアアルゴリズムとして実現した. これ
はO(N3)個のセルアレーを用いO(N2)時間で３
次元離散ボロノイ図を求める [10].
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イズを kとすると，この問題は貪欲法によっ
てHk =

∑k
i=1(1/i)倍以内で近似できること

が知られている．本稿では貪欲法の改良を提
案し，近似率Hk − 1/6が保証できることを
示す．

4. 大竹将知, 藤戸敏弘:
“重みつき集合充填問題に対する局所改善法
について”, 電子情報通信学会コンピュテー
ション研究会技術研究報告, COMP2004-62,
pp. 17–22, 2005, 1.
概要: 重みつき集合充填問題とは，重みのつ
いた部分集合の族が与えられたとき，互いに
素な部分集合からなる族のうち重み最大の
ものを見つける問題である．特に部分集合の
最大サイズが kである問題を k-set packing
problem（k-SP）という．本稿では，局所探
索法の一種である t-local searchアルゴリズ
ムを利用し，部分集合の重みが 1とwに制限
された k-SP（但し，w ≥ 5/2）に対し，近似
比率が k(k−1)s−2

2(k−1)s−2（但し，t = 2s）の近似ア
ルゴリズムを提案する．

5. 安達 大亮、平田 富夫:
“モンゴメリのトリックを用いた 2kP 倍点の
改良計算法”, 情報処理学会アルゴリズム研
究会研究報告, AL98, pp. 33–40, 2004, 11.
概要: この論文では素体上で定義された楕円
曲線に注目する。我々は、アフィン座標系に
おいて、楕円曲線上の点 P からその 2k 倍
の点 2kP を求めるアルゴリズムを２つ提案
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する。１つは k = 2 の場合に有効であり、も
う１つは任意の自然数 k に対して有効であ
る。これらのアルゴリズムは、素体上の逆元
計算 1回を素体上の乗算数回と置き換えるこ
とに基礎を置いている。我々は、逆元計算の
置き換えにモンゴメリのトリックと呼ばれる
技法を用いた。妥当な仮定の下で、我々のア
ルゴリズムは既存のアルゴリズムよりも効率
良く動作する。

6. 安達 大亮、平田 富夫:
“Refined Computations for Points of
the form 2kP Based on Montgomery
Trick”, 暗号と情報セキュリティシンポジウ
ム（SCIS2005）, pp. 1117–1122, 2005, 1.
概要: This paper focuses on algorithms for
an efficient scalar multiplication. We pro-
pose two algorithms for computing points
of the form 2kP in affine coordinates. One
works for k = 2, and the other works for ar-
bitrary natural number k. The efficiency of
these algorithms is based on a trade-off be-
tween a field inversion and several field mul-
tiplications. We apply Montgomery trick to
implement this trade-off. Since a field inver-
sion is usually more expensive than 10 field
multiplications, our algorithms are efficient
in comparison with existing ones.
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1 はじめに

グラフは接続関係を表現する抽象モデルとして
有用であり、古くから盛んに研究されている数学
的対象である。特に近年は、計算機やインターネッ
トの急速な発展に伴い、これらを対象としたグラ
フ問題に対するアルゴリズム研究が盛んになって
きている。例えば、ネットワークの信頼性やルー
ティングの効率化、論理回路の最小化や基盤への
埋め込みと言った問題はその典型例である。
本研究の目的は、ネットワークや計算機上での

問題をグラフ問題としてモデル化し、そのアルゴ
リズム開発の研究を行うことである。ただし、本
研究では、例えばルーティング問題を取り扱う場
合にはルータの構造を特徴付けるグラフのみを考
えるなど、入力を現実的なものに絞ることにより、
アルゴリズムの効率化を目指している。以下、各
節で、平成 16年度の結果を述べる。

2 平坦なネットワークに対するルー

ティングアルゴリズム

本研究では、コンパクトルーティング問題と最
大伸張度削減問題の二つを扱った。前者は一般的
なルーティングに対して条件を緩和する事でコス
トを改善するアルゴリズムを構築する問題である
のに対して、後者は枝追加により効率的な全域木
を構築する問題である。
コンパクトルーティングとは、基本的なネット

ワークルーティング問題のひとつであり、必ずし
も最短経路でルーティングしない事によって必要

とするテーブルサイズを削減する手法である。迂
回経路とその最短経路の比を伸張係数と呼ぶが、
近年、簡単かつ現実的なネットワークモデル下で
伸張係数 3かつテーブルサイズ O(n2/3 log4/3 n)
を実現するコンパクトルーティングアルゴリズム
がCowenによって提案され、後にO(

√
n log n)に

改善された。この伸張係数 3は一般的な場合の下
限に一致する。しかし、平均的なネットワークが
持っているような性質を考慮に入れると状況が変
わって来る。我々はそのような性質を表すものと
して平坦性と言う概念を導入し、与えられたネッ
トワークが擬似平坦であるならば、伸張係数を大
幅に改善でき伸張係数 s < 3 かつテーブルサイ
ズO(

√
n log n)のアルゴリズムが存在する事を示

した。

二つ目の最大伸張度削減問題はグラフの全域木
を対象としている。全域木の計算は非常に一般的
な問題でありネットワークルーティングに加えて
様々な応用が存在するが、一般のグラフでは全域
木が元のグラフの性質をほとんど表せないような
都合の悪いグラフが考えられる。この近似度を最
大伸張度として表現し、我々はグラフに新たに枝
を追加した場合にどれだけ最大伸張度を削減でき
るかについて考察した。本研究では、(i) リング
グラフに対して k 本枝追加で最適な最大伸張度削
減アルゴリズム、 (ii) 格子グラフに対して格子構
造を保ったまま、最大伸張度を削減できるほぼ最
適なアルゴリズム、 (iii) 一般のグラフに対して
グラフの最大伸張度 s の全域木が与えられていて
も、1 本枝追加で最大伸張度を 1でも削減可能か
どうかの判定がNP困難である事、またその近似
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度について、(iv) 一方で比較的多くの枝を追加し
た場合、最大伸張度を少なくとも 1つ削減できる
ような多項式時間アルゴリズムが存在する事を示
した。

3 孤立したクリーク発見問題

Web から情報を得る手法には、Yahoo! や
Google のようにテキストに基づく検索手法と、
HITSや PageRankなどのようにリンクの構造に
基づく手法がある。リンク構造に基づく検索手法
は、あるページ uから vへのリンクがあるならば
uの作者にとって vの内容が有用であろうという
予想に基づいている。このようなリンク構造に基
づいた情報検索手法としてグループ内で密にリン
クされているWebページのグループを見つける
というものがある。

この問題のアイデアは、そのようなWebペー
ジ群は互いに類似した内容を扱うページ群なので
はないかというものである。リンク構造に基づく
手法は、Web ページを頂点、Webリンクを枝に
対応させたWebグラフと呼ばれるグラフを用い
て議論されるが、密にリンクされているWebペー
ジ群のWebグラフ上での例としてクリーク（完
全部分グラフ）が挙げられる。しかしクリークを
求める問題（最大のものを求める、極大のものを
列挙する）のほとんどは難しく、良い近似方法も
知られていない。

本研究では「孤立した」クリークを定義し、そ
の発見問題を議論する。部分グラフが「孤立して
いる」とは、内部で密にリンクされているだけで
なく、その部分グラフと外部とのリンクが少ない
ことをいう。例えばサイズ kのクリークは、外部
への枝がk−1本以下であるとき孤立しているとい
う。また、cを定数とすると、外部への枝が ck−1
本以下であるようなクリークを c-孤立クリークと
いう。本研究では、このような孤立条件により多
くの問題が簡単になり、孤立したクリークを列挙
する問題を多項式時間で解くことができることを
示した。また、孤立したクリークよりやや密度の
低い擬クリークについても、平均次数が k− log k

以上でかつ最小次数が k
log k 以上である擬クリー

クを多項式時間で列挙できることを示した。

さらに、孤立したクリークを列挙するアルゴリ

ズムを実装し、サイト間グラフと呼ばれる実際の
Webから得られたグラフを用いて実験を行った。
サイト間グラフとは、サイトを頂点、サイト間の
リンクを枝に対応させたグラフである。これによ
りサイト内リンクを無視でき、Webのより巨視的
な部分構造を調べることができる。我々はこのサ
イト間グラフから 6,974個の孤立したクリークを
発見し、類似した内容を扱うページ群であること
を確認した。

4 最大被覆供給点配置問題に対する

近似アルゴリズム

kを正整数とする。グラフにおいて供給点と呼
ばれる節点の集合を定めたときに、k−1本の辺を
任意にグラフから除去しても供給点集合と節点 v

との間にパスが必ず確保されるとき、供給点は節
点 vをカバーすると呼ぶ。この概念はネットワー
クの耐故障性を計る尺度として重要であり、この
尺度を用いた問題として供給点配置問題が知られ
ている。供給点配置問題とは、与えられたグラフ
の全ての節点をカバーするような最小要素の供給
点配置を決定する問題であり、耐故障性に優れた
ネットワークを実現する上で重要な問題である。

本研究では、この問題と深い関係を持つ最大被
覆供給点配置問題という問題を提案した。この問
題は、与えられたグラフに対し、限られた数の供
給点を配置して最大数の節点をカバーする問題で
ある。本問題は、配置可能なサーバ数に制限があ
る場合での耐故障性に優れたネットワーク設計に
重要となる。これら二つの問題は、集合被覆問題
と最大被覆問題という二つのNP困難問題と同様
の関係を持っており、前者には供給点配置問題、
後者には最大被覆供給点配置問題が対応する。な
お、集合被覆問題と最大被覆問題では近似困難性
が異なる。

供給点配置問題では多項式時間アルゴリズムが
既に知られている。研究の目標は、最大被覆供給
点配置問題に対する多項式時間アルゴリズムの発
見、もしくはNP困難性の証明である。本研究で
は、本問題にある制限を施すことで種々の多項式
時間アルゴリズムを与えた。まず k = 2という制
限の下で、連結グラフに対する多項式時間アルゴ
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リズムを与えた。次に、非連結グラフに対する多
項式時間アルゴリズムが連結グラフに対するもの
に還元できることを一般的に示し、その結果の一
つとして、k = 2の場合の非連結グラフに対する
多項式時間アルゴリズムを得た。また、入力を木
と高連結なグラフに制限した本問題に対しそれぞ
れ多項式時間アルゴリズムを与えた。

さらに本研究では、本問題を一般化した二つの
問題がNP完全であることを示した。一つは入力
を有向グラフとした問題である。もう一つは、供
給点の配置コストが各節点に与えられているとし
て、配置できる供給点を数ではなくコストによっ
て制限した問題である。なお、これらと同様の一
般化を供給点配置問題に施した場合においては多
項式時間アルゴリズムの存在が示されている。

5 直径が制限された単位円グラフ上

の様々な問題に対する多項式時間

アルゴリズム

単位円グラフとは 2次元平面上に配置された半
径の等しい複数の円がグラフの頂点と一対一で対
応し、2つの円が交わる (あるいは接する)とき、
またそのときに限りそれらの円と対応する 2頂点
が枝で連結されることによって得られるグラフで
ある。グラフの直径とはそのグラフに含まれる頂
点間の最大距離を指す。本研究ではグラフの直径
が制限された単位円グラフにおける最小支配集合
問題、最小連結支配集合問題、最大独立集合問題
(最小節点被覆問題)、孔発見問題、定数彩色問題
に対する多項式時間アルゴリズムを与えた。

単位円グラフにおいてグラフの直径を制限する
ことは単位円グラフを構築する領域のサイズを
制限することを意味する。このような制限された
領域は例えば災害などによって基地局が破壊され
たような場で構築されるアドホックネットワーク
のモデルとして考えることができる。そのため本
研究では円形の領域に配置された単位円集合をモ
デルとする単位円グラフについて議論したが、い
ずれの結果も一般的な領域に拡張するのは容易で
ある。

また、このような直径への制限がグラフの入力
パターン数をも制限してしまうことがないことも

示した。つまり定数サイズの領域から得られる単
位円グラフは直感的には座標が近い単位円に対応
する頂点を一つの重みつき頂点として、有限個の
グラフに置き換えることが出来そうであるが、そ
れが不可能であることを証明した。

直径が制限された単位円グラフの頂点集合 V

は、それぞれの頂点集合からなる誘導部分グラフ
が完全グラフとなるような、定数個 (例えば p個
とする)の部分集合へ分割することができる。そ
のため、最小支配集合、最小連結支配集合はそれ
ぞれO(np+1)、O(n2p−1)で発見できる。

最大独立集合問題に関しては単位円詰め込み問
題と関係が深く、面積が aである円に重なりなく
(円全体を領域の内部へ)内包できる単位円の数は
高々 a

2π であることから、面積が aである領域か
ら得られた任意の単位円グラフの最大独立集合は
O(n

a
2π

+1)で求めることができる。

孔 (弦のない閉路)発見問題は、kが定数として
与えられている場合には、サイズ k以上の弦のな
い閉路をグラフが含むかどうかを判定する多項式
時間アルゴリズムが知られている。しかし、kが
問題の入力である場合、例えば最大孔発見問題な
どはNP完全となる。単位円グラフにおける孔発
見問題も一般にはNP完全であるが、グラフの直
径を制限することによって多項式時間で解けるよ
うになる。本研究では単位円グラフにおけるこの
問題のNP完全性の証明を与えた後、直径が制限
された単位円グラフの場合に最大独立集合のサイ
ズが弦のない閉路のサイズをおさえられることを
利用し、O(n

a
π

+0.376)で面積が aであるモデルか
ら得られた任意の単位円グラフの孔を発見するア
ルゴリズムも与えた。

単位円グラフにおける彩色問題は、3-彩色の場
合でもNP完全となることが知られている。しか
し、直径を制限した場合には領域の面積によって
k-彩色可能な場合の頂点数が抑えられることから、
領域の面積が定数でかつ kが定数として与えられ
ている場合、定数時間での彩色が可能となる。ま
た、領域の面積が log nで制限されている場合に
は、ある定数 kに対して多項式時間でグラフを k-
彩色するアルゴリズムが存在することも同様に言
える。しかし、直径が制限された単位円グラフの
最小彩色数を求める多項式時間アルゴリズムはま
だ知られていない。
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6 H-彩色問題の計算複雑さの階層

H-彩色問題とは、色同士の彩色時の規則をグラ
フH で表すことで従来の点彩色問題に自然な一
般化を施した問題である。同問題はチャネルの割
当て問題やスケジューリング問題、文法形式との
関係など多方面で点彩色問題に比べより実用的な
応用が可能であり、幅広い視点から積極的に研究
がなされている。一般のH-彩色問題は特殊な場
合を除きNP困難であることが知られており、実
用的な時間で厳密な解を得るアルゴリズムは存在
しがたい。H-彩色問題に制限を与えた様々な問題
についてもそれらの計算複雑さは明らかにされて
おり、そのほとんどがNP困難である。一方、平
面グラフのH-彩色問題に関してはその計算複雑
さは未解決である。

このような状況を踏まえ、本研究では平面グラ
フのH-彩色問題についての計算複雑さの解明に
主眼を置き、任意の平面グラフが 4-彩色可能であ
るにも関わらず 3-彩色が NP困難になるという、
従来の点彩色問題における計算時間のギャップに
着目し、その中間に相当するH-彩色問題の計算
複雑さの解析を行った。Circulant graphs の部分
クラスを用い、従来の n-彩色と n+1-彩色の間を
より細かく分ける階層構造を示し、その階層構造
について 2-彩色と 4-彩色の間にあたるいくつかの
彩色問題のNP困難性を証明した。特に 2-彩色に
極めて近く、真に強力な彩色であるが、NP困難
である問題の存在を明らかにした。また、3- 彩色
と 4-彩色の中間に位置する長さ 7の閉路の補グラ
フによる平面彩色問題についてはそのNP困難性
の証明とともに、3-彩色できないが長さ 7の閉路
の補グラフでは彩色できる平面グラフのクラスを
定義し、そのクラスを長さ 7の閉路の補グラフで
彩色する線形時間アルゴリズムも与えた。

7 NP完全問題に対する例題生成法

理論計算機科学の分野において、P=NP問題は
最も重要な未解決問題のひとつである。30年に
わたってこの困難な問題に対して、多方面から研
究が行われている。NP完全問題はその中でも中
心的な位置を占めており、下限の研究、確率的手
法、近似アルゴリズムなどの様々な成果が上げら

れている。ここでは、例題生成という観点からこ
の問題について研究した。

まず初めに、基本的なNP完全問題のひとつで
ある充足可能性問題について考察した。我々は、
与えられた論理式 f に対して、充足可能性を保存
しつつ解の密度を濃縮した論理式 gを生成するこ
とを目標とし、3-CNF式の充足可能性判定アルゴ
リズムに基づき、解密度の濃縮アルゴリズムを 3
つ提示した。また、各アルゴリズムの濃縮度に関
する議論を行った。評価手法として論理式の解の
密度 dと比 |g|/dを用い、充足可能性問題に対す
る良いアルゴリズムが必ずしも解の濃縮につなが
るとは限らないことを示した。

次に、グラフの彩色可能性問題について考察し
た。k-彩色不能なグラフをすべて網羅的に生成可
能なグラフ算法として、Hajós calculusが知られ
ている。任意の 3彩色不能なグラフが多項式回の
規則の適用で生成できるならば、NP = co-NPと
なる。しかし、現在のところ多項式回の規則の適
用では生成できないようなグラフは知られていな
い。この問題に対するアプローチとして、我々は
平面グラフ上の算法に着目し、PHCとPHC∗の 2
つを提示した。平面グラフ上の算法とは、生成す
るグラフの系列がすべて平面グラフであるものを
いう。我々は、PHCとPHC∗が 3彩色不可能な平
面グラフを生成する健全かつ完全な系であること
を証明し、それらがグラフを構成するのにかかる
ステップ数に関する評価を行った。また、PHC∗
が PHCを多項式倍の規則の適用で模倣できるこ
とを示した。

8 最小頂点被覆問題に対する近似ア

ルゴリズム

最小頂点被覆問題 (以下VC)は古くから知られ
ているNP困難問題の中の一つである。この問題
が 2− ε近似のアルゴリズムを持つか否かは極め
て重要性の高い未解決問題であり、そのようなア
ルゴリズムは存在しないであろうと強く信じられ
ている。我々は以下のようにVCの入力に制限を
加えた部分問題を考え、2を大きく下回る近似度
のアルゴリズムを与えることに成功した。

– 276 –



8.1 密なグラフ上のVC

MAX-SNPに含まれる多くの問題は入力を密な
インスタンスに制限するとPTASを持つことが知
られているが、VCにはこれは当てはまらず、VC
は密なグラフ上でも PTASを持たない。しかし
ながら、密なグラフ上では 2を大きく下回る近似
度を与えることができる。我々は密なグラフ上の
VCに対し、以下の様な確率的近似アルゴリズム
を与えた。

(i) 我々のアルゴリズムは Karpinski と Ze-
likovskyによる近似アルゴリズムを改良し、2/(1+
∆/d)の近似度を与えた。ここで δはグラフの最
大次数、dは平均次数を表す。

(ii) Karpinski らのアルゴリズムは d が O(n)
のときのみ動作するが、我々のアルゴリズムは
O(n log log n/ log n)の場合にも同様の近似度を与
えることができる。

(iii) 我々の結果は以下の意味で最適である：も
しより良い結果が存在するならば、一般の場合に
2− εの近似度が得られる。

8.2 完全マッチングを持つグラフ上のVC

マッチングと頂点被覆の間には強い関連がある
ことが古くから知られている。Chenと Kanjは
完全マッチングを持つグラフ上でのVC(以下VC-
PM)を考え、(i) 1.069 + 0.069d (dは入力グラフ
の平均次数)の近似アルゴリズム、(ii) VC-PMは
一般のVCと同程度に近似困難であること、を示
した。我々は Chenらのアルゴリズムを改良し、
近似度が 2− 6.74/(d + 6.28)のアルゴリズムを与
えることに成功した。このアルゴリズムはより広
い範囲の dで 2を下回る近似度を与えることがで
きている。

9 安定結婚問題に対する近似アルゴ

リズム

安定結婚問題とは、Galeと Shapleyによって提
唱されたマッチング問題である。この問題では、
N 要素同士の 2つの集合 (例えば、男性と女性)
と、各個人の異性に対する希望リストが与えられ
る。男性 mが女性 w2 よりも w1 の方を好む時、

w1 Âm w2と表記する。また、マッチングMに対
して男性mとマッチしている相手の女性をM(m)
と表記する。ここで、あるマッチングM におい
て、w 6= M(m)であり、w Âm M(m)かつm Âw

M(w)であるような (m, w)をM の blocking pair
と呼ぶ。blocking pairの存在しないマッチングを
安定マッチングといい、安定マッチングを求める
問題を安定結婚問題という。安定結婚問題の任意
の例題に対して、安定マッチングが存在すること
はGaleと Shapleyによって 1962年に示されてお
り、安定マッチングを O(N2)時間で求めるアル
ゴリズム (Gale-Shapleyアルゴリズム)も示され
ている。
安定結婚問題の現実世界での応用として、アメ

リカでは研修医を病院に割り当てる NRMPとい
うマッチングシステムにこの問題が使われている。
同様のシステムはカナダやスコットランドでも取
り入れられており、日本でも 2004年度の研修医
配属から安定結婚問題が利用され始めた。
安定結婚問題の拡張として、希望リスト内に全

員の名前を含まなくても良い不完全リストと、希
望リスト内での同順位を許す同順位リストの二
つの拡張が考えられるが、片方の拡張の下では、
安定マッチングは全て同サイズであり、安定マッ
チングは多項式時間で求めることができる。とこ
ろが、これらの両方の拡張を同時に施すと、一つ
の例題に対して異なったサイズの安定マッチング
が存在する可能性があり、その最大サイズの安定
マッチングを見つける問題 (MAX SMTI)はAPX
完全であることが知られている。MAX SMTIに
対して、近似度 2を達成するアルゴリズムの存在
は自明である。近年、近似度 2 − c log N

N (N は入
力における男性の数、cは任意の正定数)のアル
ゴリズムが示された。本研究ではこのアルゴリズ
ムを改良し、近似度 2− c 1

N
2
3

(cは c ≤ 1
2 3√6
を満

たす正定数)を与えた。

10 グラフ上のゲームの必勝法

本研究では、チョンプとニムという、グラフ上
で定式化できる二人ゲームについて、その必勝法
を考察した。チョンプでは、最初にm×nの盤面
状の長方形のチョコレート板が与えられる。左上
の四角は毒チョコである。このチョコレート板を
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交互に１つずつ食べていく。あるチョコを食べる
際は、その右と下にある全てのチョコも食べなけ
ればならない。こうして、最後に毒チョコを食べ
てしまった方が負け、というゲームである。

このゲームは、先手必勝手順が存在することが
証明されている。具体的な先手必勝手順は、1×n,
2×n, n×nのチョコレート板に関しては発見され
ているが、それ以外の場合には知られていない。
現段階では 3× nのチョコレート板での先手必勝
手順が研究されている。この研究の中で、必敗の
盤面（「負け型」と呼ぶ）が膨大に列挙され、そ
の中でいくつか法則が見つかっているものの、未
だ先手必勝手順の発見には至っていないのが現状
である。

チョンプにおいては、m×nのチョコレート板
でチョコ (a, b)を食べる操作と、n×mのチョコ
レート板で四角 (b, a)を食べる操作とは等価であ
る。この対称性に注目して、3× nのチョコレー
ト板に限定せずに負け型を列挙し、法則を発見す
るという方法も考えられる。本研究では、計算機
を用いて 9 × 9までの全ての負け型（438個）を
列挙した。

また、チョンプに類似した、チョンプより簡単
なゲームの必勝法から、チョンプの必勝法を導く
方法が考えられる。そのようなゲームとして、ニ
ムおよび木型のニムがあげられる。木型のニムは、
木構造のグラフから、交互に１つの節点とその子
孫を除いていき、根節点を除いた方が負け、とい
うゲームである。ニムは、その木構造の分岐が根
節点でのみ生じているものである。ニム、木型の
ニムについては、既に必勝法が知られている。

これらのゲームにおける根節点を、取ってはな
らない節点なので毒節点とおく。これらのゲーム
では毒節点は根に一つだけあるが、本研究ではこ
れらのゲームを拡張し、毒節点の数と配置場所に
制限を加えないものを扱った。この場合、毒節点
を取れば即座に負ける場合と、毒節点を数回（こ
れを「体力」と呼ぶ）までなら取ることができる
場合とが考えられるが、本研究では、木型のニム
の必勝法を応用することで、前者の必勝法を示し
た。後者においては、体力が多い方が必勝すると
いうことと、その具体的必勝法を示した。また、
体力が同じ場合の必勝法も示した。

さらに、チョンプの拡張として、任意の場所に

任意数の毒チョコが与えられるものが考えられる。
この場合も、毒節点を複数持つ木型のニムと同様
に、体力が多い方が必勝法を持つことを示した。
体力が同じ場合は、右下のチョコが毒である場合
は後手が、そうでない場合は先手が必勝法を持つ
ことを示した。

11 論理回路の計算量の階層

論理回路の計算量とは、その論理関数を計算す
るのに必要な段数や素子数における最小値のこと
をいう。回路計算量における長年の研究の結果、
様々な階層構造が証明されている。本研究ではク
ラス AC0というクラス内における階層構造を示
した。クラスAC0とは、n変数論理関数を計算す
る回路を作成するときに、入力制限のないAND、
OR、NOT素子を用いて定数段数、多項式サイズ
で実現可能な関数のクラスである。

この階層内において、線形サイズでは実現でき
ないが多項式サイズでは実現できる関数の存在は
最近まで示されていなかったが、昨年、Size(s)
では実現できないが Size(s log2+ε s)で実現でき
る関数の存在が示された。しかし、これは存在を
示しただけであり、具体的な関数を示したもので
はない。本研究では、パリティ関数を利用するこ
とにより、具体的な関数に対して上記の階層を示
した。

12 家系図推定問題

進化系統樹とは、地球上の生物が共通の祖先か
ら進化したと考えた時の、種間の進化的な関係を
表現した木構造である。遺伝的な情報から進化系
統樹を推定する方法に対する研究はさかんに行わ
れてきた。また系統樹の一部に修正を加えたデー
タ構造を推定する研究も近年行われきている。

これに対し、家系図は進化系統樹をさらに詳し
くしたものと考えることができる。進化系統樹を
グラフで表現すれば有向木になるのに対し、家系
図は入次数が 2以下の非閉路的有向グラフとなる。
本研究では、与えられた 2節点間の遺伝的距離を
満足する家系図を全て列挙する問題を考え、所望
の家系図の全てが、節点数を増やすことなく一つ
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の有向グラフで表現できることを示し、それを得
るO(n3)時間アルゴリズムを与えた。

13 通信遅延が大きな並列計算環境

に対するタスクスケジュールの

ためのクラスタリングアルゴリ

ズム

並列計算環境で効率よく計算を行うには、計算
を構成する各タスク（部分計算）について、それ
を実行するプロセサと実行開始のタイミングを適
切に調整することが重要である。各タスクを実行
するプロセサと実行開始のタイミングを決定する
ことはタスクスケジューリングとよばれ、これま
でに多くの研究が行われている。これまでの研究
のほとんどは、プロセサが密結合された並列計算
環境を対象としており、プロセサがタスク処理に
要する時間に比べ、プロセサ間通信の時間は十分
に小さいと仮定している。

しかし、近年、PCクラスタなどプロセサ間の
通信遅延の大きな並列計算環境の利用が広まって
いる。そこで本研究では、通信遅延の大きな並列
計算環境において、高速な並列計算を実現するタ
スクスケジューリングを行うためのクラスタリン
グアルゴリズムについて考察した。

タスクの実行順序制約を規定するタスクグラフ
が与えられたときに、まず各プロセサに割り当て
るタスクの集合を決定し（クラスタリング）、次
に各プロセサ内でのタスクの実行開始時間を決定
することによって、タスクスケジューリングを行
うことができる。本研究では、タスクスケジュー
リングの第１段階であるクラスタリングのみを対
象としている。

本研究では、まずクロスクラスタリングという
クラスタリングのクラスを提案し、このクラス内
に 1.5-近似スケジュールを導くクラスタリングが
存在することを示した。さらに、タスクの複製を
認めないという制約のもとでクロスクラスタリン
グを行う発見的アルゴリズムを提案し、提案する
アルゴリズムが通信遅延の大きな並列計算環境に
おいて、効率的なタスクスケジュールを導くこと
をシミュレーションによって示した。

14 木ネットワークにおけるビザン

チン故障耐性を有する自己安定

辺彩色プロトコル

自己安定分散プロトコルは、計算機の故障によっ
て分散システムがどのような状況に陥っても、故
障が十分に長い間存在しなければ、いずれ正しい
動作に復帰することを保証する分散システムであ
る。つまり、自己安定分散システムは計算機の一
時的な故障に対する高度な故障耐性を有する。

しかし、計算機の一部が断続的に故障する分散
環境では、自己安定分散プロトコルの動作につい
て何も保証できない。インターネットのような大
規模な分散システムでは、故障が十分に長い間存
在しないと仮定することは非現実的である。その
ため、永久的な故障が存在する分散環境において
も、正しい動作に復帰することを保証する自己安
定分散システムの開発が重要である。

本研究では、永久故障としてビザンチン故障を
対象とし、永久ビザンチン故障に対する故障耐性
を有する木ネットワークの辺彩色プロトコルを設
計した。このプロトコルでは、プロセスの並行性
を決めるスケジューラとして、同時に動作するプ
ロセスが１つである Cデーモンを仮定している。
このプロトコルは、木ネットワークの ∆ + 1-彩
色（∆は木の最大次数）を行うが、各正常プロセ
スは距離 2以内にビザンチン故障プロセスが存在
しなければ子への辺を正しく彩色して安定するこ
とが保証される。つまり、ビザンチン故障に対し
て、半径 2の故障封じ込めを実現している。

また、色数を∆に制限した場合は、故障封じ込
め半径がΩ(log n)（nは木ネットワークのノード
数）になることを証明した。さらに、同時に複数
のプロセスの動作を許す Dデーモンを仮定する
場合は、故障封じ込め半径が Ω(n)になることを
証明した。故障封じ込め半径に関するこれらの下
界から、提案したプロトコルの色数とスケジュー
ラに関する仮定が必要であることが示せた。
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15 モバイルエージェントシステム

のための自己安定基盤アルゴリ

ズム

大規模・複雑化し、多様なダイナミクスを内包
する分散環境において、効率的に正しく動作する
分散システムの設計はますます困難になってきて
いる。このようなダイナミクスを有する分散環境
での分散システム設計の効果的なパラダイムとし
て、モバイルエージェントを活用した分散システ
ム設計が有望視されている。ここでモバイルエー
ジェントとは、ネットワークを移動しながら自律
的に動作するプログラムのことである。

ダイナミクスへの高度な適応性を実現するには、
分散システムの自己安定化が重要である。そこで
本研究では、高度な適応性を有するモバイルエー
ジェントシステムの開発の基盤となる、自己安定
アルゴリズムの設計を行った。

まず、木ネットワークにおけるエージェントの
自己安定巡回アルゴリズムを開発した。本研究で
は、nノードからなる木ネットワークにおいて、
n個のモバイルエージェントが、各ノードに同時
に２つ以上のエージェントが存在しないという制
約の下でネットワークを巡回する問題を考察し、
この問題に対する自己安定アルゴリズムを設計し
た。提案したアルゴリズムでは、各エージェント
が木ネットワークの巡回に要する時間は O(∆n)
（∆は木の最大次数）である。さらに、この巡回
時間がオーダ的に最適であることを示した。

次に、モバイルエージェント数を制御する自己
安定アルゴリズムを開発した。モバイルエージェ
ントを利用した分散システムでは、ネットワーク中
のエージェント数が多いほど処理に要する時間が
減少するが、システムの負荷は増加する。従って、
ネットワーク中のエージェント数をネットワーク
の規模に対して適切に維持することが重要である。
そこで本研究では、動的に変化するネットワーク
において、エージェント数をノード数の一定割合
に保つ問題について考察し、生態系パラダイムに
基づいた手法を提案した。また、提案手法がエー
ジェント数をノード数に対して所定の比に保つこ
とをランダムネットワーク、スケールフリーネッ
トワークなどのさまざまな種類のネットワークに
対するシミュレーションによって示した。
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概要: 近年，PCクラスタなどプロセッサ間の
通信遅延の大きな並列計算環境が用いられて
いる．本論文では，通信遅延の大きな並列計
算環境において，高速な並列計算を実現する
タスクスケジューリングをおこなうためのク
ラスタリングアルゴリズムについて考察する．
本論文では，まずクロスクラスタリングとい
うクラスタリングのクラスを提案し，このク
ラス内に 1.5-近似スケジュールを導くクラス
タリングが存在することを示す．さらに，タ
スクの複製を認めないという制約のもとでク
ロスクラスタリングをおこなう発見的アルゴ
リズムを提案し，提案するアルゴリズムが通
信遅延の大きな並列計算環境において，効率
的なタスクスケジュールを導くことをシミュ
レーションによって示す．

5. Taisuke Izumi, Akinori Saitoh, Toshimitsu
Masuzawa:
“Timed uniform consensus resilient to crash
and timing faults”, Proceedings of the In-

ternational Conference on Dependable Sys-
tems and Networks (DSN 2004), pp.243-
252, 2004年 6月.
概要: ∆-timed uniform consensus is a
stronger variant of the traditional consen-
sus and it satisfies the following additional
property: The correct process terminates
its execution within a constant time ∆ (∆-
timeliness), and no two processes decide dif-
ferently (Uniformity). In this paper, we
consider the ∆-timed uniform consensus
problem in presence of ft crash processes
and fc timing-faulty processes. This paper
proposes a ∆-timed uniform consensus algo-
rithms. The proposed algorithm is adaptive
in the following sense: It solves the ∆-timed
uniform consensus when at least ft + 1 cor-
rect processes exist in the system. If the
system has less than ft+1 correct processes,
the algorithm cannot solve the ∆-timed uni-
form consensus. However, as long as ft + 1
processes are non-crashed, the algorithm
solves (non-timed) uniform consensus. We
also investigate the maximum number of
faulty processes that can be tolerated. We
show that any ∆-timed uniform consensus
algorithm tolerating up to ft timing-faulty
processes requires that the system has at
least ft +1 correct processes. This impossi-
bility result implies that the proposed algo-
rithm attains the maximal resilience about
the number of faulty processes. We also
show that any ∆-timed uniform consensus
algorithm tolerating up to ft timing-faulty
processes cannot solve the (non-timed) uni-
form consensus when the system has less
than ft +1 non-crashed processes. This im-
possibility result implies that our algorithm
attains the maximum adaptiveness.

6. Iwama, K.:
“Automated competitive analysis of online
algorithms”, Workshop on On-Line Algo-
rithms (OLA 2004), 2004年 7月.
概要: The main objective of this paper is to
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present a rather general framework for au-
tomated competitive analysis, i.e., for using
computers to prove a competitive ratio of
online algorithms. As an example, we use
the Exchangeable Online Knapsack prob-
lem and prove an upper bound of 1.3334
for its competitive ratio using our system.
There are two features: (i) Our system au-
tomatically generates different ”states” of
the game, the entire size of which is usually
much larger than the size of the algorithm
description. (ii) For claiming a concrete
value for the competitive ratio, our system
can use formula expression or does not have
to depend on numerical analysis. For this
purpose our system includes Mathematica
as a part of the system.

7. Iwama, K., Miyazaki, S. and Okamoto, K.:
“A (2 − c log N/N)-Approximation Algo-
rithm for the Stable Marriage Problem”,
Proceedings of the 9th Scandinavian Work-
shop on Algorithm Theory (SWAT 2004),
Lecture Notes in Computer Science 3111,
pp. 349-361, 2004年 7月.
概要: We propose an approximation algo-
rithm for the problem of finding a maximum
stable matching when both ties and unac-
ceptable partners are allowed in preference
lists. Our algorithm achieves the approx-
imation ratio 2 − c log N

N for an arbitrarily
positive constant c, where N denotes the
number of men in an input. This improves
the trivial approximation ratio of two.

8. Iwama, K.:
“Worst-case upper bounds for kSAT”,
EATCS Bulletin, No. 82, pp. 61-71, 2004.
概要:

9. Hiro Ito, Kazuo Iwama, and Takeyuki
Tamura:
“Imperfectness of Data for STS-Based
Physical Mapping”, IFIP World Computer
Congress, pp. 279–292, 2004年 8月.
概要: In the STS-based mapping, we are

requested to obtain the correct order of
probes in a DNA sequence from a given
set of fragments or equivalently a hybridiza-
tion matrix A. It is well-known that the
problem is formulated as the combinatorial
problem of obtaining a permutation of A’s
columns so that the resulting matrix has the
consecutive-one property. If the data (the
hybridization matrix) is error free and in-
cludes enough information, then the above
column order determines the correct order
of the probes uniquely. Unfortunately this
is no longer true if the data include errors,
which has been one of the popular research
targets in computational biology. Even if
there is no error, ambiguities in the probe
order may still remain. This in fact hap-
pens by the lack of some information of
the data, but almost no further investiga-
tion was made previously. In this paper,
we define a measure of such imperfectness
of the data as a minimum amount of addi-
tional fragments which are needed to fix the
probe order uniquely. Several polynomial-
time algorithms to compute such additional
fragments of minimum cost are presented.

10. Tomokazu Imamura, Kazuo Iwama and
Tatsuie Tsukiji:
“Approximated Vertex Cover for Graphs
with Perfect Matchings”, Proc. 10th An-
nual International Conference (COCOON
2004), pp.132–142, 2004年 8月.
概要: Chen and Kanj considered the Ver-
tex Cover problem for graphs with perfect
matchings (VC-PM). They showed that: (i)
There is a reduction from general Vertex
Cover to VC-PM, which guarantees that if
one can achieve an approximation factor of
less than two for VC-PM, then one can do
so for general Vertex Cover as well. (ii)
There is an algorithm for VC-PM whose
approximation factor is given as 1.069 +
0.069d where d is the average degree of
the given graph. In this paper we improve
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(ii). Namely we give a new VC-PM algo-
rithm which greatly outperforms the above
one and its approximation factor is roughly
2 − 6.74

d+6.28 . Our algorithm also works for
graphs with “large” matchings although its
approximation factor is degenerated.

11. N. Doi, T. Horiyama, M. Nakanishi, and S.
Kimura:
“An Optimization Method in Floating-
point to Fixed-point Conversion using Posi-
tive and Negative Error Analysis and Shar-
ing of Operations”, Proc. the 12th Work-
shop on Synthesis And System Integra-
tion of Mixed Information Technologies
(SASIMI 2004), pp.466–471, 2004年 10月
.
概要:

12. Halldorsson, M., Iwama, K., Miyazaki, S.
and Yanagisawa, H.:
“Randomized Approximation of the Stable
Marriage Problem”, Theoretical Computer
Science, Vol. 325, No. 3, pp. 439-465, 2004
年 10月.
概要: While the original stable marriage
problem requires all participants to rank all
members of the opposite sex in a strict or-
der, two natural variations are to allow for
incomplete preference lists and ties in the
preferences. Either variation is polynomi-
ally solvable, but it has recently been shown
to be NP-hard to find a maximum cardinal-
ity stable matching when both of the varia-
tions are allowed. It is easy to see that the
size of any two stable matchings differ by at
most a factor of two, and so, an approxima-
tion algorithm with a factor two is trivial.
In this paper, we give a randomized approx-
imation algorithm RandBrk and show that
its expected approximation ratio is at most
10/7(< 1.4286) for a restricted but still NP-
hard case, where ties occur in only men’s
lists, each man writes at most one tie, and
the length of ties is two. We also show that

our analysis is nearly tight by giving a lower
bound 32/23(> 1.3913) for RandBrk. Fur-
thermore, we show that these restrictions
except for the last one can be removed with-
out increasing the approximation ratio too
much.

13. 野口智史, 大下福仁, 増澤利光:
“通信遅延が大きな並列計算環境に対する
タスクスケジュールのためのクラスタリ
ングアルゴリズム”, 情報処理学会論文誌
コンピューティングシステム, 第 45 巻,
No.SIG11(ACS7), pp.257-268, 2004年 10月
.
概要: 近年，PCクラスタなどプロセッサ間の
通信遅延の大きな並列計算環境が用いられて
いる．本論文では，通信遅延の大きな並列計
算環境において，高速な並列計算を実現する
タスクスケジューリングをおこなうためのク
ラスタリングアルゴリズムについて考察する．
本論文では，まずクロスクラスタリングとい
うクラスタリングのクラスを提案し，このク
ラス内に 1.5-近似スケジュールを導くクラス
タリングが存在することを示す．さらに，タ
スクの複製を認めないという制約のもとでク
ロスクラスタリングをおこなう発見的アルゴ
リズムを提案し，提案するアルゴリズムが通
信遅延の大きな並列計算環境において，効率
的なタスクスケジュールを導くことをシミュ
レーションによって示す．

14. Taisuke Izumi, Toshimitsu Masuzawa:
“Synchronous condition-based consensus
adapting to input-vector legality”, Proceed-
ings of the 18th International Symposium
on Distributed Computing (DISC 2004),
LNCS 3274, pp.16-29, 2004年 10月.
概要: This paper proposes a novel
condition-based algorithm for the uniform
consensus in synchronous systems. The
proposed algorithm is adaptive in the sense
that its execution time depends on actual
difficulty of input vectors, legality level,
which is newly formalized in this paper. On
the assumption that majority of processes
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are correct, the algorithm terminates within
min{f +2− l, t+1} rounds if l < f , where f

and t is the actual and the maximum num-
bers of faults respectively, and l is the le-
gality level of input vectors. Moreover, the
algorithm terminates in 1 round if l ≥ t

and f = 0, and terminates within 2 rounds
if l ≥ f holds. Compared with previous
algorithms, for the case of t < n/2, the al-
gorithm achieves the best time complexity
in almost all situations.

15. Yoshihiro Nakaminami, Toshimitsu Ma-
suzawa, Ted Herman:
“Self-stabilizing agent traversal on tree net-
works”, IEICE Transactions on Information
and Systems (Special Section on New Tech-
nologies and their Applications of the Inter-
net), Vol. E87-D, No. 12, pp. 2773-2780,
2004年 12月.
概要: This paper introduces the problem
of n mobile agents that repeatedly visit all
n nodes of a given network, subject to the
constraint that no two agents can simulta-
neously occupy a node. This paper first
presents a self-stabilizing phase-based pro-
tocol for a tree network on a synchronous
model. The protocol realizes agent traver-
sal with O(∆n) time where n is the num-
ber of nodes and ∆ is the maximum degree
of any vertex in the communication net-
work. The phase-based protocol can also
be applied to an asynchronous model and
a ring network. This paper also presents a
self-stabilizing link-alternator-based proto-
col with agent traversal time of O(∆n) for
a tree network on an asynchronous model.
The protocols are proved to be asymptot-
ically optimal with respect to the agent
traversal time.

16. Iwama, K., and Kawachi, A.:
“Approximated Two Choices in Random-
ized Load Balancing”, Proceedings of the
Fifteenth International Symposium on Al-

gorithms and Computation (ISAAC2004),
Lecture Notes in Computer Science 3341,
p.545-557, 2004年 12月.
概要: This paper studies the maximum load
in the approximated d-choice balls-and-bins
game where the current load of each bin is
available only approximately. In the model
of this game, we have r thresholds T1, ..., Tr

(0 < T1 < · · · < Tr) for an integer r

(≥ 1). For each ball, we select d bins
and put the ball into the bin of the low-
est range, i.e., the bin of load i such that
Tk ≤ i ≤ Tk+1 − 1 and no other selected
bin has height less than Tk. If there are
two or more bins in the lowest range (i.e.,
their height is between Tk and Tk+1 − 1),
then we assume that those bins cannot be
distinguished and so one of them is selected
uniformly at random. We then estimate the
maximum load for n balls and n bins in this
game. In particular, when we put the r

thresholds at a regular interval of an appro-
priate ∆, i.e., Tr − Tr−1 = · · · = T2 − T1 =
T1 = ∆, the maximum load L(r) is given as

(r + O(1)) r+1

√
r+1

(d−1)r lnn/ ln
(

r+1
(d−1)r ln n

)
.

The bound is also described as L(∆) ≤
{(1+o(1)) ln lnn+O(1)}∆/ ln((d−1)∆) us-
ing parameter ∆. Thus, if ∆ is a constant,
this bound matches the (tight) bound in the
original d-choice model given by Azar et al.,
within a constant factor. The bound is also
tight within a constant factor when r = 1.

17. Yusuke Sakurai, Fukuhito Ooshita, Toshim-
itsu Masuzawa:
“A self-stabilizing link-coloring protocol re-
silient to Byzantine faluts in tree networks”,
Proceedings of the 8th International Con-
ference on Principles of Distributed Systems
(OPODIS 2004), pp.196-206, 2004年 12月.
概要: Self-stabilizing protocols can toler-
ate any type and any number of transient
faults. But self-stabilizing protocols have
no guarantee of their behavior against per-
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manent faults. Thus, investigation con-
cerning self-stabilizing protocols resilient to
permanent faults is important. This pa-
per proposes a self-stabilizing link-coloring
protocol resilient to (permanent) Byzantine
faults in tree networks. The protocol as-
sumes the central daemon, and uses ∆ + 1
colors where ∆ is the maximum degree in
the network. This protocol guarantees that,
for any nonfaulty process v, if v has no
Byzantine ancestor with the distance of two
or less and has no crash parent, v reaches
its desired states within three rounds and
never changes its states after that. Thus,
it achieves fault containment with radius of
two. Moreover, we prove that the contain-
ment radius becomes Ω(log n) when we use
only ∆ colors, and prove that the contain-
ment radius becomes Ω(n) under the dis-
tributed daemon. These lower bound re-
sults prove necessity of ∆ + 1 colors and
the central daemon to achieve fault contain-
ment with a constant radius.

18. Hiroyoshi Miwa and Hiro Ito:
“NA-edge-connectivity augmentation prob-
lems by adding edges”, Journal of the Op-
erations Reserch Society of Japan, Vol. 47,
No. 4, pp. 224–243, 2004年.
概要: In a recent communication network,
some mirror servers that provide the same
service as an original server are often used.
From the view of the network reliability,
it is important that a client can access to
at least one of the original or its mirror
servers, even if some links or nodes fail.
Therefore, it is necessary to design a net-
work so that it ensures some independent
routes between a client and a set of servers
that provide the same service. When a
communication network is modeled by a
graph, the connectivity between a client
and some mirror servers can be measured
by NA(Node-to-Area)-edge(resp. vertex)-
connectivity between a vertex and a ver-

tex subset (an area), which is equal to the
number of edge(resp. vertex)-independent
paths between a vertex and an area. In
this paper, we focus on the network de-
sign problem to increase the reliability of
a current network by adding the small-
est number of links. This problem can
be formulated as the problem of augment-
ing a graph by adding the smallest num-
ber of new edges to meet NA-edge(vertex)-
connectivity requirement. First, we prove
the NP-completeness of the problem to de-
termine whether a graph can be 1-NA-edge-
connected by adding the given number or
less of edges. Next, we show that the prob-
lem of augmenting a graph to be 2-NA-edge-
connected by adding the smallest edges can
be solved in polynomial time.

19. T. Imamura and K. Iwama:
“Approximating Vertex Cover on Dense
Graphs”, Proc. 16th Annual ACM-SIAM
Symposium on Discrete Algorithms (SODA
2005), pp. 582–589, 2005年 1月.
概要: Although many problems in MAX-
SNP admit a PTAS for dense graphs, that
is not the case for Vertex Cover, which
is MAX-SNP hard even for dense graphs.
This paper presents a randomized approxi-
mation algorithm for Vertex Cover on dense
graphs, i.e., graphs whose average degree d
is Ω(n). (i) Our algorithm improves the
best-known bound for the approximation
factor by Karpinski and Zelikovsky. For ex-
ample, our bound is 2

1+ d
2∆

for dense graphs

such that |E| ≤ ∆(n − ∆) where ∆ is the
maximum degree. The improvement is es-
pecially large when d ≈ ∆; if d ≥ 2

3∆ for
instance, our bound is at most 1.5 while the
previous bound approaches to 2.0 as n

∆ in-
creases. (ii) It achieves the same factor for
a wider range of graphs, i.e., for the graphs
whose ∆ is Ω(n loglogn

logn ). (iii) It is probably
optimal in the sense that if we can achieve a
better approximation factor by δ > 0 for the
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above range of graphs, then we can achieve
a factor of 2− δ for general graphs.

20. Iwama, K., Kawachi, A., and Yamashita,
S.:
“Quantum Sampling for Balanced Alloca-
tions”, IEICE transactions on Information
and Systems, Vol.E88-D No.1, p.47-52, 2005
年 1月.
概要: It is known that the original Grover
Search (GS) can be modified to use a gen-
eral value for the phase θ of the diffusion
transform. Then, if the number of answers
is relatively large, this modified GS can find
one of the answers with probability one in
a single iteration. However, such a quick
and error-free GS can only be possible if
we can initially adjust the value of θ cor-
rectly against the number of answers, and
this seems very hard in usual occasions. A
natural question now arises: Can we enjoy
a merit even if GS is used without such an
adjustment? In this paper, we give a pos-
itive answer using the balls-and-bins game
in which the random sampling of bins is re-
placed by the quantum sampling, i.e., a sin-
gle round of modified GS. It is shown that
by using the quantum sampling: (i) The
maximum load can be improved quadrati-
cally for the static model of the game and
this improvement is optimal. (ii) That is
also improved to O(1) for the continuous
model if we have a certain knowledge about
the total number of balls in the bins after
the system becomes stable.

21. Iwama, K., and Kawachi, A.:
“Compact Routing with Stretch Factor of
Less Than Three”, IEICE transactions on
Information and Systems, Vol.E88-D No.1,
p.39-46, 2005年 1月.
概要: Cowen gave a universal compact rout-
ing algorithm with a stretch factor of three
and table-size of O(n2/3 log4/3 n) based on
a simple and practical model. (The table-

size is later improved to O(n1/2 log3/2 n).)
This paper considers, using the same model,
how the necessary table-size differs if the
stretch factor must be less than three. It
is shown that: (i) There is a routing algo-
rithm with a stretch factor of two whose
table-size is (n−√n+2) log n. (ii) There is
a network for which any routing algorithm
that follows the model and with a stretch
factor of less than three needs a table-size
of (n − 2

√
n) log n in at least one node.

Thus, we can only reduce roughly an ad-
ditive

√
n log n (i.e.,

√
n table-entries) from

the trivial table-size of n log n which obvi-
ously enables shortest-path routing. Fur-
thermore it turns out that we can reduce
only an additive log n (i.e., only one table-
entry) from the trivial n log n if we have to
achieve a stretch factor of less than two.
Thus the algorithm (i) is (roughly) tight
both in its stretch factor and in its table-
size.

22. Hiroshi Fujiwara and Kazuo Iwama:
“Average-Case Competitive Analyses for
Ski-Rental Problems”, Dagstuhl Seminar
05031 (Algorithms for Optimization with
Incomplete Information), 2005年 1月.
概要: Let s be the ratio of the cost for
purchasing skis over the cost for renting
them. Then the famous result for the ski-
rental problem shows that skiers should buy
their skis after renting them (s − 1) times,
which gives us an optimal competitive ratio
of 2− 1/s. In practice, however, it appears
that many skiers buy their skis before this
optimal point of time and also many skiers
keep renting them forever. In this paper we
show that this behavior of skiers is quite
reasonable by using an average-case com-
petitive ratio. For an exponential input dis-
tribution f(t) = λe−λt, optimal strategies
are (i) if 1/λ ≤ s, then skiers should rent
their skis forever and (ii) otherwise they
should purchase them after renting approx-
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imately s2λ (< s) times. Thus average-
case competitive analyses give us the result
which differs from the worst-case competi-
tive analysis and also differs from the tra-
ditional average cost analysis. Other distri-
butions and related problems are also dis-
cussed.

23. Kazuo Iwama, Akinori Kawachi, Rudy Ray-
mond. H. P. and Shigeru Yamashita:
“Robust Quantum Algorithms for Ora-
cle Indentification”, The 8th Workshop
on Quantum Information Processing (QIP
2005), 2005年 1月.
概要: The oracle identification problem
(OIP) was introduced by Ambainis et. al.,
which is given as a set S of M oracles and
a hidden oracle f . Our task is to figure
out which oracle in S is equal to the hid-
den f by doing queries to f . OIP includes
several problems such as Grover Search as
special cases. In this paper, we design ro-
bust algorithms, i.e., those which are toler-
ant against noisy oracles, for OIP. Our re-
sults include: (i) For any oracle set S such
that |S| is polynomial in N , O(

√
N) queries

are enough to identify the hidden oracle,
which is obviously optimal since this OIP
includes Grover Search as a special case.
(ii) For the case that |S| ≤ 2Nd

(d < 1),
we design an algorithm whose query com-
plexity is O(

√
N log M/ log N) and matches

the lower bound proved before. (iii) We
can furthermore design a robust algorithm
whose complexity changes smoothly be-
tween the complexity of (ii) and the com-
plexity of recovering all information about
the hidden oracle whose complexity is O(N)
as showed by Buhrman et. al. Thus our new
algorithms are not only robust but also their
query complexities are even better than the
previous noiseless case.

24. Taisuke Izumi, Toshimitsu Masuzawa:
“Timed uniform atomic broadcast in pres-

ence of crash and timing faults”, IEICE
Transactions on Information and Systems
(Special issue on Foudations of Computer
Science), Vol. E88-D, No. 1, pp.72-81, 2005
年 1月.
概要: ∆-Timed Atomic Broadcast is the
broadcast ensuring that all correct pro-
cesses deliver the same messages in the same
order, and that delivery latency of any mes-
sage broadcast by any correct process is
some predetermined time ∆ or less. In
this paper, we propose a ∆-timed atomic
broadcast algorithm in a synchronous sys-
tem where communication delay is bounded
by a known constant d and processes suffer
both crash faults and timing faults. The
proposed algorithm can tolerate fc crash
faults and ft timing faults as long as at least
ft + 1 processes are correct, and its maxi-
mum delivery latency ∆ is (2f ′+7)d where
f ′ is the actual number of (crash or timing)
faulty processes. That is, the algorithm at-
tains the early-delivery in the sense that its
delivery latency depends on the actual num-
ber of faults rather than the maximum num-
ber of faults that the algorithm can tolerate.
Moreover, the algorithm has a distinct ad-
vantage of guaranteeing that timing-faulty
processes also deliver the same messages
in the same order as the correct processes
(Uniformity). We also investigate the maxi-
mum number of faulty processes that can be
tolerated. We show that no ∆-timed atomic
broadcast algorithm can tolerate ft timing
faults, if at most ft processes are correct.
The impossibility result implies that the
proposed algorithm achieves the maximum
fault-resilience with respect to the number
of faulty processes.

25. 宮崎修一:
“安定結婚問題”, 電子情報通信学会会誌,
Vol.88, No.3, pp. 195-199, 2005年 3月.
概要: 安定結婚問題は二部グラフにおける
マッチング問題の一種である．複数の男女が
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おり，各人は異性を自分の好みで順序づけし
た希望リストを持っている．その希望リスト
に基づいて「安定性」を満たすマッチング (結
婚)を求めるのが，安定結婚問題である．こ
の問題は，アメリカの研修医配属への応用が
有名であるが，近年日本の研修医配属でも利
用し始められた．本稿では，安定結婚問題の
基本的性質や応用例を紹介する．

26. Hiro Ito, Kazuo Iwama, Yasuo Okabe, and
Takuya Yoshihiro:
“Single-backup-table schemes for shortest-
path routing”, Theoretical Computer Sci-
ence, Vol. 333, pp. 347–353, 2005年 3月.
概要: For networks employing shortest-
path routing, we introduce a new recov-
ery scheme that needs only one extra
backup routing table. By precomputing
this backup table, the network recovers
from any single link-failure immediately af-
ter the failure occurs. To compute the
backup routing table for this scheme, we use
the almost-linear-time algorithm to solve r,
v-problem, which is a variation of the best
swap problem, presented by Nardelli, et al.
We further show that the same solution can
be computed in exactly linear time if the
underlying graph is unweighted.

27. Taisuke Izumi, Toshimitsu Masuzawa:
“An improved algorithm for adaptive
condition-based consensus”, Proceedings of
the 12th Colloquium on Structural In-
formation and Communication Complexity
(SIROCCO 2005), 2005年 5月発表予定.
概要: Condition-Based Approach studies re-
strictions on the inputs of a distributed
problem, called conditions, to circumvent
several impossibility results. Especially, for
the synchronous consensus problem, the re-
lation between conditions and time com-
plexity bounds has been studied. In our
previous work, we introduced the adaptive-
ness on time complexity of the condition-
based approach, and established the adap-

tive condition-based approach: It classifies
all possible input vectors into the hierar-
chical sequence of conditions according to
their difficulty called legality level. For such
hierarchy, adaptive algorithms achieve time
complexity depending on the legality level
of input vectors. In this paper, we pro-
pose an improved version of the adaptive
condition-based algorithms for synchronous
consensus that achieves better time com-
plexity than the previous one. On the
assumption that majority of processes are
correct, the proposed algorithm terminates
within min{f + 2, t + 1}− l rounds if l < f ,
where f and t is the actual and the maxi-
mum numbers of faults respectively, and l

is the legality level of input vectors. More-
over, the algorithm terminates in 1 round if
l ≥ t and f = 0, and terminates within 2
rounds if l ≥ f holds. Compared with our
previous algorithm, the proposed algorithm
improves time complexity by one round in
the case of f = t and l > f .

28. Tomoko Suzuki, Fukuhito Ooshita, Taisuke
Izumi, Toshimitsu Masuzawa:
“Self-adaptation of mobile agent population
in dynamic networks: a biologically inspired
approach”, Short Paper, Proceedings of the
2nd IEEE International Conference on Au-
tonomic Computing (ICAC-05), 2005年6月
発表予定.
概要: In mobile-agent-based systems, larger
number of agents generally require shorter
time to complete the whole task but con-
sume more resources (e.g., processing power
and network bandwidth). Therefore, it is
indispensable to keep an appropriate num-
ber of agents for its application. In this pa-
per, we consider the mobile agent popula-
tion control problem in dynamic networks;
it requires to adapt the number of agents to
a constant fraction of the current network
size. We propose an algorithm inspired by
a biological paradigm and show by simula-
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tions that the proposed algorithm realizes
self-adaptation of mobile agent population
in dynamic networks.

29. Y. Hanatani, T. Horiyama, and K. Iwama:
“Hajós Calculus on Planar Graphs”, Pro-
ceedings of the 4th Japanese-Hungarian
Symposium on Discrete Mathematics and
Its Applications, （掲載予定）.
概要: The Hajós calculus is a nondetermin-
istic procedure which generates the class
of non-3-colorable graphs. If all non-3-
colorable graphs can be constructed in poly-
nomial steps by the calculus, NP = co-NP
holds. Up to date, however, it remains open
whether there exists a family of graphs that
can be generated in polynomial steps. To
attack this problem, we propose two graph
calculi PHC and PHC∗ that generate non-
3-colorable planar graphs, where intermedi-
ate graphs in the calculi are also restricted
to be planar. Then we prove that PHC and
PHC∗ are sound and complete. We also
show that PHC∗ can polynomially simulate
PHC.

30. H. Fujiwara, K. Iwama:
“Average-Case Competitive Analyses for
Ski-Rental Problems”, Algorithmica, (掲載
予定).
概要: Let s be the ratio of the cost for
purchasing skis over the cost for renting
them. Then the famous result for the ski-
rental problem shows that skiers should buy
their skis after renting them (s − 1) times,
which gives us an optimal competitive ratio
of 2 − 1

s . In practice, however, it appears
that many skiers buy their skis before this
optimal point of time and also many skiers
keep renting them forever. In this paper we
show that these behaviors of skiers are quite
reasonable by using an average-case compet-
itive ratio. For an exponential input distri-
bution f(t) = λe−λt, optimal strategies are
(i) if 1

λ ≤ s, then skiers should rent their skis

forever and (ii) otherwise should purchase
them after renting approximately s2λ (< s)
times. Thus average-case competitive anal-
yses give us the result which differs from the
worst-case competitive analysis and also dif-
fers from the traditional average cost anal-
ysis. Other distributions and related prob-
lems are also discussed.

研究会等

1. 岡本和也，宮崎修一，岩間一雄:
“局所探索法による安定結婚問題の近似”, 信
学技報 COMP2004-8 (電子情報通信学会コ
ンピュテーション研究会), Vol.104, No.16,
pp.53-60, 2004年 4月.
概要: 安定結婚問題の例題では、各個人の希
望リストは異性全員を含み、完全に順位付け
されている必要がある。しかし、実世界での
応用を考えると、ペアになりたくない相手は
希望リストに書かない不完全リストや、好み
が同じ程度の人は優劣をつけなくて良い同順
位リストという 2 つの自然な拡張が考えら
れる。どちらか一方の拡張のみを許した問題
は多項式時間で解くことができるが、両方の
拡張を許した場合、最大サイズの安定マッチ
ングを見つける問題はNP困難になることが
知られている。任意の 2つの安定マッチング
のサイズは最大でも 2倍しか異ならないとい
うことは簡単にわかるため、近似度が 2の近
似アルゴリズムは自明である。2よりも良い
近似度を実現する近似アルゴリズムを与える
結果はいくつか知られているが、それらは、
例えば同順位の長さや出現数などの制限を加
えられた下でのものだけである。現在まで一
般的な入力に対し、近似度が 2未満となる近
似アルゴリズムは知られていない。本論文で
は、一般的な例題に対し、近似度が 2未満と
なる非自明な結果を初めて示した。我々のア
ルゴリズムの近似度は 2−c log N

N である。(こ
こで、cは任意の正定数で、N は入力中の男
性の数である。)

2. Taisuke Izumi, Akinori Saitoh, Toshimitsu
Masuzawa:
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“Timed uniform consensus protocol tolerat-
ing crash and timing faults”, 電子情報通信
学会技術研究報告 DC2004-7, Vol. 104, No.
13, pp.33-38, 2004年 4月.
概要: ∆-timed uniform consensus is a
stronger variant of the traditional consen-
sus and it satisfies the following additional
property: The correct process terminates
its execution within a constant time ∆ (∆-
timeliness), and no two processes decide dif-
ferently (Uniformity). In this paper, we
consider the ∆-timed uniform consensus
problem in presence of ft crash processes
and fc timing-faulty processes. This paper
proposes a ∆-timed uniform consensus al-
gorithms. The proposed algorithm is adap-
tive in the following sense: It solves the
∆-timed uniform consensus when at least
ft + 1 correct processes exist in the system.
If the system has less than ft + 1 correct
processes, the algorithm cannot solve the ∆-
timed uniform consensus. However, as long
as ft + 1 processes are alive, the algorithm
solves (non-timed) uniform consensus. We
also investigate the maximum number of
faulty processes that can be tolerated. We
show that any ∆-timed uniform consensus
algorithm tolerating up to ft timing-faulty
processes requires that the system has at
least ft +1 correct processes. This impossi-
bility result implies that the proposed algo-
rithm attains the maximal resilience about
the number of faulty processes. We also
show that any ∆-timed uniform consensus
algorithm tolerating up to ft timing-faulty
processes cannot solve the (non-timed) uni-
form consensus when the system has less
than ft +1 non-crashed processes. This im-
possibility result implies that our algorithm
attains the maximum adaptiveness.

3. 中塚裕之, 堀山貴史, 岩間一雄, :
“逆算法に基づく詰将棋の列挙”, 信学技報
COMP2004-20 (電子情報通信学会コンピュ
テーション研究会), Vol.104, pp.11-18, 2004

年 6月.
概要: 近年の計算機の高速化や大容量化、洗
練されたアルゴリズム設計法の発展により、
与えられた条件を満たす解を 1つだけでなく
すべて列挙することが、実用上要請されるよ
うになってきている。本研究では、逆算法に
よる詰将棋の列挙アルゴリズムを提案する。
従来手法では、詰将棋となる可能性のある局
面を数え挙げ、 これを順に詰将棋解答プロ
グラムに解かせて それぞれが詰将棋として
成立していることを確認しているため、 実
行時間が長くなりがちである。本手法では、
逆算法により詰め手数の少ないものから順に
詰将棋を列挙することで、詰将棋解答プログ
ラムを用いることなく、 与えられた条件下
で可能な詰将棋を高速に列挙することができ
る。 また、提案アルゴリズムを C言語で実
装し、 桂図式等の複数の条件において列挙
を行う。 生成可能なものをすべて数え挙げ
られるため、例えば桂図式は最長手数が 9手
である等、 各図式の最長手数を証明したこ
とになる。

4. 河内亮周, 山下茂, 岩間一雄:
“オラクル同定問題に対する頑健な量子アル
ゴリズム”, 情報処理学会 アルゴリズム研究
会, 情処研報, 2004-AL-96, pp.1–8, 2004年 7
月.
概要: オラクル同定問題とは n ビット
入力 1 ビット出力のオラクルの集合 S =
{f1, ..., fM}と Sに属する未知のオラクル fi

が与えられたとき， 未知のオラクル fiを S

の中から同定する問題であり，数多くの問題
の一般化になっている．本稿では，与えられ
た未知のオラクルクエリーの結果が正しい値
と誤った値が重ね合わせ状態として出力され
る場合のオラクル同定問題（但し，誤った計
算結果が得られる確率は 1/2より小さい定数
確率，例えば 1/10以下とする．）に対して以
下を示す． (i) 与えられたオラクル集合のサ
イズがN = 2nの場合（すなわちM = N．），
エラー付きオラクル同定問題をクエリー回
数 O(

√
N)で少なくとも 定数確率で解く量

子アルゴリズムが構成できる． (ii) 与えら
れたオラクル集合のサイズがN の場合， 各
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x ∈ {0, 1}nで fi(x) = 1を満たす iの数に関
するパラメータKに関して ある条件を満た
すとき，エラー付きオラクル同定問題を ク
エリー回数O(

√
N/K)で 少なくとも定数確

率で解く量子アルゴリズムが構成できる．

5. 川原 純，堀山貴史，岩間一雄:
“オンラインアルゴリズムの競合比証明の自
動化について”, 2004年夏の LAシンポジウ
ム, pp.22.1–22.4, 2004年 7月.
概要: 種々のオンライン問題では、オンライ
ンアルゴリズムを設計し、 競合比を計算す
るが、しばしば場合分けが膨大な数に及ぶこ
とがある。今回はそのような問題の代表とし
てオンラインナップザック問題を考える。オ
ンラインナップザック問題はプレイヤはアイ
テムが一つずつ順番に与えられ、 そのたび
にそのアイテムをナップザックの中に入れる
か捨てるかを決める オンライン問題である。
この問題の競合比上限を証明するとき、アイ
テムのサイズによる場合分けが 20 種類以上
にも及ぶことが分かった [1]。 そこで、この
場合分けを計算機を用いて自動的に生成し、
競合比の証明を行う。本稿では交換可能オン
ラインナップザック問題 (EOK)での k = 2
の場合の上限が 1.3334であることを計算機
を用いて証明を行った。

6. Xin Han, Kazuo Iwama. Guochuan Zhang:
“On-line Removable Square Packing”, 夏の
LAシンポジウム, 2004年 7月.
概要: In this paper, we consider an on-
line square packing problem: Given a list
of squares with side length of at most 1,
we are asked to pack a subset of them, in
an on-line manner and without any overlap,
into a unit square bin so that the packed
area (the total area of squares packed) is as
large as possible. We assume that removal
is allowed. It means that a packed square
can be removed from the square bin. How-
ever, once a square is rejected or removed it
will never been considered again. We first
show a lower bound of 2.618 for any on-
line algorithm. Then we propose an on-line

algorithm based on partitioning the square
bin into bricks and show a competitive ratio
of 3. As a byproduct it is proved that any
list of squares with total area no more than
1/3 can be on-line packed in a unit square,
which improves the previous best known re-
sult by Januszewski and Lassak.

7. Taisuke Izumi, Toshimitsu Masuzawa:
“Synchronous condition-based consensus al-
gorithm adapting to input-vector legality”,
電子情報通信学会技術研究報告 COMP2004-
31, Vol. 104, No. 314, pp.41-48, 2004年 9
月.
概要: This paper proposes a novel
condition-based algorithm for the uniform
consensus in synchronous systems. The
proposed algorithm is adaptive in the sense
that its execution time depends on actual
difficulty of input vectors, legality level,
which is newly formalized in this paper. On
the assumption that majority of processes
are correct, the algorithm terminates within
min{f +2− l, t+1} rounds if l < f , where f

and t is the actual and the maximum num-
bers of faults respectively, and l is the le-
gality level of input vectors. Moreover, the
algorithm terminates in 1 round if l ≥ t

and f = 0, and terminates within 2 rounds
if l ≥ f holds. Compared with previous
algorithms, for the case of t < n/2, the al-
gorithm achieves the best time complexity
in almost all situations.

8. 鈴木朋子, 泉泰介, 大下福仁, 増澤利光:
“動的ネットワークにおける生態系パラダイ
ムに基づくモバイルエージェント数制御”,情
報処理学会数理モデル化と問題解決研究会
2004-MPS-52 (17) 資料, Vol.2004, No.130,
pp.65-68, 2004年 12月.
概要: 分散システムの効果的な実現法として，
モバイルエージェントを利用した設計法への
期待が高まっている．モバイルエージェント
を利用した分散システムでは，ネットワーク
中の　エージェント数が多いほど処理に要す
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る時間が減少するが，システムの負荷は増加
する．従って，ネットワーク中のエージェン
ト数をネットワークの規模に対して適切に設
定することが重要である．本研究では，動的
に変化するネットワークにおいて，エージェ
ント数をノード数の一定割合に保つ問題につ
いて考察し，生態系パラダイムに基づいた手
法を提案する．また，提案手法がエージェン
ト数をノード数に対して所定の比に保つこと
をシミュレーションによって示す．

9. 田村武幸, 伊藤大雄, 岩間一雄:
“遺伝的な距離に基づいた家系図推定問題”,
電子情報通信学会コンピュテーション研究会
, 信学技報 Vol.104, No.642, pp33-39, 2005
年 1月.
概要: 進化系統樹とは地球上の生物が、共通
の祖先から進化したと考えた時の、種間の進
化的な関係を表現した木構造である。遺伝的
な情報から進化系統樹を推定する方法に対
する研究はさかんに行われてきた。また系統
樹の一部に修正を加えたデータ構造を推定す
る研究も近年行われきている。これに対し、
家系図は進化系統樹をさらに詳しくしたもの
と考えることができる。進化系統樹をグラフ
で表現すれば有向木になるのに対し、家系図
は入次数が２以下の非閉路的有向グラフとな
る。本稿では、与えられた２節点間の遺伝的
距離を満足する家系図を全て列挙する問題を
考え、所望の家系図の全てが、節点数を増や
すことなく一つの有向グラフで表現できるこ
とを示し、それを得る O(n3) 時間アルゴリ
ズムを与える。

10. Yoichi Hanatani, Takashi Horiyama, Kazuo
Iwama:
“Hajós Calculus on Planar Graphs”, 冬の
LAシンポジウム, 2005年 1月.
概要: The Hajós calculus is a nondetermin-
istic procedure which generates the class of
non-3-colorable graphs. Unless NP 6= co-
NP, there must exist graphs which need
exponential steps to be constructed in the
Hajós calculus, however it is not known. In
this paper, we propose new systems of graph

calculus which generate the class of non-3-
colorable planar graphs and show its upper
bound.

11. 添田祐司, 泉泰介, 増澤利光:
“分散環境における順位つき資源への部分探
索法の提案”,情報処理学会マルチメディア通
信と分散処理研究会資料, 2005年 3月 発表
予定.
概要: 分散システム内に分散配置された資源
の検索にかかるコストを小さくする方法 と
して部分検索法が提案されている．部分検索
法とは，検索条件を満たす資源すべてではな
く，その部分集合を検索結果とする手法であ
る．しかし，既知の部分検索法では，利用者
の要求に対して検索結果の精度が保証されて
いない．本稿では，順位つき資源に対して，
利用者が得る検索結果の精度を保証する部分
検索法を定式化する．また，効率のよい部分
検索法を実現する方法として，各サーバが資
源を，その順位に基づく保持確率で保持する
確率的配置法を提案する．確率的配置法にお
いて，順位の高い資源ほど保持確率を高くす
ることで小さい検索コストを実現できること
を示す．また，保持確率関数が与えられたと
き，保持確率関数をステップ型の関数に変換
することで，検索にかかるコストを悪化させ
ることなく，順位の変動等によるシステム更
新にかかるコストを改善できることを示す．
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C10: 情報基盤アルゴリズムとしてのメタヒューリスティクスの
研究

茨木 俊秀 † 柳浦 睦憲 ‡ 野々部 宏司 ‡ 巳波 弘佳 † 藤重 悟 §

† 関西学院大学 理工学部 情報科学科
〒 669-1337 兵庫県三田市学園 2-1

{ibaraki,miwa}@ksc.kwansei.ac.jp

‡ 京都大学 大学院 情報学研究科
〒 606-8501 京都市左京区吉田本町

{nonobe,yagiura}@i.kyoto-u.ac.jp
§ 京都大学 数理解析研究所

〒 606-8502 京都市左京区北白川追分町
fujishig@kurims.kyoto-u.ac.jp

1 はじめに

現在社会は、情報と通信技術に支えられた高度
情報化社会と呼ばれているが、さらに成熟を加え
て、知識社会へ変貌していくと言われている。そ
のためには、数々の課題を解決し、克服していか
ねばならないが、その過程で生ずる多くの問題が、
数理的にはいわゆる組合せ問題、組合せ最適化問
題の形に記述されることから、それらの解決を図
るためのアルゴリズム研究が求められている。
我々の研究グループは、

1. 社会のさまざまな現象を数理的にモ
デル化する研究、

2. モデル化された問題を解決するため
のアルゴリズムの研究、

3. 効果的なアルゴリズムを開発するた
めの理論的基礎研究,

を行っている。第 1のタイプの研究は、巳波が中
心になって進めており、第 2のタイプは柳浦と野々
部が中心、第 3のタイプは藤重が主に担当してい
る。茨木はこのグループの研究総括を担当してい
るが、主に第 2のタイプの研究に参加している。
多くの組合せ問題あるいは組合せ最適化問題は、

計算的には困難な問題であって、理論的にはNP
完全問題あるいはNP困難問題のクラスに属する。
これらの問題を現実的な意味で解決するには、効
果的なアルゴリズムを可能にする数学的構造を見
つけ出し、そのような問題へのモデル化を行うか、
厳密な最適解の導出を目指すのではなく、良質の
近似解を高速に求めるという目標に切り替えて、

そのための近似アルゴリズムを開発する、という
二つのアプローチが考えられる。近似アルゴリズ
ムの研究は、近年きわめて盛んになっているが、
このグループでは、メタヒューリスティクスの枠
組みで、局所探索に立脚した種々のアルゴリズム
に重心をおき、実用的な利用に耐えるようなアル
ゴリズムの開発を行ってきた。

本報告では、今年度に得られた研究成果を、上
記のタイプ 2、タイプ１、およびタイプ 3の順に
述べる。第 2～4章がそれぞれの内容である。

2 メタヒューリスティクスの枠組み

に基づくアルゴリズムの開発

本年度は具体的な対象として、主に、時間枠制
約つき配送計画問題、2次元パッキング問題、多資
源一般化割当問題、カッティングストック問題に
対する研究を進めた。配送計画問題に対しては、
客間の移動に要する時間が時刻に応じて変化する
問題を考え、近似解法の提案を行った。これによ
り、朝や夕方に道路が混雑するといった、より現
実的な状況にも対応可能となる。また、時間枠制
約に対するペナルティを凸に限定することで、一
般性をさほど損なうことなく大幅な高速化に成功
した。カッティングストック問題についても、これ
まで開発を進めてきたソルバーにおいて新しい近
傍操作を導入するとともに、ボトルネックとなっ
ていた LPの反復計算の高速化に成功し、大幅に
性能を改善することに成功した。
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以下ではとくに、時刻依存配送計画問題に関す
る研究成果について報告する。

2.1 時刻依存配送計画問題に対する反復局
所探索法

配送計画問題は, 様々な制約条件の下で,複数の
車両を用いて全ての客をちょうど 1回ずつ訪問す
るような経路の中で, コストが最小のものを求め
る問題である [4]. この問題はNP困難であるため,
現実的な方法として種々の近似解法が提案されて
いる. 通常,制約条件として各車両の容量制約と
時間枠制約が取り扱われる. 容量制約とは,客の
要求量の総和が車両の容量を越えてはいけないと
いうもので, 時間枠制約とは, 客が指定する時間
枠内にサービスを開始しなければならないという
ものである. いずれの制約も, 容量制約のみを課
した問題は分割問題を, 時間枠制約のみを課した
問題はスケジューリング問題を特殊な場合として
含むことから, 一方の制約のみを課した問題に対
する実行可能解の存在の判定がすでにNP完全で
ある [1]. この点を克服する方法の 1つとして, こ
れらの制約を考慮制約として扱い, 制約の違反量
に応じたコストを付加した目的関数を最小化する
という方針がとられている [2].
本研究では, [2]の拡張として, 移動時間に時刻

依存性を許したモデルを考案する. 従来の配送計
画問題では, 移動時間は定数として与えられるが,
現実には, たとえば朝の通勤ラッシュなどのよう
に時刻によって大きく変動する. そこで移動時間
を移動開始時刻の関数として扱うモデルを考え,
局所探索法に基づく 1つの近似解法を提案する.

2.2 問題定義

節点集合 V = {0, 1, . . . , n} と枝集合 E =
{(i, j) | i, j ∈ V, i 6= j} をもつ完全有向グラフ
G = (V,E)と車両集合M = {1, 2, . . . , m}を考
える. ここで節点 0はデポと呼ばれる特殊な節点
で, 各車両はデポから出発しデポに帰還しなけれ
ばならない. また,他の節点はサービスを受ける
客を表す. 各客は 1台の車両によってただ 1度だ
け訪問される.
客 i ∈ V ,車両 k ∈ M ,枝 (i, j) ∈ Eには以下の

データが与えられる.

• 各 i ∈ V のサービス要求量 ai (≥ 0), および
サービス開始時刻 tに対する時間枠コスト関
数 pi(t) (≥ 0).

• 車両 kの容量 uk (≥ 0).

• 枝 (i, j)の移動開始時刻 tに対する移動時間
関数 qij(t) (≥ 0)と距離 dij .

時間枠コスト関数 pi と移動時間関数 qij は共に
区分線形関数とし, また, qijはFIFO, すなわち条
件 t1 ≤ t2 =⇒ t1 + qij(t1) ≤ t2 + qij(t2) を満たす
ものとする. 区分線形関数の各区分の情報は入力
データとして明示的に与えられる.
ここで, 車両 kが訪問する客数を nk, 車両 kの
ルート内の客の順列を σk = (σk(1), σk(2), . . . ,
σk(nk)) と記し, 全車両のルートを σ = (σ1,

σ2, . . . , σm) で表す. なお,各車両はデポを出発
しデポに帰還するため, σk(0) = σk(nk + 1) = 0
と定義する. さらに, si を客 i のサービス開始
時刻, sa

k を車両 k がデポに帰還する時刻, ti を
客 i を出発する時刻, tlk を車両 k がデポを出発
する時刻とし, s = (s1, s2, . . . , sn, sa

1, s
a
2, . . . , s

a
m),

t = (t1, t2, . . . , tn, tl1, t
l
2, . . . , t

l
m), とする. 以上を

用いて,配送計画は (σ, s, t)で与えらる.
また, 簡単のために曖昧でない場合は, pk

h(t) =
pσk(h)(t), qk

h(t) = qσk(h),σk(h+1)(t), s0 = sa
k, t0 =

tlk と記す. 車両 kの時間枠コスト, 移動時間, 移
動距離, 容量超過量はそれぞれ

pk
sum(σk, s) =

nk+1∑

h=1

pk
h(sσk(h))

qk
sum(σk, t) =

nk∑

h=0

qk
h(tσk(h))

dk
sum(σk) =

nk∑

h=0

dσk(h),σk(h+1)

ak
sum(σk) = max

{
0,

nk∑

h=1

aσk(h) − uk

}

と表される. ルートを σ としたとき, yik(σ) ∈
{0, 1}, i ∈ V, k ∈ M を車両 k が客 iをサービス
するなら yik(σ) = 1,そうでないなら yik(σ) = 0
と定義する. また, cost(σk, s, t) = pk

sum(σk, s) +
qk
sum(σk, t) + dk

sum(σk) + ak
sum(σk) とおく. 以上
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より, 時間依存配送計画問題は以下のように定式
化できる.

min
m∑

k=1

cost(σk, s, t)

s.t.
∑

k∈M

yik(σ) = 1, i ∈ V \ {0}

sσk(h) ≤ tσk(h), k ∈ M, h = 1, 2, . . . , nk

tσk(h) + qk
h(tσk(h)) ≤ sσk(h+1),

k ∈ M,h = 0, 1, . . . , nk

tlk ≥ 0, k ∈ M.

上の定式化から分かるように, 全車両のルート
σが決定しても sと tが未定なために目的関数の
値はまだ分からない. しかし, 2.3節で述べるよう
に, σが与えられると, sと t は最適に求めること
が可能である. 本研究では, (σ, s, t)ではなく σ

を 2.4節で述べる局所探索法で探索する.

2.3 最適スケジュール決定問題

本研究では,車両のルート σ を 2.4節で述べる
局所探索法で探索するが, 車両のルート σ が決
まっても, さらに各客でのサービス開始時刻と移
動開始時刻を最適化する問題を解かなければなら
ない. この問題は車両ごとに独立である. 車両 k

に対する最適スケジュール決定問題は,

min pk
sum(σk, s) + qk

sum(σk, t)

s.t. sσk(h) ≤ tσk(h), h = 1, 2, . . . , nk

tσk(h) + qk
h(tσk(h)) ≤ sσk(h+1),

h = 0, 1, . . . , nk.

と定義される. この問題は動的計画法により効
率的に解くことができる. 以下にその概略を示す.

まず, 前向きコスト最小関数 fk
h (t)を

車両 k が時刻 t 以前に客 σk(h) の
サービスを行うとして, それ以前の客
σk(0), σk(1), . . . , σk(h) をすべてサービ
スするのにかかる時間枠コストと移動時
間の総和の最小値

と定義する. このとき, fk
h (t)は漸化式

fk
0 (t) =

{
+∞, t < 0
0, t ≥ 0

fk
h (t) = min

s≤t

{
pk

h(s) + gk
h(s)

}

1 ≤ h ≤ nk + 1, −∞ < t < +∞

によって計算できる. ただし

gk
h(s) = min

t′:t′+qk
h−1(t′)≤s

{fk
h−1(t

′) + qk
h−1(t

′)}

である. 漸化式中の sと t′ はそれぞれ, 客 σk(h)
のサービス開始時刻と客 σk(h− 1)からの出発時
刻である. σkの時間枠コストと移動時間の総和の
最小値は mint fk

nk+1(t)によって得られることは
定義から明らかである.

次に fk
1 , fk

2 , . . . , fk
nk+1を順に求める計算時間に

ついて概略を述べる. δ(·)で区分線形関数の区分
数を表すものとする. このとき

δ(fk
h ) ≤ δ(pk

h) + δ(fk
h−1) + δ(qk

h)

が成り立つ. ここで, ∆k =
∑nk

h=0

(
δ(pk

h) + δ(qk
h)

)

とおくと, δ(fk
h ) = O(∆k)となる. また, fk

h−1か
ら fk

h を求める計算時間は

O(δ(pk
h) + δ(fk

h−1) + δ(qk
h)) = O(∆k)

である. したがって fk
1 , fk

2 , . . . , fk
nk+1 を計算し,

mint fk
nk+1(t)を求めるのはO(nk∆k)時間で可能

である.

なお, 従来のモデル [2]でも, 与えられたルート
からそのコストを求める必要があったが, この最
適スケジュール決定問題はその問題の拡張となっ
ている. また, このアルゴリズムは従来の問題に
対しては同じ計算オーダーとなる.

2.4 局所探索法

本研究では, 車両のルートσを局所探索法 (LS)
を用いて探索する. 局所探索法とは, 現在の解 σ

の近傍内にσより良い解があればそれに置き換え
る, という操作を反復するものである.
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(c) ルート内挿入(a) 2-opt∗ (b) クロス交換

図 2.1: 近傍操作 (太線はパスを表す)

2.5 近傍

本研究では近傍として, 2-opt∗ 近傍, クロス交
換近傍, およびルート内挿入近傍の 3つを組合せ
て用いる. 図 2.1は, これらの近傍を表している.
まず2-opt∗近傍であるが,これは,異なる2本の

ルートそれぞれを前半と後半の 2つのパスに分け,
後半のパスを交換することにより得られる解集合
である (図 2.1 (a)). クロス交換近傍は, 異なる 2
つのルートそれぞれからパスを選び, それらを互
いに交換することによって得られる解集合である
(図 2.1 (b)). 最後にルート内挿入近傍とは, ルー
ト内の部分パスを同一ルートの他の位置へ挿入す
ることによって得られる解集合である (図 2.1 (c)).

2.6 反復局所探索法

本研究では,局所探索法を基本動作とする反復
局所探索法 (ILS)を用いている. 通常,局所探索法
を 1回適用しただけでは,精度の良い解が得られ
ないので, 本研究では,メタ戦略の 1つである反復
局所探索法を用いた. 反復局所探索法とは,局所
探索法で得られた局所的最適解にランダムな変形
を施したものを初期解として局所探索法を行う,
という操作を反復するものである. これを手続き
として以下にまとめておく.

ILS

Step 1 初期解σを生成し, σseed := σ, σbest :=
σとする.

Step 2 局所探索法により σseedを改善し, σと
おく.

Step 3 σが σbestよりも良ければ, σbest := σ

とする.

Step 4 ある停止条件が満たされればσbestを出
力して終了. そうでなければ σbest に少し
ランダムな変形を加えた新たな初期解 σseed

を生成し, 2に戻る.

2.7 高速化

局所探索法の中で近傍解を評価する度に, 最適
スケジュール問題を解いていたのでは非常に時間
がかかってしまう. そこで本研究では, 以下のよ
うな高速化を行う.
車両 k が時刻 t 以降に客 σk(h) のサービ
スを行うとして, それ以降の客 σk(h), σk(h +
1), . . . , σk(nk +1)をすべてサービスするのにかか
る移動時間と時間枠コストの総和の最小値を bk

h(t)
と定義し,後向きコスト最小関数と呼ぶ. bk

h(t)は
前向きコスト最小関数と対称的に漸化式

bk
nk+1(t) = min

t≤s
p0(s), −∞ < t < +∞

bk
h(t) = min

t≤s

{
pk

h(s) + wk
h(s)

}

1 ≤ h ≤ nk, −∞ < t < +∞

によって計算できる. ただし,

wk
h(s) = min

s≤t′
{bk

h+1(t
′ + qk

h(t′)) + qk
h(t′)}
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である. これらを用いると,ルート σk の時間枠
コストと移動時間の総和の最小値はmint fk

h (t) +
qk
h(t) + bk

h+1(t + qk
h(t))によって得られ, その計算

時間はO(∆k)である.
このことを利用して, 現在の解σの各車両 kの

各客 σk(h)に対して, fk
h と bk

hを保持しておけば,
たとえば 2-opt∗近傍で σk と σk′ のルートの後半
のパスを入れ替えるときは, σkの前半のパスの最
後の客σk(h)の fk

h とσk′の後半のパスの最初の客
σk′(h′)の bk′

h′ から, そのルートの最適スケジュー
ルでのコストを

min
t

fk
h (t) + qσk(h),σk′ (h′)(t)

+ bk′
h′(t + qσk(h),σk′ (h′)(t))

によって求めることができる. 残りの 2つの近傍
についても, 近傍内の解を適当な順序で探索する
ことにより同様の高速化が行える.

2.8 計算実験

提案手法の性能を評価するため, 文献 [3] で提
案されているベンチマーク問題例を用いて計算実
験を行った. これらの問題例では, スケジュール
期間は「朝」「日中」「夕方」の 3期間から成り, す
べての枝 (i, j) について, 日中の移動速度は一定,
朝と夕方の移動速度は日中よりも遅くなるよう移
動時間関数 qij が与えられている. なお,計算実験
はすべて Intel Pentium 4 (2.8 GHz), 1 GB メモ
リを搭載したパーソナルコンピュータ上で行った.
移動時間の時刻依存性が小さい問題例および大

きい問題例の 2種類に対して, それぞれ 56題ず
つを解いた結果を表 2.1 に示す. また, 比較のた
め, すべての問題例に対して, 移動時間を平均値
(定数)で置き換えた問題例に対しても計算実験を
行った. (ただし, 最終的な解の評価は時刻依存性
を考慮して行った.) 各行は問題例のタイプを表
し, psum, qsum の各列は, 対応するタイプの問題
例すべてに対する psum, qsum の平均値をそれぞ
れ表す (asum の値は, すべての場合において 0 で
あったため省略).
表 2.1より, psum, qsum ともに「時刻依存」の方

が「定数」よりも小さいことが確認でき, この差
は, 移動時間の時刻依存性が大きい程顕著になっ
ており, 時刻依存性を考慮した効果が表れている.

2.9 まとめ

本研究では, 従来の配送計画問題では定数とし
て扱われていた移動時間を移動開始時刻の関数と
して,時間依存配送計画問題の定式化を行った. そ
して, 与えられたルートの最適スケジュールを決
定する動的計画法のアルゴリズムを部分アルゴリ
ズムに用いて局所探索法に基づく 1つのメタ解法
を提案した. 計算実験の結果では, 従来より柔軟
性の高い配送計画が得られることが観測され, 本
定式化の有効性が確認できた.
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3 現実ネットワークのモデリング

インターネット，Webグラフをはじめ，経済，
マーケティング，流行現象，伝染病の伝播，生態
系，人間関係など，多くの領域で「ネットワーク」
が見られる．近年のコンピュータ技術の発達によ
るデータ収集・解析能力の向上によって，このよう
な現実のネットワークの性質が詳細に分析できる
ようになってきた．その結果，現実のネットワー
クはまったくランダムなネットワークとは異なり，
特徴的な性質を持つということが分かってきた．
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表 2.1: 時刻依存配送計画問題に対する計算結果

時刻依存性 小 時刻依存性 大
時刻依存 定数 時刻依存 定数

psum qsum psum qsum psum qsum psum qsum

C1 20.35 855.27 35.47 984.26 90.80 885.66 183.30 1301.37
C2 2.31 669.94 0.00 712.52 7.43 763.61 54.25 919.15
R1 32.47 1061.93 50.60 1188.67 43.41 921.41 94.92 1260.24
R2 5.04 904.40 19.62 1021.33 3.00 809.01 77.37 1139.08
RC1 50.10 1103.62 59.50 1298.58 55.23 967.13 96.89 1295.63
RC2 19.69 976.53 25.09 1140.38 12.40 877.58 106.79 1263.43

このようなネットワークの特性を調べることによ
り，様々な応用に際してアルゴリズムを適用する
範囲を限定でき計算量の削減につなげられる可能
性がある．そこで，本研究では，主に現実のネッ
トワークの特性を反映する適切な数理モデルの構
築と解析に重点を置き，その結果として，現実の
ネットワークにおいて，メタヒューリスティック
スをはじめ，様々なアルゴリズムの計算量を削減
することを目指している．
現実のネットワークは様々な性質を持つが，ま

ず第一に，多くのネットワークがスケールフリー
という性質を持つことが知られている．これは，
次数分布がべき則に従う，つまり，次数（vに接続
する辺数）kの点数の割合 p(k)が k−γに比例する
というものである．インターネットのネットワー
ク構造や，WWWのハイパーリンク構造, human
sexual network，遺伝子ネットワーク，食物連鎖，
E-mailネットワークなど，多くのネットワークが
スケールフリーであることが知られている．
現実の複雑ネットワークは，スケールフリー性

以外にも，例えばクラスタ係数に関しても特徴
的な性質を持つ．各点 vのクラスタ係数は，vの
次数を kv とした時，その点の隣接点間の辺数を
kv(kv − 1)/2（つまり隣接点間辺数の取りうる最
大値）で割ったものとして定義される．同じ次数
kの点のクラスタ係数の平均をC(k)，グラフ全体
のクラスタ係数の平均を C と表記する．この時，
多くの現実の複雑ネットワークは，C(k) ∝ k−γ′

(γ′ > 0)という性質を持ち，Cはネットワークの
規模に関わらず比較的大きい値を取るという性質
を持つことが示されている．
また，隣接点の平均次数に関しても，kに関し

てべき則に従うという性質を持つことが多い．
平均点間距離に関しては，現実のネットワーク

では，点数 nに対してO(log n)やO(log log n)と
いう観測がなされている．このように点数に比べ
て平均点間距離が小さい性質はスモールワールド
と言われる．
これらの性質を持つモデルがこれまで様々なモ

デルが提案されてきた．複雑ネットワークを，ある
種のランダムグラフと捉えたモデルも多々提案さ
れている．それらの多くは，時間の経過とともに点
も付け加えられていく「成長」(growth)と，新し
く加わった点は次数の高い既存の点と高い確率で
辺で繋がれる「優先的選択」(preferential attach-
ment)という２つの原理を基本としている．その
代表的な Barabásiと Albertによるモデル（BA
モデルと呼ぶ）は，詳しく解析され，p(k) ∝ k−3

であること，直径は O(log n/ log log n)であるこ
となどが証明されている．

BAモデルやそのバリエーションをはじめ，「成
長」と「優先的選択」に基づくモデルによって良
く説明できる現実のネットワークも多々存在する．
しかし，すべてのネットワークがこのような原理
に基づいてできているわけではない．例えば，会
社や学校などの集団内の人間関係ネットワークの
形成過程や，取引ネットワーク，サイト間相互リ
ンクネットワークなど，点の増加や減少がネット
ワークの内部構造変化に対して十分遅いと考えら
れるものや，次数の高いものほど有利になること
はないものにおいては，他の原理に基づいている
と考える方が自然である．
このような，「成長」や「優先的選択」に基づか

ないネットワークの生成モデルとして，各点には
重み（適応度）が確率的に与えられており，点 vi

と vj の間には，viと vj の重みの和や積（一般的
には２点の重みの関数）に基づいて確率的に辺が
張られるという原理で生成されるものがある．点
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の重みが従う確率分布が指数分布やべき分布に従
う場合，生成されるグラフはスケールフリーとな
ることが分かっている．この一般的なモデルのう
ち，特に，vi と vj の重みの和や積がある閾値を
越える時，またその時に限るという原理で生成さ
れる閾値モデルというものがある．なお，辺の有
無は確率的ではなく決定的に決まると制限しても
本質的には変わらず現実性を失わない．

本年度は，この閾値モデルを提案し，重みが指
数分布，パレート分布，ガウス分布，幾何分布に
従う場合，生成されるグラフがスケールフリーと
なること，生成されるグラフのクラスタ係数，隣
接点平均次数は，次数に関してべき的に減少する
ことを示した．これらは，現実のネットワークの
ものとも整合性を持つことを示している．さらに，
この重み分布が生成されるメカニズムを調べ，重
みが「優先的選択」に従って増加する自然なモデ
ルにおいて重み分布が幾何分布に確率収束するこ
とを数学的に厳密に証明した．これらの結果は，
閾値モデルは広い領域で現実のネットワークの形
成メカニズムを説明できることを示している．

また，現実のネットワークに関する問題とアル
ゴリズムの研究として，通信ネットワークにおけ
る高信頼度ネットワーク設計問題を扱い，そのア
ルゴリズム及び計算量を解析した．この設計問題
を節点領域辺連結度（NA辺連結度）増加問題と
して定式化し，2-NA辺連結化問題は多項式時間
で解けること，2-NA辺連結化問題は NP完全で
あることを証明した．

3.1 閾値モデル

n点からなる点集合 V = {v1, v2, . . . , vn}にお
いて，各点 vi ∈ V には重みwi ∈ Rが，確率密度
関数 f(w)に従って独立に与えられているとする．
f(w)の累積分布関数を F (w) =

∫ w
−∞ f(w′)dw′と

表記することにする．閾値 θが与えられた時，辺
集合は，E

def⇐⇒ {(vi, vj) | wi + wj ≥ θ, vi, vj ∈
V, vi 6= vj}として定義される．
閾値モデルは，人間関係ネットワークなどのモ

デルとして有効だと考えられる．例えば点を人間
と考え，点の重みをその人間の活動レベル（交友
関係を築く能力）だと考えると，活動レベルの和
（一般的にはそれらの関数で良い）がある閾値を

越えると人間関係ができると解釈できる．他にも，
重みをお金と考え，自分と相手の元手の合計があ
る値を越えれば事業が起こせたり共同開発を行う
と判断すると考えれば，企業間ネットワークの形
成を説明できるとも解釈できる．これらの例をは
じめ，「成長」や「優先的選択」に基づかないネッ
トワークの形成モデルとして，閾値モデルが適用
できる領域は多々あると考えられる．

閾値モデルで生成される無向グラフは，グラフ
理論において閾値グラフ (threshold graph)とし
て知られているものである．閾値グラフの点集合
は，クリークと独立点集合（互いに隣接しない点
集合）に分割でき，後者の点は孤立点を除いてす
べてクリークの点と隣接しているという性質があ
ることが分かっている．従って，一般的な閾値グ
ラフであっても，クリークがハブに対応し，他の
点はハブに接続するという，現実のネットワーク
の性質との適合性の高い描像が成り立っている．

なお，閾値グラフの直径は 2なので，閾値モデ
ルで生成されるグラフの平均点間距離は 2以下で
ある．

この閾値グラフにおいて重み分布を決めると，
対応して次数分布やクラスタ係数などの具体的
な形が得られる．なお，閾値モデルで生成される
無向グラフ G = (V, E)は有限グラフなので次数
分布は離散的であるが，以後の解析においては，
n → ∞の極限における次数分布を近似として使
うことにする．

まず，f(w)及びその累積分布関数F (w)を用い
て，次数分布，クラスタ係数，隣接点平均次数の
一般形を与えておく．

k = n

∫ ∞

θ−w
f(w′)dw′ = n[1− F (θ − w)]

(0 ≤ k ≤ n)(2.27)

なので，次数分布 p(k)は

p(k) = f(w)
dw

dk
=

f(θ − F−1(1− k/n))
nf(F−1(1− k/n))

(2.28)
と書ける．

また，次数 kの点の平均クラスタ係数 C(k)は
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以下のように書ける．

C(k) =
1
2

1
k(k − 1)/2

{∫ ∞

w
kf(w′) dw′

+
∫ w

θ−w
n(1− F (θ − w′))f(w′) dw′

}

=
{
−1 + 2

k

n

+
(
1− k

n

)
F

(
θ − F−1

(
1− k

n

))

−
∫ k

t

(
1− k′

n

)
p(k′) dk′

}/(k

n

)2
(2.29)

(t = n(1− F (θ − F−1(1− k/n))))

なお，重みが θ/2 以下（もしくは次数が n(1 −
F (θ/2))以下）の時は，C(k) = 1である．
グラフ全体のクラスタ係数 C は，C =∫∞

0 C(k)p(k)dkである．
隣接点間の次数の相関を見るために，次数 kの

点 vの隣接点の次数の和を k2として，隣接点の
平均次数 k2/kを調べる．

k2 =
∫ ∞

θ−w
nf(w′)n

[
1− F

(
θ − w′

)]
dw′

= n2

{
k

n
−

∫ n

n[1−F (θ−F−1(1−k/n))]

(
1− k′

n

)
p(k′)dk′

}

(2.30)

であるため，

k2

k
= n

{
1−

1
k

∫ n

n[1−F (θ−F−1(1− k
n

))]
(n− k′)p(k′)dk′

}

(2.31)

と書ける．
重みが指数分布やパレート分布に従う場合は，

次に述べるように，上で得られた関係式から解析
的に次数分布，クラスタ係数，隣接点平均次数が
求められる．
重みが指数分布 f(w) = λe−λw (0 ≤ w)に従う

時は，

p(k) =
ne−λθ

k2
(ne−λθ ≤ k ≤ n) (2.32)

であり，γ = 2のべき則に従う．クラスタ係数に
ついては，

C(k) =





1
(ne−λθ ≤ k ≤ ne−λθ/2)

n2

k2 e−λθ
(
1 + λθ + 2 ln k

n

)

(ne−λθ/2 < k ≤ n)

(2.33)

となる．
式 (2.33)から，C(k) ∝ k−2が分かる．この結

果は，既存モデルや実データの解析から，C(k) ∝
k−γ′ (γ′ > 0)であることが示されていることと整
合性はあるが，代謝ネットワーク，インターネッ
トや俳優の共演関係などの現実のネットワークの
観測結果やなどのモデルでは，C(k) ∝ k−1となっ
ており，これらの例と比較する限り，重みが指数
分布に従う閾値モデルは，べき指数に関してはや
やずれがある．
グラフ全体のクラスタ係数は，

C =
∫ n

ne−λθ

C(k)p(k)dk

= 1− 4
9
e−λθ/2 − 5 + 3λθ

9
e−2λθ (2.34)

となる．
現実のネットワークでは，平均次数 〈k〉は，n

とは独立に有限の値をとることことが分かってい
るが，本モデルでは，

〈k〉 = e−λθ (n + λθ) , (2.35)

となるため，θ ∼= λ−1 ln nとなるように閾値 θを設
定することによって，nの大きさに関わらず 〈k〉が
有限の値に抑えられる．なお，この閾値の設定に
より，グラフ全体のクラスタ係数Cは n →∞の
極限でも 0にならない．これも現実のネットワー
クの結果と整合性がある．
隣接点平均次数については，

k2

k
=

n2e−λθ

k

(
1 + λθ + ln

k

n

)
(2.36)

となり，kに関して減少している．これから高い
次数の点は低次数の点と結合しやすい傾向がある
ことが分かる．現実のある種類のネットワークも
このような性質があることが分かっており，この
ことも現実のネットワークの結果と整合性がある
ことを示している．
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次に，パレート分布 f(w) = a
w0

(w0
w )a+1 (w ≥

w0 > 0, a > 0)に従う場合の結果を紹介する．パ
レート分布は，企業規模の分布などでも見られる．
この場合，次数分布は，

p(k) =
n1/a

(
θ

w0
k1/a − n1/a

)a+1 . (2.37)

となるため，
n(w0/θ)a ¿ k < nであるとき，次のように近

似できる．

p(k) ∼=
(w0

θ

)a+1
n1/ak−(a+1)/a (2.38)

これから，重み分布のパラメータ aによって，1
以上の任意の γを実現することができる．
クラスタ係数についても，

C(k) =
n

k

(
w0

θ − w0

(
n
k

)1/a

)a

+
n2a

k2

(w0

θ

)2a

×
∫ 1−(n/k)1/a(w0/θ)

(n/k)1/a(w0/θ)
y−a(1− y)−a−1dy

(
k > n

(
2w0

θ

)a)
(2.39)

C(k) = 1
(

n

(
w0

θ − w0

)a

≤ k ≤ n

(
2w0

θ

)a)

(2.40)
が得られる．これから，kが十分大きいところで
は，C(k) ∝ k−1と言える．これは現実のネット
ワークの観測結果と整合性がある．
隣接点平均次数も，

k2

k
=

n2

k

(
w0

θ − w0

)a

+
n2a

k

(w0

θ

)

×
∫ 1−(n/k)1/a(w0/θ)

w0/θ
y−a(1− y)−a−1dy

(2.41)

として得られる．式 (2.41)から，kが十分大きい
ところでは，k2/k ∝ k−1 と言える．このことか
ら，指数分布の場合と同様に，高い次数の点は低
次数の点と結合しやすい傾向があることが分かる．

なお，式 (2.39) と式 (2.41) から，C(k)と k2/k

のべき指数は，γにも aにも依存していないこと
が分かる．

重みがガウス分布や幾何分布に従う場合は，解
析的に陽に次数分布，クラスタ係数，隣接点平均
次数が求めることができないので，数値実験を
行った．その結果，p(k) ∝ k−2，C(k) ∝ k−2，
k2/k ∝ k−1であることが分かった．

3.2 高信頼度ネットワーク設計問題

グラフにおける点と点部分集合（領域）との間
の連結度を表す概念として，節点領域連結（以下
NA連結）というものが提案されている．NA連
結性は，通信ネットワークにおける様々な問題に
適用できる概念である．サーバ配置問題では，同
一コンテンツを提供する複数のサーバが存在する
時（例えばWWWにおけるミラーサーバ），ク
ライアントはそれらのサーバのいずれか一つにア
クセスできれば十分であるが，経路負荷分散の観
点から，サーバ群に対して複数の独立な経路を確
保できる方が望ましい．この時，サーバ群を一つ
の領域と考えれば，NA連結性の問題として扱う
ことができる．また，通信ネットワークにおける
ルーチング制御や設計にも適用できる．複数の外
部ネットワークと複数の接続ポイントで接続して
いるネットワークにおいて，外部のホストと通信
するためには，少なくともいずれか一つの接続ポ
イントへの可到達性が確保されている必要がある
が，そのためには経路の負荷分散や耐故障性の観
点から，少なくともいずれか一つの接続ポイント
への経路が複数独立に確保できていなければなら
ない．この場合も，接続ポイントの集合を一つの
領域と考えることで，NA連結性の問題として扱う
ことができる．実際，接続ポイントを増やしたり
リンクを追加することで，独立な経路数を確保す
ることや，ドメイン内ルーチングにおいて，冗長
なリンクを落として縮約したネットワークをデー
タとして保持することで（例えばOSPFのような
プロトコルにおいて），ルーチングテーブルの記
憶に必要なデータ量を圧縮することができる．

NA連結性については様々な性質が明らかにさ
れている．例えば，領域に含まれる節点を最小限
の個数だけ増やすことによって所望の NA（辺，
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点）連結度に上げることが多項式時間で可能なこ
と，NA連結度や節点領域間距離を保存する枝数
最小の全域部分グラフを求める問題はNP困難で
あるが，疎な全域部分グラフならば多項式時間で
得られることなどが分かっている．

このような問題に対して，最小数の辺を付加し
て所望のNA連結度に増加する問題が考えられる．
これは，上記の通信ネットワークの例においては，
外部ネットワークへの接続ポイントへの独立な経
路数を増やすために，最小コストでリンクを増設
する設計問題に対応する．

本研究では，最小辺付加NA枝連結度増加問題
を扱った．その結果，0-NA辺連結領域グラフを
最小辺数の付加で 1-NA辺連結領域グラフにする
問題は NP完全であることを証明した．さらに，
1-NA辺連結領域グラフおよび 0-NA辺連結領域
グラフを最小辺数の付加で 2-NA辺連結領域グラ
フにすることは多項式時間で可能であることを示
した．

3.3 まとめ

本年度は，閾値モデルにおいて，重みが指数分
布，パレート分布，ガウス分布，幾何分布に従う
場合，生成されるグラフがスケールフリーとなる
こと，生成されるグラフのクラスタ係数，隣接点
平均次数は，次数に関してべき的に減少すること
を示した．これらは，現実のネットワークのもの
とも整合性を持つことを示している．さらに，こ
の重み分布が生成されるメカニズムを調べ，重み
が「優先的選択」に従って増加する自然なモデル
において重み分布が幾何分布に確率収束すること
を数学的に厳密に証明した．これらの結果は，閾
値モデルは広い領域で現実のネットワークの形成
メカニズムを説明できることを示している．

また，現実のネットワークに関する問題とアル
ゴリズムの研究として，通信ネットワークにおけ
る高信頼度ネットワーク設計問題を扱い，そのア
ルゴリズム及び計算量を解析した．この設計問題
を節点領域辺連結度（NA辺連結度）増加問題と
して定式化し，2-NA辺連結化問題は多項式時間
で解けること，1-NA辺連結化問題は NP完全で
あることを証明した．

4 マトロイド構造と貪欲アルゴリズ

ム

いわゆるマトロイド構造を有する組合せ最適化
問題に対して貪欲アルゴリズムが最適解を見出す
が、マトロイド構造をもたない問題に対してもし
ばしば貪欲アルゴリズムが効率よく近似最適解を
見出す。そのような観点から、近似あるいはヒュー
リスティックアルゴリズムにおける貪欲アルゴリ
ズムの重要性が認識されている。本研究は、貪欲
アルゴリズムの本質を解明し、より広い枠組みで
有効な貪欲アルゴリズムの設計を可能にする基礎
理論の構築を目的にし、研究を進めている。
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hard under the discrete upgrading strategy,
but admits a fully polynomial approxima-
tion scheme, if the graph is a line.

4. S. Imahori, M. Yagiura and T. Ibaraki:
“Improved Local Search Algorithms for the
Rectangle Packing Problem with General
Spatial Costs”, European Journal of Oper-
ational Research, 167, 48-67, 2005.
概要: The rectangle packing problem with
general spatial costs is to pack given rect-
angles without overlap in the plane so that
the maximum cost of the rectangles is min-
imized. This problem is very general,
and various types of packing problems and
scheduling problems can be formulated in
this form. For this problem, we have previ-
ously presented local search algorithms us-
ing a pair of permutations of rectangles to
represent a solution. In this paper, we pro-
pose speed-up techniques to evaluate solu-
tions in various neighborhoods. Compu-
tational results for the rectangle packing
problem and a real-world scheduling prob-
lem exhibit good prospects of the proposed
techniques.

5. S. Imahori, M. Yagiura, S. Umetani, S.
Adachi and T. Ibaraki:
“Local Search Algorithms for the Two
Dimensional Cutting Stock Problem
with a Given Number of Patterns”, T.
Ibaraki, K. Nonobe and M. Yagiura, eds.,
Metaheuristics—Progress as Real Problem
Solvers, Springer, （掲載予定）.
概要: We consider the two-dimensional
cutting stock problem that arises in many
applications in industries. In recent in-
dustrial applications, it is argued that the
setup cost for changing patterns becomes

more dominant and it is impractical to use
many different cutting patterns. There-
fore, we consider the pattern restricted
two-dimensional cutting stock problem, in
which the total number of applications of
cutting patterns is minimized while the
number of different cutting patterns is
given as a parameter n. For this problem,
we develop local search algorithms. As the
neighborhood size plays a crucial role in
determining the efficiency of local search,
we propose to use linear programming
techniques for the purpose of restricting
the number of solutions in the neighbor-
hood. In this process, to generate a cutting
pattern, it is required to place all the given
products (rectangles) into the stock sheet
(two-dimensional area) without mutual
overlap. For this purpose, we develop a
heuristic algorithm using an existing rect-
angle packing algorithm with the sequence
pair coding scheme. Finally, we generate
random test instances of this problem and
conduct computational experiments, to
evaluate the effectiveness of the proposed
algorithms.

6. N. Masuda, H. Miwa, N. Konno:
“Analysis of scale-free networks based
on threshold graph with intrinsic vertex
weights”, Physical Review E, Vol. 70, No.
3, 036124, 2004年 11月.
概要: 現実のネットワークの生成モデルとし
て，閾値モデルを提案し，重みが指数分布，
パレート分布に従う場合，生成されるグラフ
がスケールフリーとなること，生成されるグ
ラフのクラスタ係数，隣接点平均次数は，次
数に関してべき的に減少することを示した．

7. H. Miwa, H. Ito:
“NA-Edge-Connectivity Augmentation
Problems by Adding Edges”, Journal of
the Operations Research Society of Japan,
Vol. 47, No. 4, pp. 224-243, 2004年 12月.
概要: 現実のネットワークに関する問題とア
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ルゴリズムの研究として，通信ネットワー
クにおける高信頼度ネットワーク設計問題
を扱い，そのアルゴリズム及び計算量を解
析した．この設計問題を節点領域辺連結度
（NA 辺連結度）増加問題として定式化し，
2-NA辺連結化問題は多項式時間で解けるこ
と，2-NA辺連結化問題はNP完全であるこ
とを証明した．

8. H. Ono, M. Yagiura and T. Ibaraki:
“A Decomposability Index in Logical Anal-
ysis of Data”, Discrete Applied Mathemat-
ics, 142, 165-180, 2004.
概要: Logical analysis of data (LAD) is one
of the methodologies for extracting knowl-
edge in the form of a Boolean function f

from a given pair of data sets (T, F ) on at-
tributes set S of size n, in which T (resp.,
F ) ⊆ {0, 1}n denotes a set of positive (resp.,
negative) examples for the phenomenon un-
der consideration. In this paper, we con-
sider the case in which extracted knowledge
f has a decomposable structure; f(x) =
g(x[S0], h(x[S1])) for some S0, S1 ⊆ S and
Boolean functions g and h, where x[I] de-
notes the projection of vector x on I. In
order to detect meaningful decomposable
structures, however, it is considered that
the sizes |T | and |F | must be sufficiently
large. In this paper, based on probabilistic
analysis, we provide an index for such in-
dispensable number of examples to detect
decomposability; we claim that there ex-
ist many deceptive decomposable structures
of (T, F ) if |T ||F | ≤ 2n−1. The compu-
tational results on synthetically generated
data sets and real-world data sets show that
the above index gives a good lower bound
on the indispensable data size.

9. M. Yagiura, T. Ibaraki and F. Glover:
“An Ejection Chain Approach for the Gen-
eralized Assignment Problem”, INFORMS
Journal on Computing, 16, 133-151, 2004.
概要: We propose a tabu search algo-

rithm for the generalized assignment prob-
lem, which is one of the representative com-
binatorial optimization problems known to
be NP-hard. The algorithm features an
ejection chain approach, which is embed-
ded in a neighborhood construction to cre-
ate more complex and powerful moves. We
also incorporate an adaptive mechanism for
adjusting search parameters, to maintain a
balance between visits to feasible and in-
feasible regions. Computational results on
benchmark instances of small sizes show
that the method obtains solutions that are
optimal or that deviate by at most 0.16%
from the best known solutions. Compar-
isons with other approaches from the lit-
erature show that, for instances of larger
sizes, our method obtains the best solutions
among all heuristics tested.

10. M. Yagiura, T. Ibaraki and F. Glover:
“A Path Relinking Approach with Ejec-
tion Chains for the Generalized Assign-
ment Problem”, European Journal of Op-
erational Research, （掲載予定）.
概要: The generalized assignment prob-
lem is a classical combinatorial optimiza-
tion problem known to be NP-hard. It
can model a variety of real world applica-
tions in location, allocation, machine as-
signment, and supply chains. The problem
has been studied since the late 1960s, and
computer codes for practical applications
emerged in the early 1970s. We propose a
new algorithm for this problem that proves
to be more effective than previously existing
methods. The algorithm features a path re-
linking approach, which is a mechanism for
generating new solutions by combining two
or more reference solutions. It also features
an ejection chain approach, which is em-
bedded in a neighborhood construction to
create more complex and powerful moves.
Computational comparisons on benchmark
instances show that the method is not only
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effective in general, but is especially effec-
tive for types D and E instances, which are
known to be very difficult.

11. M. Yagiura, S. Iwasaki, T. Ibaraki and F.
Glover:
“A Very Large-Scale Neighborhood Search
Algorithm for the Multi-Resource General-
ized Assignment Problem”, Discrete Opti-
mization, 1, 87-98, 2004.
概要: We propose a metaheuristic algo-
rithm for the multi-resource generalized as-
signment problem (MRGAP). MRGAP is
a generalization of the generalized assign-
ment problem, which is one of the repre-
sentative combinatorial optimization prob-
lems known to be NP-hard. The algo-
rithm features a very large-scale neighbor-
hood search, which is a mechanism of con-
ducting the search with complex and pow-
erful moves, where the resulting neighbor-
hood is efficiently searched via the improve-
ment graph. We also incorporate an adap-
tive mechanism for adjusting search param-
eters, to maintain a balance between vis-
its to feasible and infeasible regions. Com-
putational comparisons on benchmark in-
stances show that the method is effective,
especially for type D and E instances, which
are known to be quite difficult.

12. M. Yagiura, M. Kishida and T. Ibaraki:
“A 3-Flip Neighborhood Local Search for
the Set Covering Problem”, European Jour-
nal of Operational Research, （掲載予定）.
概要: The set covering problem (SCP) calls
for a minimum cost family of subsets from
n given subsets, which together covers the
entire ground set. In this paper, we propose
a local search algorithm for SCP, which has
the following three characteristics. (1) The
use of 3-flip neighborhood, which is the set
of solutions obtainable from the current so-
lution by exchanging at most three subsets.
As the size of 3-flip neighborhood is O(n3),

the neighborhood search becomes expensive
if implemented naively. To overcome this,
we propose an efficient implementation that
reduces the number of candidates in the
neighborhood without sacrificing the solu-
tion quality. (2) We allow the search to
visit the infeasible region, and incorporate
the strategic oscillation technique realized
by adaptive control of penalty weights. (3)
The size reduction of the problem by using
the information from the Lagrangian relax-
ation is incorporated, which is indispensable
for solving very large instances. According
to computational comparisons on bench-
mark instances with other existing heuris-
tic algorithms for SCP, our algorithm per-
forms quite effectively for various types of
problems, especially for very large-scale in-
stances.

研究会等

1. 原田大輔，千代延大造，巳波弘佳:
“A Probablistic Analysis of a Netwok Model
based on a generalization of the Polya’s Urn
Problem”, ネットワーク生態学 2005シンポ
ジウム, 2005年 3月.
概要: 現実のネットワークの生成モデルであ
る閾値モデルにおいて，この重み分布が生成
されるメカニズムを調べ，重みが「優先的選
択」に従って増加する自然なモデルにおいて，
重み分布が幾何分布に確率収束することを数
学的に厳密に証明した．さらに，重みが幾何
分布に従う場合，生成されるグラフがスケー
ルフリーとなることを示した．

2. H. Hashimoto, T. Ibaraki, S. Imahori and
M. Yagiura:
“A Local Search Algorithm for Routing
and Scheduling Problems with Time Win-
dow and Traveling Time Constraints”, Pro-
ceedings of the International Symposium on
Scheduling (ISS2004), 143-146, 2004.
概要: We generalize the standard vehi-
cle routing problem by allowing soft time
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window and soft traveling time constraints,
and propose a local search algorithm, where
both constraints are treated as cost func-
tions. With the proposed generalization,
the problem becomes very general, and can
treat various scheduling problems, e.g., with
earliness and tardiness costs, and flexible
processing time. In our algorithm, local
search is used to determine routes. After
fixing the route for a vehicle, we must deter-
mine the optimal start times of processing
at customers so that the total cost is min-
imized. This subproblem is NP-hard when
cost functions are general, and can be effi-
ciently solved with dynamic programming
when traveling cost functions are convex.
We then report computational results for
benchmark instances, and confirm the use-
fulness of the proposed generalization.

3. 巳波弘佳，増田直紀，今野紀雄:
“スケールフリー性を持つ閾値モデルの解析”,
ネットワーク生態学 2005シンポジウム, 2005
年 3月.
概要: 現実のネットワークの生成モデルであ
る閾値モデルにおいて，重みがガウス分布
に従う場合，生成されるグラフがスケールフ
リーとなること，生成されるグラフのクラス
タ係数，隣接点平均次数は，次数に関してべ
き的に減少することを示した．

4. S. Umetani, M. Yagiura, T. Ibaraki:
“One-dimensional cutting stock problem
with a given number of setups: a hybrid
approach of metaheuristics and linear pro-
gramming”, Proceedings of the 1st Interna-
tional Workshop on Hybrid Metaheuristics
(HM2004), 101-114, 2004.
概要: One-dimensional cutting stock prob-
lem (1D-CSP) is one of the representa-
tive combinatorial optimization problems,
and arises in many industries. Since the
setup costs for switching different cutting
patterns become more dominant in recent
cutting industry, we consider a variant of

1D-CSP, called the pattern restricted prob-
lem (PRP), which minimizes the number
of stock rolls while the number of differ-
ent cutting patterns is constrained within
a bound given by users. For this problem,
we proposed a local search algorithm which
alternately uses two types of local search
processes with the 1-add and shift neigh-
borhoods. To improve the performance
of the local search algorithm, we incorpo-
rated it with linear programming (LP) tech-
niques, which restrict the number of so-
lutions in the neighborhoods and solve a
large number of associated LP problems
quickly. Through computational experi-
ments, we observed that the new algorithm
obtains solutions of better quality to other
existing approaches.

学会大会等

1. T. Ibaraki, S. Imahori, K. Nonobe, K.
Sobue, T. Uno and M. Yagiura:
“An Iterated Local Search Algorithm for
the Vehicle Routing Problem with Con-
vex Time Penalty Functions”, 35th Annual
Conference of the Italian Operations Re-
search Society (AIRO), 2004.

2. S. Imahori, M. Yagiura, S. Umetani,
S. Adachi and T. Ibaraki:
“Local Search Algorithms for Two-
Dimensional Cutting Stock Problem with
a Given Number of Patterns”, The First
ESICUP (EURO Special Interest Group on
Cutting and Packing) Meeting, 2004.

3. K. Nonobe and T. Ibaraki:
“A Metaheuristic Algorithm for RCPSP
with Multiple-Modes and Generalized
Precedence Constraints”, CORS/SCRO-
INFORMS International Meeting, 2004.

4. S. Umetani, M. Yagiura and T. Ibaraki:
“A Local Search Approach to the Pattern
Restricted 1D-CSP”, The First ESICUP
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(EURO Special Interest Group on Cutting
and Packing) Meeting, 2004.

5. S. Umetani, M. Yagiura and T. Ibaraki:
“A Variable Neighborhood Search for Cut-
ting Stock Problem with Given Number of
Patterns”, CORS/SCRO-INFORMS Inter-
national Meeting, 2004.

6. 柳浦睦憲:
“時間枠つき配送計画問題に対する数理的ア
プローチ”, 日本オペレーションズ・リサーチ
学会 関西支部講演会 (招待講演), 2004.

7. M. Yagiura, T. Ibaraki and F. Glover:
“A Path Relinking Approach with Ejec-
tion Chains for the Generalized Assignment
Problem”, CORS/SCRO-INFORMS Inter-
national Meeting, 2004.

8. M. Yagiura and T. Ibaraki:
“Recent Metaheuristic Algorithms for the
Generalized Assignment Problem”, Pro-
ceedings of the International Conference
on Informatics Research for Develop-
ment of Knowledge Society Infrastructure
(ICKS2004), 229-237, 2004.

9. 柳浦睦憲:
“メタヒューリスティクスに基づく問題解決エ
ンジン”, 電子情報通信学会総合大会, 2005.
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C11: 大量データ処理のための領域効率の良いアルゴリズム

定兼 邦彦 山下 雅史 小野 廣隆

九州大学 大学院 システム情報学研究院
〒 812-8581 福岡市東区箱崎 6-10-1

{sada,mak,ono}@csce.kyushu-u.ac.jp

1 はじめに

本研究では主に大量データ処理のための領域効
率の良いアルゴリズムの開発を行っている．イン
ターネットや情報処理技術の発達により，大量の
電子化されたデータが存在し，それらの有効活用，
例えば，大量データからの高速な検索や知識発見
を行うことが重要となる．このときに問題となる
のは，データ処理の時間計算量および領域計算量
である．本研究では計算量について従来とは異な
るモデルを用い，より現実的なアルゴリズムの開
発と評価を行っている．

領域計算量については，現在広く用いられてい
る計算モデルではメモリセルの数により計算量を
定義しているが，これは現実のプロセッサの構成
を反映していない．なぜなら，1つのセルはアル
ゴリズムで用いるポインタなどを格納するため，
必要なセルのサイズは扱うデータ数に依存するが，
従来モデルではこれを定数としているからである．
具体的には，n 個のデータを扱うにはポインタの
サイズは log2 nビット必要となり，大量のデータ
を扱う場合にはこのポインタのサイズを無視する
ことができなくなる．本研究ではアルゴリズムの
領域計算量はビット数で数える．これにより，従
来のモデルより現実的な評価が可能となる．

時間計算量に関しても，現実のプロセッサの能
力を考慮した評価を行う．通常は比較モデルやラ
ンダムアクセスモデル (RAM) が用いられるが，
本研究ではワードRAMを用いる．このモデルで
は O(log U)ビット (U はメモリサイズ)の数値演
算やビット演算が定数時間で行える．ワードRAM
ではビット演算を用いて一種の並列処理を行うこ
とで時間計算量を落とすことができる．これは現
実のプロセッサで可能であり，またこのようなビッ
ト数の制限がない RAM よりも現実的である．

本研究で扱うデータはWebページなどのテキ
スト文書や，Webページのリンク構造を表すグ
ラフ等である．そして，文書の検索や，Webペー
ジの検索，分類などを行う．文書の検索は，Web
ページだけでなく，DNA配列を表す文字列など
も含む．これらのデータ量は膨大であるため，領
域効率の良いアルゴリズムとデータ構造が必要で
ある．例えば，人間のDNA配列は約 30億個の A,
T, G, C の文字列として表される．1つの文字は
2ビットで表現できるため，文字列のサイズは約
750MBとなる．一方，この文字列から検索を行
うためのデータ構造である接尾辞配列は，ポイン
タが 32ビットであるためサイズが約 12GBとなっ
てしまう．一般に，文字列長を n，アルファベッ
トサイズを σ とすると，文字列サイズは n log σ

ビット，データ構造のサイズは O(n log n) ビット
となる．このデータ構造のサイズを，検索速度を
落とさずに O(n log σ)ビットにすることが目標で
ある．さらに，オーダの評価のみではなく，定数
項を小さくすることも目標である．究極的には，
データ構造のサイズを文字列の圧縮率に対する情
報理論的な下限と一致させることが目標である．
また，文字列のみではなく，グラフ構造を表現す
るデータ構造のサイズの削減なども行う．

Webページの検索では，データ量が非常に多
いため，データ量の削減も必要である．また，検
索結果を人間が見やすくするために，類似ページ
を 1つにまとめたり，価値のあるページを抜き出
すことが必要である．従来はWebページ中の単
語の頻度を用いる手法が用いられていたが，スパ
ムページの存在により検索精度が下がっている．
よって近年はWebのリンク構造を用いてページ
の価値を定義する手法が主流となっている．本研
究ではこの手法の発展を目指している．
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2 今年度の成果

2.1 Dynamic Dictionary Matching

Dynamic dictionary matching問題とは，パタ
ン集合 {P1, P2, . . . , Pk} とテキスト T に対し，T

に現れるすべてのパタンの出現位置を求める問題
であり，新しいDNA配列と既知の配列の一致を求
めることに用いられる．この問題に対し，パタン集
合を格納するデータ構造で，サイズが O(d)ビット
(dはパタンの長さの合計，アルファベットサイズ
は定数とする)，問い合わせが O((|T |+occ) log2 d)
時間 (occ はパタンの出現回数)，パタン P の挿
入削除が O(|P | log2 d) 時間のデータ構造を開発
した．

Dynamic dictionary matching問題を解くため
に，まず動的更新の可能な圧縮接尾辞木のデータ
構造を提案した．接尾辞木の巡回，接尾辞リンク
の計算が O(log d) 時間，文字列ラベルの復元が
O(log2 d) 時間ででき，パタン P の挿入削除が
O(|P | log2 d) 時間でできる．また，木を表現する
バランス括弧列表現の更新を O(log n/ log log n)
時間で行うアルゴリズムも提案した．これらを用
いることで，Dynamic dictonionary matching問
題を解くことができる．

2.2 Webサイト検索のためのランキング手
法

Webサイトを検索する場合，非常に多くのペー
ジから価値のあるページを抜き出すことが必要に
なる．Googleで用いられている PageRank法は，
Webページのリンク構造を用いたページのランキ
ング法で，成功を収めている．しかし，この手法
を 1つのWebサイト内のランキングに用いると
不都合が生じる．なぜなら，PageRank ではトッ
プページに高いランクが与えられるが，そこはイ
ンデックスページであり細かい情報を持たないか
らである．よって，サイト内検索に対しては異な
るランキング手法が必要となる．
本研究ではホットリンクと呼ばれるリンクを用

いてランキングを行う．これはWebページの作
者が特定のコンテンツへ直接ジャンプするために
設定したリンクのことである．このホットリンク
を全体のリンク構造から自動的に推定し，ページ

のランク付けを行う．この手法により，サイト内
の重要なコンテンツページに高いランクを割り当
てることができるようになった．

2.3 二次記憶上の圧縮接尾辞配列

圧縮接尾辞配列は文字列検索のための省スペー
スなデータ構造であるが，データ構造のサイズを
小さくするために要素の差分を用いて表現をして
いるため，メモリ参照の局所性がなかった．本研
究ではこのデータ構造を改良し，二次記憶や，分
散メモリ環境でも効率よく動作するようにした．

2.4 無線アドホックネットワークでのブロー
ドキャスト問題

無線アドホックネットワークは，ネットワークの
構造が頻繁に変化するため，さまざまな問題が生
じる．本研究ではその中で，同一データを全ノー
ドに送信するための電力消費の最小化問題を扱っ
ている．ノード間の距離はあらかじめ分からない
ため，アルゴリズムの評価は競合比を用いる．つま
り，距離が分かっている場合の最適アルゴリズム
での電力消費の何倍以内になるかという評価を用
いる．この問題に対し，最悪の競合比が 3/2+

√
2

となるオンラインアルゴリズムを提案した．また，
このアルゴリズムは最適であることも示した．

2.5 進化系統樹の作成

生物の進化を表す系統樹の作成について以下
の問題を扱った．いくつかの部分的な系統樹が与
えられたとき，それらの部分木全てを含む系統
樹で，部分木のサイズが最も大きくなるものを求
める (Maximum agreement supertree problem,
MASP)．この問題に対して，計算量の解析とア
ルゴリズムの開発を行った．入力の木の数が 2の
場合，または木の次数が 2で入力の木の数が定数
の場合は多項式時間で解けるが，木の数が 3以上
で木の次数に制限がない場合はNP困難であるこ
とを示した．また近似アルゴリズムも示した．
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研究業績一覧

学術論文

1. Kunihiko Sadakane, Nadia Takki-Chebihi,
Takeshi Tokuyama:
“Combinatorics and algorithms for low-
discrepancy roundings of a real sequence”,
Theoretical Computer Science, 331(1), 23–
36, Feb. 2005.
概要: We discuss the problem of comput-
ing all the integer sequences obtained by
rounding an input sequence of n real num-
bers such that the discrepancy between the
input sequence and each output binary se-
quence is less than one. The problem arises
in the design of digital halftoning methods
in computer graphics. We show that the
number of such roundings is at most n+1 if
we consider the discrepancy with respect to
the set of all subintervals, and give an effi-
cient algorithm to report all of them. Then,
we give an optimal method to construct a
compact graph to represent the set of global
roundings satisfying a weaker discrepancy
condition.

2. J. Jansson, H.-K. Ng, K. Sadakane, W.-K.
Sung:
“Rooted Maximum Agreement Supertrees”,
Algorithmica, （掲載予定）.
概要: Given a set T of rooted, unordered
trees, where each Ti ∈ T is distinctly leaf-
labeled by a set Λ(Ti) and where the sets
Λ(Ti) may overlap, the maximum agree-
ment supertree problem (MASP) is to con-
struct a distinctly leaf-labeled tree Q with
leaf set Λ(Q) ⊆ ⋃

Ti∈T Λ(Ti) such that
|Λ(Q)| is maximized and for each Ti ∈ T ,
the topological restriction of Ti to Λ(Q)
is isomorphic to the topological restriction
of Q to Λ(Ti). Let n =

∣∣⋃
Ti∈T Λ(Ti)

∣∣,
k = |T |, and D = maxTi∈T

{
deg(Ti)

}
. We

first show that MASP with k = 2 can be
solved in O

(√
D n log(2n/D)

)
time, which

is O(n log n) when D = O(1) and O(n1.5)
when D is unrestricted. We then present
an algorithm for MASP with D = 2 whose
running time is polynomial if k = O(1).
On the other hand, we prove that MASP
is NP-hard for any fixed k ≥ 3 when D is
unrestricted, and also NP-hard for any fixed
D ≥ 2 when k is unrestricted even if each in-
put tree is required to contain at most three
leaves. Finally, we describe a polynomial-
time (n/ log n)-approximation algorithm for
MASP.

3. Y. Handa, H. Ono, K. Sadakane, M. Ya-
mashita:
“Neighborhood Composition: A Paral-
lelization of Local Search Algorithms”, Re-
cent Advances in Parallel Virtual Machine
and Message Passing Interface, Proceed-
ings, LNCS 3241, 155–163, Sep. 2004.
概要: To practically solve NP-hard combi-
natorial optimizationproblems, local search
algorithms and their parallel implementa-
tions on PVM or MPI have been frequently
discussed. Since a huge number of neigh-
bors may be examined to discover a locally
optimal neighbor in each of local search
calls, many of parallelization schemes, ex-
cluding so-called the multi-start parallel
scheme, try to extract parallelism from a
local search by distributing the examina-
tions of neighbors to processors. However,
in straightforward implementations, when
the next local search starts, all the proces-
sors will be assigned to the neighbors of
the latest solution, and the results of all
(but one) examinations in the previous lo-
cal search are thus discarded in vain, de-
spite that they would contain useful infor-
mation on further search. This paper ex-
plores the possibility of extracting informa-
tion even from unsuccessful neighbor exam-
inations in a systematic way to boost paral-
lel local search algorithms. Our key concept
is neighborhood composition. We demon-
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strate how this idea improves parallel im-
plementations on PVM, by taking as exam-
ples well-known local search algorithms for
the Traveling Salesman Problem.

4. Ho-Leung Chan, Wing-Kai Hon, Tak-Wah
Lam, Kunihiko Sadakane:
“Dynamic Dictionary Matching and Com-
pressed Suffix Trees”, Proceedings of ACM-
SIAM Symposium on Discrete Algorithms,
PR118, 13–22, Jan. 2005.
概要: Let T be a string with n characters
over an alphabet of constant size. The re-
cent breakthrough on compressed indexing
allows us to build an index for T in opti-
mal space (i.e., O(n) bits), while support-
ing very efficient pattern matching. Yet
the compressed nature of such indexes also
makes them difficult to update dynamically.
This paper extends the work on optimal-
space indexing to a dynamic collection of
texts. Our first result is a compressed so-
lution to the library management problem,
where we show an index of O(n) bits for a
text collection L of total length n, which
can be updated in O(|T | log n) time when
a text T is inserted or deleted from L;
also, the index supports searching the oc-
currences of any pattern P in all texts in L
in O(|P | log n + occ log2 n) time, where occ

is the number of occurrences. Our second
result is a compressed solution to the dic-
tionary matching problem, where we show
an index of O(d) bits for a pattern collec-
tion D of total length d, which can be up-
dated in O(|P | log2 d) time when a pattern
P is inserted or deleted from D; also, the
index supports searching the occurrences of
all patterns of D in any text T in O

(
(|T |+

occ) log2 d
)

time. When compared with the
O(d log d)-bit suffix tree based solution of
Amir et al., the compact solution increases
the query time by roughly a factor of log d

only. The solution of the dictionary match-
ing problem is based on a new compressed

representation of a suffix tree. Precisely, we
give O(n)-bit representation of a suffix tree
for a dynamic collection of texts whose to-
tal length is n, which supports insertion and
deletion of a text T in O(|T | log2 n) time,
as well as all suffix tree traversal opera-
tions, including forward and backward suf-
fix links. This work can be regarded as a
generalization of the compressed represen-
tation of static texts. In the study of the
above result, we also derive the first O(n)-
bit representation for maintaining n pairs of
balanced parentheses in O(log n/ log log n)
time per operation, matching the time com-
plexity of the previous O(n log n)-bit solu-
tion.

5. S. Kutten, H. Ono, D. Peleg, K. Sadakane,
M. Yamashita:
“Energy-Optimal Online Algorithms for
Broadcasting in Wireless Networks”, Pro-
ceedings of Second Annual Conference on
Wireless On-demand Network Systems and
Services (WONS), 125–130, Jan. 2005.
概要: We consider problems related to
the design of energy-efficient online mes-
sage broadcasting protocols in ad-hoc wire-
less networks. Recent developments in
portable wireless devices with limited power
resources have led to considerable interest
in problems involving the construction of
energy-efficient multicast trees in the net-
work. Wireless devices can control their
transmission power in order to save power
consumption whenever the distance to the
intended destination of the transmission is
known. The attenuation of a signal with
power Ps is Pr = Ps

d(s,t)δ , where d(s, t) is the
distance between hosts s and t, and δ ≥ 1
is the distance-power gradient. A message
can be successfully decoded if Pr is no less
than a constant γ. Therefore the transmis-
sion range of a host s, namely, the maxi-
mum distance to which a message can be
successfully delivered from s, is (Ps/γ)1/δ.
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Power control also has a positive effect on
reducing the number of transmission colli-
sions between nearby senders. The prob-
lem studied here concerns a single sender
which has to transmit a message to a given
collection of receivers in an online setting,
namely, when the hosts do not know each
other’s locations. The goal is to specify a
protocol for the sender allowing it to di-
rectly broadcast the message to the recip-
ients and receive acknowledgements, while
minimizing the total transmission costs. By
direct broadcast we mean that the sender
is required to transmit the message itself
to every recipient, namely, multi-hop deliv-
ery is not allowed. This restriction may be
relevant in situations when the battery re-
sources of the receivers is severely limited
and it is desired to minimize their trans-
missions, or when when the reliability of the
hosts is uncertain and only direct messages
from the source can be trusted. Using vary-
ing levels of transmission power is impor-
tant for energy-efficient communication. As
far as the authors are aware, there has been
no online algorithms with provable worst-
case guarantees for energy-efficient broad-
casting in ad-hoc wireless networks. The
protocols proposed in this paper are based
on computing or estimating the distances
from the sender host to the receiver hosts
in an energy-efficient way. The most basic
case is that of a single sender and a single
receiver. The generic doubling protocol em-
ployed by the sender is based on repeatedly
transmitting the messages to increasingly
larger distances, until reaching the receiver.
The behavior of this protocol depends on
the choice of the sequence of distances, and
the problem is to determine them so as to
minimize the overall power consumption. If
a specific probability distribution may be
assumed on the hosts, the algorithm can be
optimized. This paper, however, assumes

an online setting in which no a priori infor-
mation is given about the distance from the
sender to the receiver. Therefore the worst-
case scenario should be considered. This
motivation leads us to apply a competitive
analysis to the algorithm. We compare the
power consumption of an algorithm with
that of the optimal (infeasible) offline algo-
rithm that knows the distance d. We show
that the optimal competitive ratio for this
problem is 3/2 +

√
2, i.e., there exists an

online algorithm for the problem with this
competitive ratio, and no online algorithm
has smaller competitive ratio. The problem
is somewhat similar to the famous cow path
online problem, but setting the parameter
of the algorithm is not obvious. Further-
more, we study the generalization of this
problem where there is more than one re-
ceiver. This is a propoer extension of the
cow path problem. For this problem we also
propose a competitive online algorithm and
prove its optimality. Interestingly, the com-
petitive ratio of the generalized problem is
the same, namely, 3/2 +

√
2.

6. V. Mäkinen, G. Navarro, K. Sadakane:
“Advantages of Backward Searching — Ef-
ficient Secondary Memory and Distributed
Implementation of Compressed Suffix Ar-
rays”, Proceedings of ISAAC, LNCS 3341,
681–602, Dec. 2004.
概要: One of the most relevant succinct
suffix array proposals in the literature is
the Compressed Suffix Array (CSA) of
Sadakane [ISAAC 2000]. The CSA needs
n(H0 + O(log log σ)) bits of space, where
n is the text size, σ is the alphabet size,
and H0 the zero-order entropy of the text.
The number of occurrences of a pattern of
length m can be computed in O(m log n)
time. Most notably, the CSA does not
need the text separately available to oper-
ate. The CSA simulates a binary search
over the suffix array, where the query is
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compared against text substrings. These
are extracted from the same CSA by follow-
ing irregular access patterns over the struc-
ture. Sadakane [SODA 2002] has proposed
using backward searching on the CSA in
similar fashion as the FM-index of Ferragina
and Manzini [FOCS 2000]. He has shown
that the CSA can be searched in O(m) time
whenever σ = O(polylog(n)). In this pa-
per we consider some other consequences
of backward searching applied to CSA. The
most remarkable one is that we do not need,
unlike all previous proposals, any compli-
cated sub-linear structures based on the
four-Russians technique (such as constant
time rank and select queries on bit arrays).
We show that sampling and compression are
enough to achieve O(m log n) query time us-
ing less space than the original structure. It
is also possible to trade structure space for
search time. Furthermore, the regular ac-
cess pattern of backward searching permits
an efficient secondary memory implementa-
tion, so that the search can be done with
O(m logB n) disk accesses, being B the disk
block size. Finally, it permits a distributed
implementation with optimal speedup and
negligible communication effort.

研究会等

1. 定兼 邦彦:
“圧縮全文索引構築アルゴリズムの実験的評
価”,コンピュテーション研究会, COMP2004-
50, 47–54, 2004年 10月.
概要: 　圧縮全文索引は文字列に対する索引
であり任意のパタンを高速に検索できる．そ
のサイズは一般に元の文字列よりも小さく
なるが，索引の作成時には大量のスペースが
必要であった．本稿では近年提案された省ス
ペースな索引構築アルゴリズム 3つを実装し，
実行速度，必要メモリに関する実験を行う．

2. 伊川洋平, 定兼邦彦:
“ホットリンク解析によるサイト内検索エンジ

ンのランキング改善手法 大規模なWeb サイ
トへの適用と考察”, データ工学ワークショッ
プ, 1C-o2, 2005年 3月.
概要: Web検索エンジンの利便性を向上させ
る手段として，ハイパーリンクを解析し，各
Web ページの重要度に応じてスコアを割り
当てるスコアリング技術が重要視されている．
WWW 検索エンジンのためのスコアリング
手法は広く研究されているが，サイト内検索
エンジンのためのスコアリング手法は未だ確
立しておらず，Webの大きな特徴であるリン
ク情報を活用できていないのが現状である．
この点に着目して提案された，ホットリンク
を用いたスコアリング手法は，ユーザーが特
定のコンテンツへ直接ジャンプできるように
設定するホットリンクを分析することで，重
要なコンテンツページに高スコアを割当て，
サイト内検索エンジンのランキングを改善す
る手法である．本手法は，これまで小規模な
Web サイトにおいて有効性が検証されてい
るが，大規模なWeb サイトについては充分
検証が行われていなかった．本論文では，本
手法が大規模なWeb サイト対しても，重要
なコンテンツページに高スコアを割当てるこ
とを実験により確認し，サイト内検索エンジ
ンにおいて有用なスコアリング手法であるこ
とを検証する．

学会大会等

1. 後藤隆元, 小野廣隆, 定兼邦彦, 山下雅史:
“文書データベースへの効率的な索引付けと
その更新に関する研究”, 火の国情報シンポ
ジウム, B-1-6, 2005年 3月.
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Fast and Sensitive Homology Search

Ming Li∗

School of Computer Science, University of Waterloo

(Canada Research Chair in Bioinformatics, Professor)

&

Computer Science Department, City University of Hong Kong

(Visiting Professor)

Homology search, finding similar parts between two sequences, is the most popular task

in bioinformatics. A large fraction of the world’s supercomputing time is consumed by

homology search. We introduce the fundamental ideas and a mathematical theory of

optimized spaced seeds. Based on such ideas, our software PatternHunter is significantly

faster than current homology search tools such as BLAST, at higher sensitivity, or Smith-

Waterman dynamic programming, at its full sensitivity. In just 3 years after their dis-

covery, the optimal spaced seeds are directly benefiting thousands of researchers in the

world, daily.

∗Joint work with Bin Ma and John Tromp.
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Dynamic graph algorithms with applications

Mikkel Thorup

AT&T

First we review amortized fully-dynamic polylogarithmic time algorithms for connectivity,

MST, 2-edge- and biconnecitivity. Second we discuss how they yield improved static

algorithms: connectivity in constructing a tree from homeomorphic subtrees and 2-edge

connectivity for finding unique matchings in graphs.

Finally, on the more practical side, we will discuss how output senstive algorithms

for dynamic shortest paths have been applied successfully in local search algorithms for

improving routing on the internet, roughly doubling the capacity.
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Approximation Algorithms

for Stochastic Combinatorial Optimization

R. Ravi

Carnegie Mellon University

Two-stage stochastic programming with recourse is an attempt to model data uncertainty.

Data for the current time (e.g. current costs, demands) are known, whereas the uncertain

future is characterized by a given probability distribution. After a set of decisions are made

in a first stage, the actual future is revealed (according to the probability distribution).

The first-stage solution can then be augmented in a second recourse stage to obtain a

feasible solution for the realized scenario. The goal is to minimize the sum of first-stage

costs plus the expected costs in the second stage.

We consider several classical combinatorial optimization problems in this framework,

and provide tight (up to small constants) approximation algorithms for them. In the

talk, we will focus on a canonical problem in network design (Steiner trees). We consider

different ways to model future uncertainty and present approximation algorithms based

on boosted sampling and rounding an LP relaxation.

This talk describes recent work with Anupam Gupta, Martin Pal and Amitabh Sinha.
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More approximation algorithms

for stochastic programming problems

David B. Shmoys

Cornell University

Abstract

Stochastic optimization problems attempt to model uncertainty in the data by assuming

that (part of) the input is specified in terms of a probability distribution, rather than

by deterministic data given in advance; they have been studied since the 50’s, and have

become an important paradigm in a wide range of application areas, including transporta-

tion models, logistics, financial instruments, and network design. Particular attention has

been paid to 2-stage models with recourse: first, given only distributional information

about (some of) the data one commits on initial actions, and then once the actual data

is realized (according to the distribution), further (recourse) actions can be taken. These

problems pose significant computational obstacles, both from a practical perspective, as

well as from the point of view of complexity theory.

There have been a number of recent results in that give approximation algorithms, that

is, algorithms that are guaranteed to find solutions with provably near-optimal expected

costs. However, these results are limited either in terms of the types of distributions

that can be modeled, or in terms of the cost structure. We show that in a ”black box”

model for specifying the distribution, an arbitrary cost structure can be handled, and give

the first constant-factor approximation algorithms for this setting. This is based on first

designing a fully polynomial approximation scheme for solving the exponentially large (in

both the constraints and variables) linear programming relaxation. We will discuss both

these specific results, as well as to lay out a number of directions in which performance

guarantees for stochastic programming problems might still be obtained.

This research is joint work with Chaitanya Swamy.
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New Horizons in Machine Learning

Avrim Blum∗

Carnegie Mellon University

In this talk I will survey some of the current challenges and “hot topics” in the field of

machine learning. I will then focus more specifically on one topic, kernel methods, that

has become quite popular in machine learning, especially in conjunction with the notion

of margins. Kernel functions allow one to implicitly map data into a high-dimensional

space and perform certain operations there without paying a high price computationally.

Furthermore, if the data has a large-margin separator in that space, then one can avoid

paying a high price in terms of sample size as well. For example, this is the key idea

underlying Support Vector Machines. I will discuss how techniques of random projection

and dimensionality-reduction studied in the theory community can be used to provide

insight into the behavior of kernels and what it is they really provide. In particular, I

will show how given a kernel as a black-box function, we can use various forms of random

projection to extract an explicit small feature space that captures much of the power of

the given kernel.

∗Portions of this talk are joint work with Nina Balcan and Santosh Vempala.
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Rigorous Analysis of Heuristics for NP-hard

Problems

Uriel Feige

Weizmann Institute, Israel

uriel.feige@weizmann.ac.il

Abstract

The known NP-hardness results imply that for many combinatorial
optimization problems there are no efficient algorithms that find an op-
timal solution, or even a near optimal solution, on every instance. A
heuristic for an NP-hard problem is a polynomial time algorithm that
produces optimal or near optimal solutions on some input instances,
but may fail on others. The study of heuristics involves both an al-
gorithmic issue (the design of the heuristic algorithm) and a concep-
tual challenge, namely, how does one evaluate the quality of a heuris-
tic. Current methods for evaluating heuristics include experimental
evidence, hand waving arguments, and rigorous analysis of the per-
formance of the heuristic on some wide (in a sense that depends on
the context) classes of inputs. This talk is concerned with the lat-
ter method. On the conceptual side, several frameworks that have
been used in order to model the classes of inputs of interest (includ-
ing random models, semi-random models, smoothed analysis) will be
discussed. On the algorithmic side, several algorithmic techniques and
principles of analysis that are often useful in these frameworks will be
presented.

1 Introduction

Given a computational problem, it is desirable to have algorithms that pro-
duce optimal results, are efficient (polynomial time), and work on every

input instance. For many combinatorial problems, this goal is too ambi-
tious, as shown by the theory of NP-completeness. Hence one should set
goals that are more modest. Approaches that are tried and have firm theo-
retical foundations include approximation algorithms (relax the optimality
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requirement) and fixed parameter tractability (refine the efficiency require-
ment). We shall discuss a different approach, that of heuristics, that relaxes
the universality requirement. Here we define a heuristic to be a polynomial
time algorithm that produces optimal results on typical inputs. The notion
of a typical input is rather fuzzy, and a major conceptual challenge of the
study of heuristics is to give this notion a rigorous meaning.

Some of the research goals of the study of heuristics are the following:

• Explain the apparent success of known heuristics.

• Come up with good heuristic ideas.

• Match heuristics to problems.

• Investigate fundamental limitations of the heuristic methodology.

If we wish to perform a mathematically rigorous study of heuristics, we
may want to ask our selves how does one prove that a certain heuristic is
good, and likewise, how does one prove that a certain heuristic is bad.

Here we use the following approach. One should first provide a rigorous
definition of what the concept of typical input means. Given such a definition
(for example, suppose that in some context, a typical graph can be assumed
to be a planar graph), one is no longer dealing with the fuzzy notion of
heuristics, but with the familiar notion of worst case analysis of algorithms.
It will often be the case that we shall model a typical input as an input
chosen at random from some well defined distribution. We remark that
also in this case (of average case analysis), we will typically be performing
worst case analysis. The reason for this is that usually analysis of algorithm
in random models breaks down into two parts. One first establishes that
random inputs are likely to have a certain property P (e.g., random graphs
are likely to have very strong expansion properties), and then one shows an
algorithm that work on every input that has property P .

2 Some theoretical frameworks

We sketch some theoretical frameworks that have been suggested in order
to model typical inputs.
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2.1 Random inputs

A good example is the Gn,p model of random graphs.
An interesting algorithmic result [7] in this model is that there is a

polynomial time algorithm that with high probability finds Hamiltonian a
cycle in a random graph, even when p is so small such that the minimum
degree in the graph is 2. (When the minimum degree is below 2, then
certainly the graph does not have a Hamiltonian cycle.)

On the other hand, there are other NP-hard problems (such as max-
clique) for which no polynomial time algorithm is known to produce optimal
results on a random graph.

2.2 Planted solution models

When the random model seems too difficult, it may be useful to consider a
planted solution model. For example, one can plant a clique of large size k
in a random graph, and ask how large k can be so that a polynomial time
algorithm can detect it. It is known that k = Ω(

√

n) suffices [2].

2.3 Semi-random models, monotone adversaries

Given a specific random model (or planted solution model), there is danger
that algorithms designed for the model will suffer from ”over-fitting”, and
would not work under a slightly different model. To add robustness to
algorithms, one may consider semi-random models, first suggested by Blum
and Spencer [6].

Here is an example of what the author considers to be over-fitting. When
k �

√

n log n, the vertices of a planted k-clique almost surely are those of
highest degree in an otherwise random graph. An algorithm may select the
k highest degree vertices and check if they form a clique.

A specific version of semi-random models is that of the monotone adver-

sary [10]. For example, in the planted clique model, the monotone adversary
is allowed to remove arbitrarily many non-clique edges. The degree based
algorithm no longer works. Still, more sophisticated algorithms based on
semidefinite programming do work, up to k = Ω(

√

n) [11].

2.4 Smoothed analysis

This model was advocated by Spielman and Teng [18]. The idea is to take an
arbitrary input, but then to make a random perturbation to the input. This
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may capture well situations where in a typical numerical input, the low order
bits are random. Such a model was used in order to offer an explanation for
the practical success of the simplex algorithm [18]. For NP-hard problems,
it was shown that problems that have fully polynomial time approximation
schemes are typically solved in polynomial time on smoothed instances [3].

2.5 Stable inputs

In some applications (such as clustering), the interesting inputs are those
that are stable in the sense that a small perturbation in the input does not
change the combinatorial solution. Bilu and Linial [5] define the notion
of stable inputs, and present algorithms that solve NP-hard cut problems
whenever the input instance is (highly) stable.

2.6 A comparison

In smoothed analysis, one first picks an arbitrary (worst case) instance. This
instance defines a certain region in instance-space (all input instances that
can be derived by small perturbations from the original instance). Then, a
random input is chosen in this region.

In the monotone adversary model, first an instance is chosen at random,
which then defines a region (all instances reachable from the original instance
by monotone changes). Thereafter, an arbitrary (worst case) input is chosen
in this region.

Hence in a sense, the difference between smoothed analysis and monotone
adversary is mainly in the order of quantifiers (forall followed by random
versus random followed by forall). In this respect, the monotone adversary
model is more difficult.

For stable inputs, the regions in instance-space are determined by the
combinatorial solution, rather than by the instance representation. A worst
case region is picked, and within it, a worst case input, provided that it is
far from the boundary of the region.

3 Algorithmic techniques

Common techniques for designing heuristics in some of the models presented
above include detecting statistical irregularities induced by an optimal solu-
tion, the use of approximation algorithms, and ”hill climbing” once a near
optimal solution is found, using the fact that in many of these models near
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optimal solutions are necessarily of small Hamming distance from the opti-
mal solution.

3.1 Random 3SAT

We will use the well known problem of 3SAT to demonstrate some of the
past rigorous work on analysis of heuristics. We shall consider a random
3CNF input formula f with n variables and m clauses, with m � n. The
expected number of satisfying assignments for f is (1−1/23)m ·2n, implying
that when m � n the formula is unlikely to be satisfiable.

We shall consider two tasks. One is to search for a satisfying assignment
when the formula happens to be satisfiable. The other is to prove non-
satisfiability for non-satisfiable formulas (refutation). We remark that for
worst case analysis, refutation and search are strongly related (when a search
procedure stops without finding a satisfying assignment, this serves as a
refutation). For heuristics, we shall see that search and refutation may
require very different algorithms.

3.2 Searching for a solution

There are algorithms that appear to very quickly find satisfying assignments
in random formulas [8], and it would be very interesting to support this
empirical finding by rigorous analysis. We are not able to do so at the
moment. Here we present some results that can be proved rigorously.

When m � n log n, then if the formula happens to be satisfiable, the
satisfying assignment is likely to be unique. It then can be shown that
the distribution on random satisfiable formulas can be approximated by the
following distribution in the planted solution model.

Pick at random an assignment a to the variables. Choose clauses at
random, discarding clauses not satisfied by a, until m clauses are reached.
When m � n log n, it is likely that a is the unique satisfying assignment.

The planted solution a induces some easily detectable statistical prop-
erties. For every variable x, in every clause C that contained x and was
discarded, the polarity of x in C disagreed with its polarity in a. Set x
according to the polarity that agrees with the majority of the occurrences
of x in f . When m � n log n, it is likely that this algorithm recovers a.

We now consider the more difficult case of m = d · n for some large
constant d. In this case the distribution generated by the planted model
is no longer known to be statistically close to that of random satisfiable
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formulas. The reason is that the planted model favors formulas with many
satisfying assignments. We shall present an algorithm that works in the
planted model. It is not known whether this algorithm also extends to the
model of random satisfiable formulas.

Given the formula f , start with an initial assignment a(0) that is simply
the majority vote assignment (breaking ties arbitrarily). A linear fraction of
the variables (exponentially small in d) are likely to be set in disagreement
with a, and a linear fraction of clauses are likely not to be satisfied by a(0).
We now move to a satisfying assignment by a ”hill climbing” procedure.
The procedure described here is taken from [13], and its analysis is based
on [1, 14]. The procedure itself is a considerable simplification of the proce-
dures described in [1, 14]. This simplification was achieved by following the
methodology of considering semi-random inputs (a monotone adversary is
allowed to add arbitrary clauses in which all three literals are set in agree-
ment with a), which forces one to make algorithms more robust, and often
helps clean away aspects of the algorithm that rely on too detailed statistical
properties of the input distribution.

The hill climbing algorithm works it iterations. In each iteration, a local
search is performed in order to improve the current assignment. Let a(j)
denote the assignment at iteration j, and let T (j) be the set of clauses
satisfied by a(j).

Pick an arbitrary clause C not satisfied by a(j). Find the assignment
closest (in Hamming distance) to a(j) that satisfies the sub-formula T (j)∪C.
Increment j and repeat.

The algorithm obviously finds a satisfying assignment. The only question
is how fast.

To analyse the complexity of a single iteration, we let h(j) denote the
Hamming distance between a(j) and a(j +1). Since a(j +1) can be reached
from a(j) by iteratively flipping variables in currently arbitrary unsatisfied
clauses in T (j) ∪ C, it follows that the time per iteration is at most 3 ·

2h−1nO(1), which is polynomial when h = O(log n).
The main technical lemma is that with high probability, in all iterations,

h < O(log n). Hence the algorithm works in polynomial time. The proof of
this lemma shows that with high probability, f has a core with properties
as defined below, and that the algorithm works on every formula that has
such a core.

A variable x for which a(0) = a is a core variable if flipping it makes at
least one clause in T (0) not satisfied, and every assignment in which x is
flipped that satisfies T (0) requires flipping a linear number of other variables.
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Probabilistic analysis shows that removing the core variables and simplifying
the random formula f , it is likely to decompose into small sub-formulas of
size O(log n), on disjoint sets of (non-core) variables.

In any formula (and initial assignment a(0)) that has such a core one
has the following property. An iteration can be completed by O(log n) flips
of non-core variables. Moreover, as long as h = O(log n), no core variable
will accidently be flipped, and hence the above property is maintained in all
iterations.

3.3 Refutation

If a formula is not satisfiable, the heuristic presented above takes exponential
time to detect this. Hence we need a different heuristic for refutation.

A general approach for refutation may use approximation algorithms.
When m � n, every assignment satisfies roughly 7m/n clauses of a ran-
dom formula. An algorithm for approximating max-3SAT within a ratio
better than 7/8 would refute most dense 3SAT formulas. Unfortunately,
approximating max-3SAT (in the worst case) beyond 7/8 is NP-hard [16].

Turning the above algorithm around, we may ask what are the conse-
quences of the hypothesis that there is no polynomial time algorithm for
refuting dense random 3CNF formulas. This would imply that one cannot
approximate max-3SAT within a ratio better than 7/8, which is a known
(but very difficult) NP-hardness result. Many other hardness of approxima-
tion results would follow [9], some of which are currently not known to have
NP-hardness analogues. The above hypothesis (regardless of its correctness)
seems to be a good rule of thumb for conjecturing hardness of approxima-
tion results. Many of its predictions (with weaker constants) can be proved
assuming that NP does not have sub-exponential algorithms [17].

So how does one refute random 3CNF formulas? When m > n2 one can
do the following. There are roughly 3n clauses containing the variable x1.
It suffices to refute the sub-formula f1 containing these clauses. Substitute
x1 = 0 and simplify f1 to a 2SAT formula. This is a random formula with
roughly 3n/2 clauses, and hence is unlikely to be satisfiable. 2SAT can be
decided in polynomial time. Repeating the above argument with x1 = 1
refutes f1.

As m gets smaller, refutation gets harder. The best algorithms known
for refuting random 3SAT [12] require m > cn3/2 (where experimentation
shows that one can take c = 2.5). These algorithms are based on pair-wise
statistical irregularities and eigenvalue computations. This approach was
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initiated in [15] for 4SAT. We sketch this approach.
Consider a random 4SAT formula f with m � n2 clauses. In a satisfying

assignment a, at least half the variables are negative. (A complimentary
argument handles the case that at least half of the variables are positive in
a.) Let S be the set of variables negative in a. observe that there cannot be
a positive clause in f whose four variables are in S. Construct a graph G
on N =

(n
2

)

vertices, in which every pair of variables is a vertex, and every
positive clause (xi ∨ xj ∨ xk ∨ xl) contributes an edge ([xixj], [xkxl]). If f is
satisfiable then S induces an independent set of size N/4. Hence to refute
f it suffices to show that G has no independent set of size N/4. But when
f is random, the graph G is random, and the condition m � n2 implies
that G has a large linear number of edges. Such graphs do not have large
independent sets. Moreover, this can be certified efficiently by eigenvalue
techniques (or by semidefinite programming, using the theta function of
Lovasz).

In combination with some additional ideas, the above approach extends
to refuting random 3SAT formulas with m > cn3/2 clauses for large enough
c [12]. It is not know how to refute random 3SAT formulas with less than n3/2

clauses. In particular, it is known that when m is much smaller than n3/2,
resolution would take exponential time [4], and that certain semidefinite
programming approaches (reducing 3SAT to independent set on a graph
with 7m vertices, and computing the theta function of the resulting graph)
would not work.

4 Summary

We presented some rigorous models in which one can study heuristics. We
presented some algorithmic results in these models (the presentation was
biased towards algorithms that the author is more familiar with). There are
also hardness results for some of these models, showing that under certain
settings of the parameters of the model, no heuristic will work. This is
beyond the scope of this presentation, but see [10] for example.

Two points that we wish to make is that in principle, it is possible to
study heuristics in a mathematically rigorous way, and that once this is
done, the design of heuristics may require quite sophisticated algorithmic
ideas and supporting mathematical analysis. But perhaps the main point is
that the rigorous study of heuristics is still a young and wide open research
area.
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Data Stream Algorithms in Computational Geometry

Timothy M. Chan∗

University of Waterloo

The data stream model has received considerable attention in recent years, due to its

ability to cope with massive data sets. The model is simple: an algorithm makes one (or

a small number of) pass(es) over the input and is allowed to store only a limited amount

of information at any moment in time.

In this talk, we discuss some recent results about streaming algorithms in computa-

tional geometry. A number of basic geometric problems are considered, and a few different

types of streaming algorithms are explored. For example:

- we describe a one-pass algorithm that can compute approximate extents (or convex

hulls) in fixed dimensions, using only a constant amount of space;

- we describe a sliding-window algorithm to maintain an approximation to the diam-

eter of a low-dimensional point set, using O(log R) space, where R is a bound on

the distance ratio;

- we show that if a constant number of passes is allowed, then certain geometric prob-

lems, such as low-dimensional linear programming, can actually be solved exactly,

using O(nδ) space, for any fixed δ > 0.

∗Some parts of the talk are joint work with B. Sadjad and with E. Y. Chen.
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Steps into Computational Algebraic Topology

Herbert Edelsbrunner
Arts and Sciences Professor of Computer Science and Mathematics

Duke University

A nested sequence of progressively larger topological spaces implies a sequence of homol-
ogy groups connected by maps induced by the inclusions of the corresponding spaces. For
each pair of groups, we call the image of the earlier in the later group a persistent homology
group. Given a function on a topological space, the sublevel sets form such a nested sequence
of spaces. The corresponding persistent homology groups can be encoded using a finite mul-
tiset in the extended plane. We call this multiset the persistence diagram of the function.
Assuming a triangulation of the space and a piecewise linear function, we have an algorithm
that computes the persistence diagram in worst-case time cubic in the size of the triangula-
tion. However, its observed running time is vastly better so that even triangulations with a few
million simplices can be processed in a matter of seconds. We have proved that for two contin-
uous functions on a common space, the Fréchet bottleneck distance between the two diagrams
is bounded from above by the maximum norm of the difference function.

We justify the introduction of the above concepts and the design and implementation of
their algorithms by three applications:

(i) the estimation of the homology of a shape from a finite point sample;

(ii) the establishment of a new bound on the difference between the total mean curvatures of
two topologically equivalent surfaces;

(iii) the development of a coarse docking algorithm for proteins based on the detection of
shape features on a continuum of scale levels.
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Efficient Algorithms for the Longest Path Problem

Ryuhei Uehara

JAIST

The longest path problem is to find a longest path in a given graph. While the graph

classes in which the Hamiltonian path problem can be solved efficiently are widely inves-

tigated, few graph classes are known to be solved efficiently for the longest path problem.

We show some efficient algorithms for the longest path problems for some graph classes.

The complexity of the longest path problem for interval graphs, convex graphs, and bi-

convex graphs is remained open.
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Improved Approximation Algorithms for Metric Max TSP

Zhi-Zhong Chen ∗ Takayuki Nagoya †

Abstract

We present two O(n3)-time approximation algorithms for the metric case of the maximum

traveling salesman problem, where n is the number of vertices in the input (undirected or

directed) graph. One of them is for directed graphs and its approximation ratio is 27

35
. The

other is for undirected graphs and its approximation ratio is 7

8
− o(1). Both algorithms improve

on the previous bests.

1 Introduction

The maximum traveling salesman problem (MaxTSP) is to compute a maximum-weight Hamil-

tonian circuit (called a tour) in a given complete edge-weighted (undirected or directed) graph.

Usually, MaxTSP is divided into the symmetric and the asymmetric cases. In the symmetric case,

the input graph is undirected; we denote this case by SymMaxTSP. In the asymmetric case, the

input graph is directed; we denote this case by AsymMaxTSP. Note that SymMaxTSP can be

trivially reduced to AsymMaxTSP.

A natural constraint one can put on AsymMaxTSP and SymMaxTSP is the triangle inequality

which requires that for every set of three vertices u1, u2, and u3 in the input graph G, w(u1, u2) ≤
w(u1, u3) + w(u3, u2), where w(ui, uj) is the weight of the edge from ui to uj in G. If we put this

constraint on AsymMaxTSP, we obtain a problem called metric AsymMaxTSP. Similary, if we

put this constraint on SymMaxTSP, we obtain a problem called metric SymMaxTSP.

Both metric SymMaxTSP and metric AsymMaxTSP are Max-SNP-hard [1] and there have

been a number of approximation algorithms known for them [7, 4, 5]. In 1985, Kostochka and

Serdyukov [7] gave an O(n3)-time approximation algorithm for metric SymMaxTSP that achieves

an approximation ratio of 5
6 . Their algorithm is very simple and elegant. Tempted by improving

the ratio 5
6 , Hassin and Rubinstein [4] gave a randomized O(n3)-time approximation algorithm for

metric SymMaxTSP whose expected approximation ratio is 7
8 − o(1). This randomized algorithm

was recently (partially) derandomized by Chen et al. [3]; their result is a (deterministic) O(n3)-

time approximation algorithm for metric SymMaxTSP whose approximation ratio is 17
20 − o(1). In

this paper, we completely derandomize the randomized algorithm, i.e., we obtain a (deterministic)

O(n3)-time approximation algorithm for metric SymMaxTSP whose approximation ratio is 7
8−o(1).

Our algorithm also has the advantage of being easy to parallelize. Our derandomization is based

∗Supported in part by the Grant-in-Aid for Scientific Research of the Ministry of Education, Science, Sports

and Culture of Japan, under Grant No. 14580390. Department of Mathematical Sciences, Tokyo Denki University,

Hatoyama, Saitama 350-0394, Japan. Email: chen@r.dendai.ac.jp.
†Department of Mathematical Sciences, Tokyo Denki University, Hatoyama, Saitama 350-0394, Japan. Email:

nagoya@r.dendai.ac.jp.
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on the idea of Chen et al. [3] and newly discovered properties of a folklore partition of the edges

of a 2n-vertex complete undirected graph into 2n − 1 perfect matchings. These properties may

be useful elsewhere. In particular, one of the properties says that if G = (V,E) is a 2n-vertex

complete undirected graph and M is a perfect matching of G, then we can partition E − M into

2n− 2 perfect matchings M1, . . . , M2n−2 among which there are at most k2 − k perfect matchings

Mi such that the graph (V,M ∪ Mi) has a cycle of length at most 2k for every natural number

k. This property is interesting because Hassin and Rubinstein [4] prove that if G and M are as

before and M ′ is a random perfect matching of G, then with probability 1 − o(1) the multigraph

(V,M ∪ M ′) has no cycle of length at most
√

n. Our result shows that instead of sampling from

the set of all perfect matchings of G, it suffices to sample from M1, . . . , M2n−2. This enables us to

completely derandomize their algorithm.

As for metric AsymMaxTSP, Kostochka and Serdyukov [7] gave an O(n3)-time approximation

algorithm that achieves an approximation ratio of 3
4 . Their result remained the best in two decades

until Kaplan et al. [5] gave a polynomial-time approximation algorithm whose approximation ratio

is 10
13 . The key in their algorithm is a polynomial-time algorithm for computing two cycle covers C1

and C2 in the input graph G such that C1 and C2 do not share a 2-cycle and the sum of their weights

is at least twice the optimal weight of a tour of G. They then observe that the multigraph formed

by the edges in 2-cycles in C1 and C2 can be split into two subtours of G. In this paper, we show that

the multigraph formed by the edges in 2-cycles in C1 and C2 together with a constant fraction of the

edges in non-2-cycles in C1 and C2 can be split into two subtours of G. This enables us to improve

Kaplan et al.’s algorithm to a polynomial-time approximation algorithm whose approximation ratio

is 27
35 .

2 Basic Definitions

Throughout this paper, a graph means a simple undirected or directed graph (i.e., it has neither

multiple edges nor self-loops), while a multigraph may have multiple edges but no self-loops.

Let G be a multigraph. We denote the vertex set of G by V (G), and denote the edge set of G

by E(G). For a subset F of E(G), G−F denotes the graph obtained from G by deleting the edges

in F . Two edges of G are adjacent if they share an endpoint.

Suppose G is undirected. The degree of a vertex v in G is the number of edges incident to v in

G. A cycle in G is a connected subgraph of G in which each vertex is of degree 2. A cycle cover of

G is a subgraph H of G with V (H) = V (G) in which each vertex is of degree 2. A matching of G is

a (possibly empty) set of pairwise nonadjacent edges of G. A perfect matching of G is a matching

M of G such that each vertex of G is an endpoint of an edge in M .

Suppose G is directed. The indegree of a vertex v in G is the number of edges entering v in

G, and the outdegree of v in G is the number of edges leaving v in G. A cycle in G is a connected

subgraph of G in which each vertex has indegree 1 and outdegree 1. A cycle cover of G is a subgraph

H of G with V (H) = V (G) in which each vertex has indegree 1 and outdegree 1. A 2-path-coloring

of G is a partition of E(G) into two subsets E1 and E2 such that both graphs (V (G), E1) and

(V (G), E2) are collections of vertex-disjoint paths. G is 2-path-colorable if it has a 2-path-coloring.

Suppose G is undirected or directed. A path in G is either a single vertex of G or a subgraph of

G that can be transformed to a cycle by adding a single (new) edge. The length of a cycle or path

C is the number of edges in C. A k-cycle is a cycle of length k. A 3+-cycle is a cycle of length
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at least 3. A tour (also called a Hamiltonian cycle) of G is a cycle C of G with V (C) = V (G). A

subtour of G is a subgraph H of G which is a collection of vertex-disjoint paths.

A closed chain is a directed graph that can be obtained from an undirected k-cycle C with

k ≥ 3 by replacing each edge {u, v} of C with the two directed edges (u, v) and (v, u). Similarly,

an open chain is a directed graph that can be obtained from an undirected path P by replacing

each edge {u, v} of P with the two directed edges (u, v) and (v, u). An open chain is trivial if it is

a single vertex. A chain is a closed or open chain. A partial chain is a subgraph of a chain.

For a graph G and a weighting function w mapping each edge e of G to a nonnegative real

number w(e), the weight of a subset F of E(G) is w(F ) =
∑

e∈F w(e), and the weight of a subgraph

H of G is w(H) = w(E(H)).

3 New Algorithm for Metric AsymMaxTSP

Throughout this section, fix an instance (G, w) of metric AsymMaxTSP, where G is a complete

directed graph and w is a function mapping each edge e of G to a nonnegative real number w(e).

For each cycle C in G, we define its reversal to be the cycle obtained by reversing the direction of

each edge in C. Note that C is the reversal of its reversal. Moreover, C is its reversal if and only

if C is a 2-cycle.

Let OPT be the weight of a maximum-weight tour in G. Our goal is to compute a tour in

G whose weight is large compared to OPT . We first review Kaplan et al.’s algorithm and define

several notations on the way.

3.1 Kaplan et al.’s Algorithm

The key in their algorithm is the following:

Theorem 3.1 [5] We can compute two cycle covers C1, C2 in G in polynomial time that satisfy the

following two conditions:

1. C1 and C2 do not share a 2-cycle. In other words, if C is a 2-cycle in C1 (respectively, C2),

then C2 (respectively, C1) does not contain at least one edge of C.

2. w(C1) + w(C2) ≥ 2 · OPT .

Let G2 be the subgraph of G such that V (G2) = V (G) and E(G2) consists of all edges in

2-cycles in C1 and/or C2. Then, G2 is a collection of vertex-disjoint chains. For each closed chain

C in G2, we can compute two edge-disjoint tours T1 and T2 (each of which is of length at least 3),

modify C1 by substituting T1 for the 2-cycles shared by C and C1, modify C2 by substituting T2 for

the 2-cycles shared by C and C2, and further delete C from G2. After this modification of C1 and

C2, the two conditions in Theorem 3.1 still hold. So, we can assume that there is no closed chain

in G2.

For each i ∈ {1, 2}, let Wi,2 denote the total weight of 2-cycles in Ci, and let Wi,3 = w(Ci)−Wi,2.

For convenience, let W2 = 1
2(W1,2 + W2,2) and W3 = 1

2(W1,3 + W2,3). Then, by Condition 2 in

Theorem 3.1, we have W2 + W3 ≥ OPT . Moreover, using an idea in [7], Kaplan et al. observed

the following:
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Lemma 3.2 [5] We can use C1 and C2 to compute a tour T of G with w(T ) ≥ 3
4W2 + 5

6W3 in

polynomial time.

Since each nontrivial open chain has a 2-path-coloring, we can use G2 to compute a tour T ′ of

G with w(T ′) ≥ W2 in polynomial time. Combining this observation, Lemma 3.2, and the fact that

W2 + W3 ≥ OPT , the heavier one between T and T ′ is of weight at least 10
13OPT .

3.2 Details of the New Algorithm

The idea behind our new algorithm is to improve the second tour T ′ in Kaplan et al.’s algorithm

so that it has weight at least W2 + 1
9W3. The tactics is to add some edges of 3+-cycles in Ci with

Wi,3 = max{W1,3,W2,3} to G2 so that G2 remains 2-path-colorable. Without loss of generality, we

may assume that W1,3 ≥ W2,3. Then, our goal is to add some edges of 3+-cycles in C1 to G2 so

that G2 remains 2-path-colorable.

We say that an open chain P in G2 spoils an edge (u, v) of a 3+-cycle in C1 if u and v are the

two endpoints of P . Obviously, adding a spoiled edge to G2 destroys the 2-path-colorability of G2.

Fortunately, there is no 3+-cycle in C1 in which two consecutive edges are both spoiled. So, let C1,

. . . , C` be the 3+-cycles in C1; we modify each Cj (1 ≤ j ≤ `) as follows (see Figure 1):

• For every two consecutive edges (u, v) and (v, x) of Cj such that (u, v) is spoiled, replace

(u, v) by the two edges (u, x) and (x, v). (Comment: We call (u, x) a bypass edge of Cj , call

the 2-cycle between v and x a dangling 2-cycle of Cj , and call v the articulation vertex of the

dangling 2-cycle. We also say that the bypass edge (u, x) and the dangling 2-cycle between v

and x correspond to each other.)

We call the above modification of Cj the bypass operation on Cj . Note that applying the bypass

operation on Cj does not decrease the weight of Cj because of the triangle inequality. Moreover,

the edges of Cj not contained in dangling 2-cycles of Cj form a cycle. We call it the primary cycle

of Cj . Note that Cj may have neither bypass edges nor dangling 2-cycles (this happens when Cj

has no bad edges).

�����

�����

Figure 1: (1) A 3+-cycle Cj (formed by the one-way edges) in C1 and the open chains (each shown

by a two-way edge) each of which has a parallel edge in Cj . (2) The modified Cj (formed by the

one-way edges), where bypass edges are dashed and dangling 2-cycles are painted.

Let H be the union of the modified C1, . . . , C`, i.e., let H be the directed graph with V (H) =
⋃

1≤j≤` V (Cj) and E(H) =
⋃

1≤j≤` E(Cj). We next show that E(H) can be partitioned into

three subsets each of which can be added to G2 without destroying its 2-path-colorability. Before

proceeding to the details of the partitioning, we need several definitions and lemmas.
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Two edges (u1, u2) and (v1, v2) of H form a critical pair if u1 and v2 are the endpoints of some

open chain in G2 and u2 and v1 are the endpoints of another open chain in G2 (see Figure 2). Note

that adding both (u1, v1) and (u2, v2) to G2 destroys its 2-path-colorability. An edge of H is critical

if it together with another edge of H forms a critical pair. Note that for each critical edge e of H,

there is a unique edge e′ in H such that e and e′ form a critical pair. We call e′ the rival of e. An

edge of H is safe if it is not critical. A bypass edge of H is a bypass edge of a Cj with 1 ≤ j ≤ `.

Similarly, a dangling 2-cycle of H is a dangling 2-cycle of a Cj with 1 ≤ j ≤ `. A dangling edge of

H is an edge in a dangling 2-cycle of H.

u u

v v

1 2

12

Figure 2: A critical pair formed by edges (u1, u2) and (v1, v2).

Lemma 3.3 No bypass edge of H is critical.

Proof. Suppose that e = (u1, u2) is a bypass edge of a Cj with 1 ≤ j ≤ `. Then, u2 is the

articulation vertex of a dangling 2-cycle C of Cj . Let u3 be the vertex of C other than u2. Then,

there is an open chain P in G2 whose endpoints are u1 and u3. Since e leaves u1 and e′ = (u2, u3)

is the unique edge entering u3, e′ has to be the rival of e whenever e is critical. However, by the

definition of criticalness, each critical edge and its rival should not be adjacent. So, e cannot be

critical. 2

Lemma 3.4 Fix a j with 1 ≤ j ≤ `. Suppose that an edge e of Cj is a critical dangling edge of

H. Let C be the dangling 2-cycle of Cj containing e. Let e′ be the rival of e. Then, the following

statements hold:

1. e′ is also an edge of Cj.

2. If e′ is also a dangling edge of H, then the primary cycle of Cj consists of the two bypass

edges corresponding to C and C ′, where C ′ is the dangling 2-cycle of Cj containing e′.

3. If e′ is not a dangling edge of H, then e′ is the edge in the primary cycle of Cj whose head is

the tail of the bypass edge corresponding to C.

Proof. Let u1 be the articulation vertex of C, and let u2 be the other vertex of C. Then, there

is an open chain P one of whose endpoints is u2. Let u3 be the other endpoint of P . We now prove

the statemetns separately as follows.

Statement 1. Note that u3 must be a vertex of Cj (indeed, (u3, u1) is a bypass edge of Cj).

By the definition of criticalness, the rival of e is an edge incident to u3. However, every edge of H

incident to u3 is in Cj . Thus, the rival of e must be in Cj whenever e is critical.

Statement 2. Suppose that e′ is also a dangling edge of H. Then, since e′ is incident to u3 (as

observed in the proof of Statement 1) and u3 appears in the primary cycle of Cj , u3 must be the
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articulation vertex of the dangling 2-cycle C ′ containing e′. Let u4 be the vertex of C ′ other than

u3. Then, by the definition of criticalness, there is an open chain in G2 whose endpoints are u4 and

u1. Now, (u1, u3) has to be the bypass edge corresponding to C ′. Recall that (u3, u1) is the bypass

edge corresponding to C. This completes the proof of Statement 2.

Statement 3. Suppose that e′ is not a dangling edge of H. Recall that e′ is incident to u3 and

(u3, u1) is a bypass edge of Cj . By Lemma 3.3, e′ cannot be (u3, u1). So, e′ has to be the edge in

the primary cycle of Cj entering u3. 2

Lemma 3.5 Fix a j with 1 ≤ j ≤ ` such that the primary cycle C of Cj contains no bypass edge.

Let u1, . . . , uk be a cyclic ordering of the vertices in C. Then, the following hold:

1. Suppose that there is a chain P in G2 whose endpoints appear in C but not consecutively (i.e.,

its endpoints are not connected by an edge of C). Then, at least one edge of C is safe.

2. Suppose that every edge of C is critical. Then, there is a unique Cj′ with j′ ∈ {1, . . . , `}−{j}
such that (1) the primary cycle C ′ of Cj′ has exactly k vertices and (2) the vertices of C ′ have

a cyclic ordering v1, . . . , vk such that for every 1 ≤ i ≤ k, ui and vk−i+1 are the endpoints

of some chain in G2. (See Figure 4.)

Proof. We prove the two statements separately as follows.

Statement 1. By the existence of P , we can find two vertices ui and uh in C with i < h such that

(1) neither (ui, uh) nor (uh, ui) is an edge of C, (2) there is a chain in G2 whose endpoints are ui

and uh, and (3) there is no chain in G2 whose endpoints both are in the set {ui+1, ui+2, . . . , uh−1}.
Obviously, (ui, ui+1) is safe.

Statement 2. Each vertex ui of C is an endpoint of a chain Pi in G2 or else the two edges

incident to ui would be safe. Moreover, P1 6= P2, P2 6= P3, . . . , Pk−1 6= Pk, and Pk 6= P1 because

we have applied the bypass operation on Cj . Furthermore, by Statement 1, there do not exist i

and h with 1 ≤ i 6= h ≤ k with Pi = Ph. Therefore, for every i ∈ {1, . . . , k}, the endpoint of Pi

other than ui is not in C.

For each i ∈ {1, . . . , k}, let vk−i+1 be the endpoint of Pi other than ui. Obviously, for each

i ∈ {1, . . . , k − 1}, (vk−i, vk−i+1) has to be an edge of H because (ui, ui+1) is a critical edge.

Similarly, (vk, v1) has to be an edge of H because (uk, u1) is a critical edge. So, v1, . . . , vk is a

cyclic ordering of the vertices of some cycle C ′ in H. Let j′ be the integer in {1, . . . , `} such that

C ′ is a cycle in Cj′ .

It remains to show that C ′ is not a dangling 2-cycle of Cj′ . For a contradiction, assume that C ′

is a dangling 2-cycle of Cj′ . Then, by Statement 1 in Lemma 3.4, j = j′ and C has to be the primary

cycle of Cj′ . Moreover, since C ′ is a 2-cycle, C is a 2-cycle, too. But then, {u1, u2} ∩ {v1, v2} 6= ∅,
because the articulation vertex of C ′ has to be a vertex of C. This contradicts the fact that for

each i ∈ {1, . . . , k}, the endpoint of Pi other than ui is not in C (as observed above). 2

Now we are ready to describe how to partition E(H) into three subsets each of which can be

added to G2 without destroying its 2-path-colorability. We use the three colors 0, 1, and 2 to

represent the three subsets, and want to assign each edge of E(H) a color in {0, 1, 2} so that the

following conditions are satisfied:

(C1) For every critical edge e of H, e and its rival receive different colors.
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(C2) For every dangling 2-cycle C of H, the two edges in C receive the same color.

(C3) If two adjacent edges of H receive the same color, then they form a 2-cycle of H.

To compute a coloring of the edges of H satisfying the above three conditions, we process C1,

. . . , C` in an arbitrary order. While processing Cj (1 ≤ j ≤ `), we color the edges of Cj by

distinguishing four cases as follows (where C denotes the primary cycle of Cj):

Case 1: C is a 2-cycle. Then, C contains either one or two bypass edges. In the former (re-

spectively, latter) case, we color the edges of Cj as shown in Figure 3(2) (respectively, Figure 3(1)).

Note that the colored edges satisfy Conditions (C1) through (C3) above.
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� �
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�

�

Figure 3: Coloring Cj when its primary cycle is a 2-cycle.

Case 2: Every edge of C is critical. Then, by Lemma 3.3, C contains no bypass edge. Let j′ be

the integer in {1, . . . , `}−{j} such that Cj′ satisfies the two conditions (1) and (2) in Statement 2 in

Lemma 3.5. Then, by Lemma 3.4 and Statement 2 in Lemma 3.5, neither Cj nor Cj′ has a bypass

edge or a dangling 2-cycle. So, the primary cycle of Cj (respectively, Cj′) is Cj (respectively, Cj′)

itself. We color the edges of Cj and Cj′ simultaneously as follows (see Figure 4). First, we choose

one edge e of Cj , color e with 2, and color the rival of e with 0. Note that the uncolored edges

of Cj form a path Q. Starting at one end of Q, we then color the edges of Q alternatively with

colors 0 and 1. Finally, for each uncolored edge e′ of Cj′ , we color it with the color h ∈ {1, 2} such

that the rival of e′ has been colored with h−1. Note that the colored edges satisfy Conditions (C1)

through (C3) above.

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

���

�����

Figure 4: Coloring Cj and Cj′ when all their edges are critical.

Case 3: Neither Case 1 nor Case 2 occurs and no edge of Cj is a critical dangling edge of H.

Then, by Lemma 3.3 and Statement 1 in Lemma 3.5, C contains at least one safe edge. Let e1,

. . . , ek be the edges of C, and assume that they appear in C cyclically in this order. Without loss

of generality, we may assume that e1 is a safe edge. We color e1 with 0, and then color the edges

e2, . . . , ek in this order as follows. Suppose that we have just colored ei with a color hi ∈ {0, 1, 2}
and we want to color ei+1 next, where 1 ≤ i ≤ k − 1. If ei+1 is a critical edge and its rival has
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been colored with (hi + 1) mod 3, then we color ei+1 with (hi + 2) mod 3; otherwise, we color ei+1

with (hi +1) mod 3. If ek is colored 0 at the end, then we change the color of e1 from 0 to the color

in {1, 2} that is not the color of e2. Now, we can further color each dangling 2-cycle C ′ of Cj with

the color in {0, 1, 2} that has not been used to color the two edges of C incident to the articulation

vertex of C ′. Note that the colored edges satisfy Conditions (C1) through (C3) above.

Case 4: Neither Case 1 nor Case 2 occurs and some edge of Cj is a critical dangling edge of

H. For each dangling edge e of H with e ∈ E(Cj), we define the partner of e to be the edge e′ of

C leaving the articulation vertex u of the dangling 2-cycle containing e, and define the mate of e

to be the bypass edge e′′ of Cj entering u (see Figure 6). We say that an edge e of Cj is bad if e is

a critical dangling edge of H and its partner is the rival of another critical dangling edge of H. If

Cj has a bad edge e, then Statement 3 in Lemma 3.4 ensures that Cj is as shown in Figure 5 and

can be colored as shown there without violating Conditions (C1) through (C3) above.
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Figure 5: Cj (formed by the one-way edges) and its coloring when it has a bad edge e.
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Figure 6: The rival, the mate, and the partner of a critical dangling edge e of H together with the

opponent of the partner of e.

So, suppose that Cj has no bad edge. We need one more definition (see Figure 6). Consider

a critical dangling edge e of H with e ∈ E(Cj). Let e′ and e′′ be the partner and the rival of e,

respectively. Let e′′′ be the edge of C entering the tail of e′′. Let P be the open chain in G2 whose

endpoints are the tails of e′ and e′′. We call e′′′ the opponent of e′. Note that e′ 6= e′′′ because the

endpoints of P are the tail of e′ and the head of e′′′. Moreover, if e′ is a critical edge of H, then the

rival of e′ has to be e′′′ because e is not bad and P exists. In other words, whenever an edge of C

has both its rival and its opponent, they must be the same. Similarly, if e′′′ is a critical edge of H,

then its rival has to be e′. Obviously, neither e′ nor E′′′ can be the rival or the mate of a critical

dangling edge of H (because Cj has no bad edge).

Now, let e1, . . . , eq be the edges of C none of which is the rival or the mate of a critical dangling

edge of Cj . We may assume that e1, . . . , eq appear in C ′ cyclically in this order. Without loss of

generality, we may further assume that e1 is the partner of a critical dangling edge of H. Then,

we color e1 with 0, and further color e2, . . . , eq in this order as follows. Suppose that we have just

colored ei with a color hi ∈ {0, 1, 2} and we want to color ei+1 next, where 1 ≤ i ≤ q − 1. If ei+1 is

a critical edge of H and its rival or opponent has been colored with (hi + 1) mod 3, then we color
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ei+1 with (hi +2) mod 3; otherwise, we color ei+1 with (hi +1) mod 3. Note that the colored edges

satisfy Conditions (C1) through (C3) above, because the head of eq is not the tail of e1.

We next show how to color the rival and the mate of each critical dangling edge of Cj . For each

critical dangling edge e of Cj , since its partner e′ and the opponent of e′ have been colored, we can

color the rival of e with the color of e′ and color the mate of e with a color in {0, 1, 2} that is not

the color of e′. Note that the colored edges satisfy Conditions (C1) through (C3) above, because

e′ and its opponent have different colors.

Finally, for each dangling 2-cycle D of Cj , we color the two edges of D with the color in {0, 1, 2}
that has not been used to color an edge incident to the articulation vertex of D. Note that the

colored edges satisfy Conditions (C1) through (C3) above, because the rival of each critical dangling

edge e of H has the same color as the partner of e does. This completes the coloring of Cj (and

hence H).

We next want to show how to use the coloring to find a large-weight tour in G. For each

i ∈ {0, 1, 2}, let Ei be the edges of H with color i. Without loss of generality, we may assume

that w(E0) ≥ max{w(E1), w(E2)}. Then, w(E0) ≥ 1
3W1,3 (see the beginning of this subsection for

W1,3). Consider the undirected graph U = (V (G), F1 ∪ F2), where F1 consists of all edges {v1, v2}
such that (v1, v2) or (v2, v1) is an edge in E0, and F2 consists of all edges {v3, v4} such that v3 and

v4 are the endpoints of an open chain in G2. We further assign a weight to each edge of F1 as

follows. We first initialize the weight of each edge of F1 to be 0. For each edge (v1, v2) ∈ E0, we then

add the weight of edge (v1, v2) to the weight of edge {v1, v2}. Note that for each i ∈ {1, 2}, each

connected component of the undirected graph (V (G), Fi) is a single vertex or a single edge because

of Condition (C3) above. So, each connected component of U is a path or a cycle. Moreover, each

cycle of U contains at least three edges of F1 because of Condition (C1) above. For eacy cycle D

of U , we mark exactly one edge {v1, v2} ∈ F1 in D whose weight is the lightest among all edges

{v1, v2} ∈ F1 in D. Let E3 be the set of all edges (v1, v2) ∈ E0 such that {v1, v2} is marked.

Then, w(E3) ≤ 1
3w(E0). Consider the directed graph G′

2 obtained from G2 by adding the edges of

E0 −E3. Obviously, w(G′
2) ≥ (W1,2 + W2,2) + 1

9W1,3. Moreover, G′
2 is a collection of partial chains

and hence is 2-path-colorable. So, we can partition the edges of G′
2 into two subsets E′

1 and E′
2 such

that both graphs (V (G), E′
1) and (V (G), E′

2) are subtours of G. The heavier one among the two

subtours can be completed to a tour of G of weight at least 1
2(W1,2 + W2,2) + 1

18W1,3 ≥ W2 + 1
9W3.

Combining this with Lemma 3.2, we now have:

Theorem 3.6 There is a polynomial-time approximation algorithm for AsymMaxTSP achieving

an approximation ratio of 27
35 .

4 New Algorithm for Metric SymMaxTSP

Throughout this section, fix an instance (G, w) of metric SymMaxTSP, where G is a complete

undirected graph with n vertices and w is a function mapping each edge e of G to a nonnegative

real number w(e). Because of the triangle inequality, the following fact holds (see [3] for a proof):

Fact 4.1 Suppose that P1, . . . , Pt are vertex-disjoint paths in G each containing at least one edge.

For each 1 ≤ i ≤ t, let ui and vi be the endpoints of Pi. Then, we can use some edges of G to connect

P1, . . . , Pt into a single cycle C in linear time such that w(C) ≥ ∑t
i=1 w(Pi) + 1

2

∑t
i=1 w({ui, vi}).
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Like Hassin and Rubinstein’s algorithm (H&R2-algorithm) for the problem, our algorithm com-

putes two tours T1 and T2 of G and outputs the one with the larger weight. The first two steps of

our algorithm are the same as those of H&R2-algorithm:

1. Compute a maximum-weight cycle cover C. Let C1, . . . , Cr be the cycles in G.

2. Compute a maximum-weight matching M in G.

Lemma 4.2 [3] In linear time, we can compute two disjoint subsets A1 and A2 of
⋃

1≤i≤r E(Ci)−M

satisfying the following conditions:

(a) For each j ∈ {1, 2}, each connected component of the graph (V (G),M ∪Aj) is a path of length

at least 1.

(b) For each j ∈ {1, 2} and each i ∈ {1, . . . , r}, |Aj ∩ E(Ci)| = 1.

For a technical reason, we will allow our algorithm to use only 1 random bit (so we can easily

derandomize it, although we omit the details). The third through the seventh steps of our algorithm

are as follows:

3. Compute two disjoint subsets A1 and A2 of
⋃

1≤i≤r E(Ci) − M satisfying the two conditions

in Lemma 4.2.

4. Choose A from A1 and A2 uniformly at random.

5. Obtain a collection of vertex-disjoint paths each of length at least 1 by deleting the edges in

A from C; and then connect these paths into a single (Hamiltonian) cycle T1 as described in

Fact 4.1.

6. Let S = {v ∈ V (G) | the degree of v in the graph (V,M ∪ A) is 1} and F = {{u, v} ⊆
E(G) | {u, v} ⊆ S}. Let H be the complete graph (S, F ). Let ` = 1

2 |S|. (Comment: |S| is

even, because of Condition (a) in Lemma 4.2.)

7. Let M ′ be the set of all edges {u, v} ∈ F such that some connected component of the graph

(V,M ∪ A) contains both u and v. (Comment: M ′ is a perfect matching of H because of

Condition (a) in Lemma 4.2.)

Lemma 4.3 [3] Let α = w(A1 ∪A2)/w(C). For a random variable X, let E [X] denote its expected

value. Then, E [w(F )] ≥ 1
4(1 − α)(2` − 1)w(C).

The next lemma shows that there cannot exist matchings of large weight in an edge-weighted

graph where the weights satisfy the triangle inequality:

Lemma 4.4 For every perfect matching N of H, w(N) ≤ w(F )/`.

Proof. Let the edges of N be {u1, u2}, {u3, u4}, . . . , {u2`−1, u2`}.
Case 1: ` is odd. For each odd number i with 1 ≤ i ≤ `, we assign the vertices ui+2, ui+3,

. . . , u`+i of H to the edge {ui, ui+1} of N . For each even number j with 1 ≤ j ≤ `, we assign the

vertices u1, u2, . . . , uj , u`+j+2, u`+j+3, . . . , u2` of H to the edge {u`+j , u`+j+1} of N . Note that
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each edge in N is assigned exactly `− 1 vertices of H. For each edge ei = {ui, ui+1} ∈ N and each

vertex uh assigned to ei, we then assign the two edges {ui, uh} and {ui+1, uh} of H to ei. Since

w({ui, uh}) + w({ui+1, uh}) ≥ w(ei) by the triangle inequality, the total weight of edges assigned

to each edge ei ∈ N is at least (`− 1)w(ei). Obviously, no edge of N is assigned to itself or another

edge of N . Moreover, a simple but crucial observation is that no edge of H is assigned to two or

more edges of N . Thus, w(F − N) ≥ (` − 1)w(N). Hence, w(N) ≤ w(F )/`.

Case 2: ` is even. Let N1 = {{u1, u2}, {u3, u4}, . . . , {un−1, un}} and N2 = N −N1. We assume

that w(N1) ≥ w(N2); the other case is similar. For each odd number i with 1 ≤ i ≤ ` − 1, we

assign the vertices ui+2, ui+3, . . . , u`+i+1 of H to the edge {ui, ui+1} of N , and assign the vertices

u1, u2, . . . , ui−1, u`+i+2, u`+i+3, . . . , u2` of H to the edge {u`+i, u`+i+1} of N . Note that each

edge in N1 (respectively, N2) is assigned exactly ` (respectively, ` − 2) vertices of H. For each

edge ei = {ui, ui+1} ∈ N and each vertex uh assigned to ei, we then assign the two edges {ui, uh}
and {ui+1, uh} of H to ei. Since w({ui, uh}) + w({ui+1, uh}) ≥ w(ei) by the triangle inequality,

the total weight of edges assigned to each edge ei ∈ N1 (respectively, ei ∈ N2) is at least `w(ei)

(respectively, (` − 2)w(ei)). Obviously, no edge of N is assigned to itself or another edge of N .

Moreover, a simple but crucial observation is that no edge of H is assigned to two or more edges

of N . Thus, w(F − N) ≥ `w(N1) + (` − 2)w(N2) ≥ (` − 1)w(N). Hence, w(N) ≤ w(F )/`. 2

The following is our main lemma and will be proved in Section 4.1:

Lemma 4.5 We can partition F −M ′ into 2`−2 perfect matchings M1, . . . , M2`−2 of H in linear

time satisfying the following condition:

• For every natural number q, there are at most q2 − q matchings Mi with 1 ≤ i ≤ 2` − 2 such

that the graph (S, M ′ ∪ Mi) has a cycle of length at most 2q.

Now, the eighth through the thirteenth steps of our algorithm are as follows:

8. Partition F −M ′ into 2`− 2 perfect matchings M1, . . . , M2`−2 of H in linear time satisfying

the condition in Lemma 4.5.

9. Let q = d 3
√

`e. Find a matching Mi with 1 ≤ i ≤ 2`−2 satisfying the following two conditions:

(a) The graph (S, M ′ ∪ Mi) has no cycle of length at most 2q.

(b) w(Mi) ≥ w(Mj) for all matchings Mj with 1 ≤ j ≤ 2`−2 such that the graph (S, M ′∪Mj)

has no cycle of length at most 2q.

10. Construct the graph G′
i = (V (G),M ∪ A ∪ Mi). (Comment: Mi ∩ (M ∪ A) = ∅ and each

connected component of G′
i is either a path, or a cycle of length 2q + 1 or more.)

11. For each cycle D in G′
i, mark exactly one edge e ∈ Mi ∩ E(D) such that w(e) ≤ w(e′) for all

e′ ∈ Mi ∩ E(D).

12. Obtain a collection of vertex-disjoint paths each of length at least 1 by deleting the marked

edges from G′
i; and then connect these paths into a single (Hamiltonian) cycle T2 as described

in Fact 4.1.

13. If w(T1) ≥ w(T2), output T1; otherwise, output T2.
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Theorem 4.6 There is an O(n3)-time approximation algorithm for metric SymMaxTSP achieving

an approximation ratio of 7
8 − O(1/ 3

√
n).

Proof. Let OPT be the maximum weight of a tour in G. It suffices to prove that max{E [w(T1)],

E [w(T2)]} ≥ (7
8 − O(1/ 3

√
n)OPT . By Fact 4.1, E [w(T1)] ≥ (1 − 1

2α + 1
4α)w(C) ≥ (1 − 1

4α)OPT .

We claim that |S| ≥ 1
3n. To see this, consider the graphs GM = (V (G),M) and GA =

(V (G),M ∪ A). Because the length of each cycle in C is at least 3, |A| ≤ 1
3n by Condition (b) in

Lemma 4.2. Moreover, since M is a matching of G, the degree of each vertex in GM is 0 or 1.

Furthermore, GA is obtained by adding the edges of A to GM . Since adding one edge of A to GM

increases the degrees of at most two vertices, there exist at least n− 2|A| ≥ 1
3n vertices of degree 0

or 1 in GA. So, by Condition (a) in Lemma 4.2, there are at least 1
3n vertices of degree 1 in GA.

This establishes that |S| ≥ 1
3n. Hence, ` ≥ 1

6n.

Now, let x be the number of matchings Mj with 1 ≤ j ≤ 2`−2 such that the graph (S, M ′∪Mi)

has a cycle of length at most 2q. Then, by Lemmas 4.4 and 4.5, the weight of the matching Mi

found in Step 9 is at least (1 − x+1
`

) · w(F ) · 1
2`−2−x

. So, w(Mi) ≥ 1
`
· (1 − `−1

2`−2−q2+q
) · w(F )

because x ≤ q2 − q. Let Ni be the set of edges of Mi marked in Step 11. Then, w(Mi − Ni) ≥
q

q+1 ·
`−q2+q−1

`(2`−2−q2+q)
·w(F ). Hence, by Lemma 4.3 and the inequality ` ≥ 1

6n, we have E [w(Mi−Ni)] ≥
1
4(1 − α)(1 − O(1/ 3

√
n)w(C).

Obviously, E [w(T2)] ≥ E [w(M ∪A)]+E [w(Mi−Ni)] ≥ (1
2 − 1

2n
)OPT + 1

2αw(C)+E [w(Mi−Ni)].

Hence, by the last inequality in the previous paragraph, E [w(T2)] ≥ (3
4 + 1

4α−O(1/ 3
√

n))OPT . Com-

bining this with the inequality E [w(T1)] ≥ (1 − 1
4α)OPT , we finally have E [max{w(T1), w(T2)}] ≥

(7
8 − O(1/ 3

√
n)OPT .

The running time of the algorithm is dominated by the O(n3) time needed for computing a

maximum-weight cycle cover and a maximum-weight matching. 2

As observed in [3], the subsets A1 and A2 in Lemma 4.2 can be computed in O(log3 n) time

using a linear number of processors. So, our algorithm for metric Max TSP is parallelizable because

maximum-weight cycle covers and maximum-weight matchings can be computed by fast parallel

algorithms [6, 8]. We omit the details here.

4.1 Partitioning into Perfect Matchings

Let the vertices of H be ∞, 0, 1, . . . , 2` − 2, and let the edges of M ′ be

{∞, 0}, {1, 2` − 2}, {2, 2` − 3}, . . . , {` − 1, `}.

Then, a folklore partitioning of F − M ′ into 2` − 2 perfect matchings M1, . . . , M2`−2 of H is as

follows:

M1 : {∞, 1}, {2, 0}, {3, 2` − 2}, . . . , {`, ` + 1}
M2 : {∞, 2}, {3, 1}, {4, 0}, . . . , {` + 1, ` + 2}

...

M2`−2 : {∞, 2` − 2}, {0, 2` − 3}, {1, 2` − 4}, . . . , {` − 2, ` − 1}.
For each integer j 6∈ {0, 1, . . . , 2` − 2}, we identify j with the vertex h of H such that h ≡

j (mod 2` − 1). Then, for each integer i ∈ {0, 1, . . . , 2` − 2}, Mi consists of edge {∞, i} and all
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edges {j,−j +2i} with j ∈ {0, 1, . . . , 2`−2}−{i}. Obviously, for each i ∈ {1, . . . , 2`−2}, the graph

Hi = (S, Mi ∪ M ′) is a collection of vertex-disjoint cycles; we call the cycle containing vertex ∞
the main cycle of Hi and denote it by Di. For two natural numbers x and y, let gcd(x, y) denote

the greatest common divisor of x and y, and let lcm(x, y) denote the least common multiple of x

and y.

Lemma 4.7 For each i ∈ {1, . . . , 2` − 2}, the length of Di is
(

2`−1
gcd(2`−1,i) + 1

)

.

Proof. Recall that for each integer i ∈ {0, 1, . . . , 2`−2}, Mi consists of edge {∞, i} and all edges

{j,−j + 2i} with j ∈ {0, 1, . . . , 2` − 2} − {i}. Fix an i ∈ {1, . . . , 2` − 2}. Let 2h be the length of

Di. Suppose that we traverse Di by starting at vertex ∞, then visiting i, and proceeding along

the cycle until reaching vertex 0. This traversal should give the following ordering of the vertices

of Di:

∞, i,−i, 3i,−3i, 5i, · · · ,−(2h − 3)i, (2h − 1)i

where (2h − 1)i ≡ 0 (mod 2` − 1) because vertex 0 is the last one in the traversal. Note that for

every odd x ∈ {1, 2, . . . , 2h − 1}, xi is a vertex of Di.

Since (2h − 1)i ≡ 0 (mod 2` − 1), (2h − 1)i is a common multiple of integers 2` − 1 and i, and

hence there exists an integer α ≥ 1 such that

(2h − 1)i = α lcm(2` − 1, i) =

(

α · 2` − 1

gcd(2` − 1, i)

)

i. (4.1)

The last equality follows from the fact that (2`−1) i = gcd(2`−1, i) lcm(2`−1, i). By Equation 4.1,

2h − 1 = α · 2`−1
gcd(2`−1,i) . Therefore, α is an odd integer because 2`−1

gcd(2`−1,i) is an integer and 2h − 1

is odd.

We claim that α = 1. For a contradiction, assume that α is an odd integer greater than 1.

Then, by Equation 4.1, (2h − 1)i − (α − 1) lcm(2` − 1, i) = lcm(2` − 1, i) and hence

2h − 1 − (α − 1) · 2` − 1

gcd(2` − 1, i)
=

lcm(2` − 1, i)

i
. (4.2)

Since α − 1 is a possitive even integer, the left side of Equation 4.2 is an odd integer less than

2h − 1. Moreover, recall that 2h − 1 = α · 2`−1
gcd(2`−1,i) . So, the left side of Equation 4.2 is a positive

odd integer less than 2h− 1. Hence, (2h− 1− (α− 1) · 2`−1
gcd(2`−1,i)) i is an integer in the subsequence

i, 3i, 5i, . . . , (2h − 3)i, and is a multiple of 2` − 1 by Equation 4.2. However, this implies that

vertex 0 of Di is in the subsequence i, 3i, 5i, . . . , (2h− 3)i, a contradiction. Thus, the claim holds.

By the claim, 2h − 1 = 2`−1
gcd(2`−1,i) and so the length of Di is 2h = 2`−1

gcd(2`−1,i) + 1. 2

Corollary 4.8 If gcd(2` − 1, i) = 1, then Di is a tour of Hi.

We next show that if Di is not a tour of Hi, then Di is the shortest cycle in Hi.

Lemma 4.9 Fix an i such that 1 ≤ i ≤ 2`− 2 and gcd(2`− 1, i) 6= 1. Then, each cycle of Hi other

than Di is of length 2(2`−1)
gcd(2`−1,i) .
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Proof. Fix a cycle D of Hi other than Di. Let 2h be the length of D. Consider an arbitrary

vertex j of D. As in the proof of Lemma 4.7, a traversal of D started at vertex j and ended at

vertex −j produces the following ordering of the vertices of D:

j,−j + 2i, j − 2i,−j + 4i, j − 4i,−j + 6i, . . . , j − 2(h − 1)i,−j + 2hi

where −j + 2hi ≡ −j (mod 2`− 1). Note that for every even x ∈ {2, 3, . . . , 2h}, −j + xi is a vertex

of D.

Since 2hi ≡ 0 (mod 2`−1), 2hi is a common multiple of integers 2`−1 and i, hence there exists

an integer α ≥ 1 such that

2hi = α lcm(2` − 1, i) =

(

α · 2` − 1

gcd(2` − 1, i)

)

i. (4.3)

By Equation 4.3, 2h = α · 2`−1
gcd(2`−1,i) . Therefore, α is an even integer.

We claim that α = 2. For a contradiction, assume that α is an even number greater than 2.

Then, by Equation 4.3, 2hi − (α − 2)lcm(2` − 1, i) = 2 lcm(2` − 1, i) and hence

2h − (α − 2) · 2` − 1

gcd(2` − 1, i)
=

2 lcm(2` − 1, i)

i
. (4.4)

Since α− 2 is a possitive even integer, the left side of Equation 4.4 is an even integer less than 2h.

Moreover, recall that 2h = α · 2`−1
gcd(2`−1,i) . So, the left side of Equation 4.4 is a positive even integer

less than 2h. Hence, −j + (2h − (α − 2) · 2`−1
gcd(2`−1,i)) i is an integer in the subsequence −j + 2i,

−j + 4i, . . . , −j + 2(h − 1)i, and is congruent to −j modulo 2` − 1 by Equation 4.4. However,

this implies that vertex −j of Di is in the subsequence −j + 2i, −j + 4i, . . . , −j + 2(h − 1)i, a

contradiction. Thus, the claim holds.

By the claim, 2h = 2(2`−1)
gcd(2`−1,i) and so the length of Di is 2h = 2(2`−1)

gcd(2`−1,i)
. 2

Corollary 4.10 For every i ∈ {1, 2, . . . , 2` − 2}, Di is the shortest cycle in Hi.

Proof. Fix an i ∈ {1, 2, . . . , 2`− 2}. If gcd(2`− 1, i) = 1, then Di is the unique cycle (and hence

the shortest cycle) in Hi by Corollary 4.8. Otherwise, by Lemmas 4.7 and 4.9, Di is shorter than

the other cycles in Hi. 2

Now, we are ready to prove Lemma 4.5:

Proof of Lemma 4.5: Fix a natural number q. By Corollary 4.10, it suffices to show that there

are at most q2 − q integers i ∈ {1, 2, . . . , 2` − 2} such that Di is of length at most 2q.

Consider a natural number p ≤ q. For each i ∈ {1, 2, . . . , 2` − 2}, if the length of Di is exactly

2p, then by Lemma 4.7, 2`−1
gcd(2`−1,i) + 1 = 2p and so

gcd(2` − 1, i) =
2` − 1

2p − 1
.

Since each integer i satisfying the above equality has to be a multiple of 2`−1
2p−1 , there can be at most

2p − 2 such integers in {1, 2, . . . , 2` − 2}.
Hence, there can be at most

∑q
p=1(2p − 2) = q2 − q integers i ∈ {1, 2, . . . , 2` − 2} such that Hi

has a cycle of length at most 2q. 2
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Energy-Optimal Online Algorithms for Broadcasting

in Wireless Networks

Shay Kutten∗, Hirotaka Ono†, David Peleg‡,

Kunihiko Sadakane†, and Masafumi Yamashita†

We consider problems related to the design of energy-efficient online message broadcasting

protocols in ad-hoc wireless networks. Recent developments in portable wireless devices

with limited power resources have led to considerable interest in problems involving the

construction of energy-efficient multicast trees in the network. Wireless devices can control

their transmission power in order to save power consumption whenever the distance to the

intended destination of the transmission is known. The attenuation of a signal with power

Ps is Pr = Ps

d(s,t)δ , where d(s, t) is the distance between hosts s and t, and δ ≥ 1 is the

distance-power gradient [3]. A message can be successfully decoded if Pr is no less than a

constant γ. Therefore the transmission range of a host s, namely, the maximum distance

to which a message can be successfully delivered from s, is (Ps/γ)1/δ . Power control also

has a positive effect on reducing the number of transmission collisions between nearby

senders.

The problem studied here concerns a single sender which has to transmit a message

to a given collection of receivers in an online setting, namely, when the hosts do not

know each other’s locations. The goal is to specify a protocol for the sender allowing it

to directly broadcast the message to the recipients and receive acknowledgements, while

minimizing the total transmission costs. By direct broadcast we mean that the sender is

required to transmit the message itself to every recipient, namely, multi-hop delivery is

not allowed. This restriction may be relevant in situations when the battery resources of

the receivers is severely limited and it is desired to minimize their transmissions, or when

when the reliability of the hosts is uncertain and only direct messages from the source

can be trusted.

Using varying levels of transmission power is important for energy-efficient communi-

cation. As far as the authors are aware, there has been no online algorithms with provable

worst-case guarantees for energy-efficient broadcasting in ad-hoc wireless networks.

The protocols proposed in this study are based on computing or estimating the dis-

tances from the sender host to the receiver hosts in an energy-efficient way. The most

∗Information Systems Group, Faculty of Industrial Engineering and Management, Technion, Haifa,
Israel. kutten@ie.technion.ac.il

†Department of Computer Science and Communication Engineering, Kyushu University, Fukuoka,
Japan. {ono,sada,mak}@csce.kyushu-u.ac.jp

‡Department of Computer Science and Applied Mathematics, The Weizmann Institute of Science,
Rehovot, Israel. david.peleg@weizmann.ac.il
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basic case is that of a single sender and a single receiver. The generic doubling protocol

employed by the sender is based on repeatedly transmitting the messages to increasingly

larger distances, until reaching the receiver. The behavior of this protocol depends on

the choice of the sequence of distances, and the problem is to determine them so as to

minimize the overall power consumption. If a specific probability distribution may be

assumed on the hosts, the algorithm can be optimized [4]. However we assume an online

setting in which no a priori information is given about the distance from the sender to

the receiver. Therefore the worst-case scenario should be considered. This motivation

leads us to apply a competitive analysis to the algorithm (cf. [2]). We compare the power

consumption of an algorithm with that of the optimal (infeasible) offline algorithm that

knows the distance d. We show that the optimal competitive ratio for this problem is

3/2+
√

2, i.e., there exists an online algorithm for the problem with this competitive ratio,

and no online algorithm has smaller competitive ratio. The problem is somewhat similar

to the famous cow path online problem [1], but setting the parameter of the algorithm is

not obvious.

Furthermore, we study the generalization of this problem where there is more than

one receiver. This is a propoer extension of the cow path problem. For this problem we

also propose a competitive online algorithm and prove its optimality. Interestingly, the

competitive ratio of the generalized problem is the same, namely, 3/2 +
√

2.
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The World Wide Web has evolved at a surprisingly high speed both in its size and in the
variety of its contents. There are several methods for mining communities, a set of related pages
or sites, on the Web using hyperlinks. Well-known examples of such methods include Kleinberg’s
HITS [4], trawling proposed by Kumar et al. [5], and the max-flow based method proposed by
Flake et al. [3]. These methods adopt a page-oriented framework, that is, it uses a page on the
Web as a unit of information. However, not a page but a site is frequently considered as a unit
of information in the Web.

In this talk, we introduce a site-oriented framework for mining communities and our imple-
mentation of the site-oriented framework; for the implementation, we propose a new model of
sites, called directory-based sites, and establish a method of identifying directory-based sites
from data of URLs and links. We explain why our site-oriented framework is more suitable
for mining communities than the page-oriented framework, by presenting several theoretical evi-
dences and the results of computational experiments using trawling, the max-flow based method,
and our new method which enumerates maximal cliques of mutual-links.

This talk is primarily based on the contents of the references [1] and [2].
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We consider the problem of assigning edge labels to a simple connected graph satisfying

the following three conditions: (1) Each edge has two integer labels, one for each end.

(2) For each vertex v of the graph, the labels around it are distinct and between 1 and

dv where dv is the degree of v. (3) There exists a cycle visiting all the vertices which

starts from an edge with label 1 around a vertex, and each time we arrive a vertex v

from an edge with label i, we go to the edge with label i + 1 (mod vd). This problem has

applications of efficient broadcasting in networks using less memory. We first show that

for any graph, there exists an assignment of labels satisfying the above conditions. Then

we consider lower and upper bounds of the length of cycles.

39
– 378 –



Distributing Distinct Integers Uniformly over a Square Matrix with
Application to Digital Halftoning

Boris Aronov1 Tetsuo Asano2, Sunseong Choe2, Shinya Hashima2, Yosuke Kikuchi3, Subhas C. Nandy4,
Shinji Sasahara5, Shao-Chin Sung2, and Takeaki Uno6

1 Polytechnic University, U.S.A.
2 School of Information Science, Japan JAIST,

3 ERATO QCI Project, Japan JST,
4 Indian Statistical Institute, India

5 Fuji Xerox Co., Ltd., Japan
6 National Institute of Informatics (NII), Japan

A semimagic square is an n � n matrix filled with the numbers 0 � � � � � n2 � 1 in such a way that the sum of the
numbers in each row and each column are the same. Magic squares and related classes of integer matrices have been
studied extensively.

In this talk we generalize the notion of a semimagic square by replacing the requirement that all row and column
sums be the same by the analogous requirement for all k � k contiguous square submatrices; we call such n � n
matrices zero k � k-discrepancy matrices of order

�
k � n � . Let � � k � n � be the set of all such matrices. In this talk we

show that � � k � n � is non-empty if k and n are both even, and empty if they are relatively prime. Further, we show by
an explicit construction that � � k � km ���	 /0 for any integers k � m 
 2.

It is known that it is impossible to achieve zero discrepancy when n is odd and k is 2, but it is not known how
small the discrepancy can be for such n and k. In this talk, we present a scheme for achieving a new discrepancy
bound 2n for the case. This is an improvement from the previous bound 4n.

Our investigation is motivated by an application described below, but intuitively we seek a matrix filled with
distinct integers in an as uniform a manner as possible. The analogous geometric problem of distributing n points
uniformly in a unit square has been studied extensively in the literature [2, 3]. Usually, a family of regions is intro-
duced to evaluate the uniformity of a point distribution. If the points of an n-point set P are uniformly distributed,
for any region R in the family the number of points in R should be close to 1

n area
�
R � , where 1

n is the point density
of P in the entire square. Thus, the discrepancy of P in a region R is defined as the difference between this value
and the actual number of points of P in R. The discrepancy of the point distribution P with respect to the family of
regions is defined by the maximum such difference, over all regions. In the context of digital halftoning, a family
of axis-parallel squares (contiguous square submatrices) over a matrix is appropriate for measuring the uniformity
since human eye perception is usually modeled using weighted sum of intensity levels with Gaussian coefficients
over square regions around each pixel [1]. Thus, the matrices discussed in this paper can be used as dither matrices
in which integers are arranged in an apparently random manner to be used as variable thresholds.
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for Pricing European-Asian Options

Akiyoshi Shioura (Tohoku University) Takeshi Tokuyama (Tohoku University)

We consider the pricing of European-Asian option which is a kind of path-dependent options. The

payoff of a European-Asian option is given as (A − X)+, where A is the average stock price during

the time from the purchase date to the expiration date of the option and X is the strike price. It is

known to be #P-hard in general to compute the exact price of path-dependent options on the binomial

tree model. Therefore, it is desired to design an efficient approximation algorithm with provable high

accuracy, and various pricing techniques have been developed so far.

A naive method for computing the exact price of European-Asian options, called the full-path

method, enumerates all paths in the binomial tree model. Unfortunately, the full-path method requires

exponential time since there are exponential number of paths in the binomial tree.

Aingworth, Motwani, and Oldham (AMO) (2000) proposed the first polynomial-time approxima-

tion algorithm with guaranteed worst-case error bound, which enables us to avoid the influence of

volatility to the theoretical error bound. The idea is to prune exponential number of high-payoff

paths by using mathematical formulae during the run of an aggregation algorithm based on dynamic

programming and bucketing. In each of n aggregation steps the algorithm produces the error bounded

by X/k, where k denotes the number of buckets used at each node of the binomial tree. Hence, the

error bound of the AMO algorithm is nX/k, and the algorithm runs in O(kn2) time.

The error bound is improved by Dai et al. (2002) and by Ohta et al. (2002). While the AMO

algorithm uses the same number of buckets at each node of the binomial tree, Dai et al. use different

number of buckets at each node. By adjusting the number of buckets at each node appropriately while

keeping the time complexity O(kn2), they achieved the error bound O(
√

nX/k), where k is the average

number of buckets used at each node. On the other hand, Ohta et al. use the idea of randomized

rounding in the aggregation steps of the algorithm, and achieves the error bound O(n1/4X/k).

In this talk, we further reduce the error bound by giving a randomized approximation algorithm

with an O(kn2) time complexity and an O(X/k) error bound. The error bound of our algorithm

is independent of the depth n of the binomial tree, although those of the AMO algorithm and its

previous variants are dependent on n. Our algorithm uses the ideas in Dai et al. (2002) and Ohta et

al. (2002). As in Ohta et al. (2002), we regard the aggregation steps of the algorithm as a Martingale

process with O(n2) random steps by using novel random variables. It can be shown that the expected

value of the output by our algorithm equals the exact price, and that the error in each single step

is bounded by a function of the number of buckets at a node of the binomial tree. Thus, we can

apply Azuma’s inequality to the Martingale process to obtain the error bound. If we choose k as the

number of buckets at each node, the algorithm coincides with the one by Ohta et al. To reduce the

error bound as much as possible, we adjust the number of buckets at each node and obtain the error

bound O(X/k), where k is the average number of buckets used at each node. Since the value X/k can

be seen as the “average” of the absolute error produced at each node of the binomial tree, the error

bound of our algorithm is the best possible within the framework of the AMO algorithm. We also

show the practical quality of the approximate value computed by our algorithm by some numerical

experiments.
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For indexing large external-memory (“on disk”) data, B-trees and their variants [1, 4] have been

the data structures of choice for over three decades, primarily because B-trees minimize the

number of disk-block accesses during a search. B-trees, however, are known to be empirically

suboptimal because they exploit data locality at only one level of granularity (typically disk

blocks), but not at courser or finer granularities.

Traditionally, external-memory algorithms have been analyzed in the so-called Disk Access

Machine (DAM) Model [6], an idealized two-level memory model in which all block transfers

have unit cost, the block size is B, and the main-memory size is M . The choice of B defines the

single granularity of data locality of such data structures. For example, a B-tree has a branching

factor of B, and thus performs O(logB N) memory transfers for queries and updates, which is

optimal within the DAM model. Although B is often thought of as a disk-block size, the DAM

model applies equally well to optimizing cache-misses, in which case B is taken to be the cache-

line size. The widespread use of B-trees suggests that the DAM model is used implicitly as a

simplifying approximation for writing memory-oriented code.

The cache-oblivious (CO) model [5] is a parameter-free alternative to the disk-access machine

(DAM) model. As with the DAM model, the objective is to minimize the number of data

transfers between two levels. However, unlike the DAM model, the parameters B, the block

size, and M , the main-memory size, are unknown to the coder or the algorithm. The main

idea of the CO model is that if it can be proved that some algorithm performs a nearly optimal

number of memory transfers in a two-level model with unknown parameters, then the algorithm

also performs a nearly optimal number of memory transfers on any unknown, multilevel memory

hierarchy. Thus, for example, an optimal Cache-oblivious B-trees [3] simultaneously optimizes

for both cache misses and page faults. Note, however, that CO algorithms are not self-adjusting.

Rather, they are optimized for every level of granularity throughout their execution without any

tuning.

Cache obliviousness has been considered a theoretical curiosity. The standard reasoning

is that one must loose some performance by ignoring memory parameters, though it has been
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shown that many problems can be solved with only a loss of a small constant compared to the

best cache-aware algorithm.

In this talk, we suggest the opposite. There are good reasons to believe that cache-oblivious

algorithms can outperform cache-aware algorithms. We show theoretical and experimental [2]

justification for this claim.
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Data Stream Algorithms and Applications
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In the data stream scenario, input arrives very rapidly and there is limited memory to

store the input. In the past few years, researchers in Theoretical Computer Science,

Databases, IP Networking and Computer Systems have developed new algorithms that

work within these space and time constraints. The methods rely on metric embeddings,

pseudo-random computations and sparse approximation theory. The applications include

IP network traffic analysis, mining text message streams for Homeland Security and pro-

cessing massive data sets in general.

I will present an overview of the principles, one or two key technical results and

discuss issues in building data stream systems that work at the speed of IP routers. I will

also discuss open problems. This talk is based on an updated version of the survey at

http://www.cs.rutgers.edu/~muthu/stream-1-1.ps
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Abduction is a fundamental mode of reasoning, which has applications in many areas of

AI and Computer Science. The computation of abductive explanations is an important

computational problem, which is at the core of early systems such as the ATMS and

Clause Management Systems, and is intimately related to prime implicate generation in

propositional logic. In this talk, we consider the problem of computing multiple expla-

nations, and in particular all explanations for an abductive query from a propositional

Horn theory. Our study pays particular attention to the form of the query, ranging from

a literal to a compound formula, to whether explanations are based on a set of abducible

literals, and to the representation of the Horn theory, either by a Horn CNF or model-

based in terms of its characteristic models. For all these combinations, we present either

tractability results in terms of polynomial total-time algorithms, intractability results in

terms of nonexistence of such algorithms (unless P=NP), or semi-tractability results in

terms of solvability in quasi-polynomial time, established by polynomial- time equivalence

to the problem of dualizing a monotone conjunctive normal form expression. Our results

complement previous results in the literature, and refute a longstanding conjecture by

Selman and Levesque. They elucidate the complexity of generating all abductive expla-

nations, and shed light on the related problems such as generating sets of restricted prime

implicates of a Horn theory. The algorithms for tractable cases can be readily applied

for generating a polynomial subset of explanations in polynomial time. (Joint work with

Thomas Eiter)
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How to Influence Noncooperative, Selfish Agents
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The societal value of a distribution of finite resources is frequently measured in terms of of

aggregate utility. Decisions, however, are frequently controlled by noncooperative agents

who try to maximize their own private utility. Papadimitriou coined the term “price of

anarchy” to refer to the ratio of social utility achieved by selfish agents versus the social

optimal.

In network routing games, the price of anarchy can be arbitrarily bad. We review

these results, and then describe some solutions to prevent this bad outcome. These

include charging users for network use; and managing a small portion of traffic wisely.

Some of these results carry over to more general congestion games.

46
– 385 –



Metric Labeling: Upper and Lower Bounds

Seffi Naor

Computer Science Dept., Technion

Haifa, Israel

The Metric Labeling problem is an elegant and powerful mathematical model capturing

a wide range of classification problems that arise in computer vision and related fields. In

a typical classification problem, one wishes to assign labels to a set of objects to optimize

some measure of the quality of the labeling. The metric labeling problem captures a

broad range of classification problems where the quality of a labeling depends on the

pairwise relations between the underlying set of objects, as described by a weighted graph.

Additionally, a metric distance function on the labels is defined, and for each label and

each vertex, an assignment cost is given. The goal is to find a minimum-cost assignment

of the vertices to the labels. The cost of the solution consists of two parts: the assignment

costs of the vertices and the separation costs of the edges (each edge pays its weight times

the distance between the two labels to which its endpoints are assigned). Note that if the

distance function d is not a metric, then determining whether a graph can be colored by

k colors is a special case of the labeling problem.

Metric labeling has many applications as well as rich connections to some well known

problems in combinatorial optimization. It is related to the quadratic assignment problem,

an extensively studied problem in Operations Research. A special case of metric labeling

is the 0-extension problem. There are no assignment costs in this problem, however, the

graph contains a set of terminals, t1, . . . , tk, where the label of terminal ti is fixed in

advance to i, and the non-terminals are free to be assigned to any of the labels. As in the

metric labeling problem, a metric is defined on the set of labels. Clearly, the 0-extension

problem generalizes the well-studied multi-way cut problem in which the metric on the

label set is the uniform metric.

In the talk I will discuss the rich body of work in approximation algorithms, as well as

lower bounds on approximability, that has been developed in recent years for the metric

labeling problem and its variants.
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Approximate distance oracles and

spanners with sublinear error terms

Speaker: Uri Zwick ∗

Abstract

Several years ago, Thorup and Zwick obtained the following result: Let G = (V, E) be an undirected
weighted graph with |V | = n and |E| = m. Let k ≥ 1 be an integer. Then, G = (V, E) can be
preprocessed in O(kmn1/k) expected time, constructing a data structure of size O(kn1+1/k), such that
any subsequent distance query can be answered, approximately, in O(k) time. The approximate distance
returned of stretch at most 2k − 1, i.e., it is at most 2k − 1 times the actual distance, and it is never
too small. A girth conjecture of Erdős implies that Ω(n1+1/k) space is needed in the worst case for
any stretch strictly smaller than 2k + 1. The space requirement of our algorithm is, hence, essentially
optimal.

We now show that the techniques used to construct approximate distance oracles mentioned above for
weighted graphs, can be used to obtain very simple constructions of spanners with sublinear error terms
for unweighted graphs. These constructions extend, improve and simplify results of Elkin, Elkin and
Peleg, and Bollobás, Coppersmith and Elkin.

More specifically, we show that for any integer k > 1, any undirected and unweighted graph G = (V, E)
on n vertices has a subgraph G′ = (V, E′) with O(kn1+1/k) edges such that for any two vertices u, v ∈ V ,
if dG(u, v) = d, then dG′(u, v) = d + O(d1−1/(k−1)). (Here, dG(u, v) is the distance from u to v in G.)

We also show that there is a weighted graph G′′ = (V, E′′) with O(kn1+1/(2k+1
−1)) edges such that for

every u, v ∈ V , if dG(u, v) = d, then d ≤ dG′′(u, v) = d + O(d1−1/(k−1)). The interesting feature of these
new spanners is that the relative error decreases with the distance.

Joint work with Mikkel Thorup.

∗School of Computer Science, Tel Aviv University, Tel Aviv 69978, Israel. E-mail: zwick@cs.tau.ac.il.
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Connectivity and information transfer

in social networks

Richard Cole

New York University

Due in part to the growth of the Internet and the World Wide Web, the last 5-10 years has

seen the emergence of a new style of question in computer science. There are descriptive

questions; for example, what is the form of the Internet graph? There are explanatory

questions; why does it work?

This genre of questions and explanations is by no means limited to the Internet.

The widely known notion of “six degrees of separation” arose as a result of the following

experiment. People in Nebraska were asked to mail letters to recipients in Massachusetts,

by using intermediaries they knew, these intermediaries being asked to behave in the same

way. Not only did a high proportion of the letters arrive, they did so by short routes of six

or fewer edges. The question, of course, is why did this work? Kleinberg addressed this by

demonstrating a class of augmented grid graphs which exhibited analogous behavior. Not

only did his graphs have short paths between pairs of nodes, such short paths could be

found by local decisions, at least with high probability. A striking feature of his routing

algorithm is its simplicity.

In an analogous vein, one can ask what are the procedures that drive price adjust-

ment in markets for goods? This was formalized long ago by economists as the problem

of finding market equilibria. An early solution approach, called tatonnement, proposed

the natural procedure of reducing prices of goods with insufficient demand and increasing

those of goods with excess demand. Over fifty years ago, this was formalized as a dif-

ferential equation, which was shown to converge to equilibrium at least when the Gross

Substitutes property applied. Recently, polynomial time algorithms for finding approxi-

mate market equilibria have been found. While encouraging, these algorithms do not seem

to indicate why markets might tend to be equilibrium (of course, sometimes they may

not). This would appear to call for non-centralized, indeed highly distributed algorithms.

Are there such algorithms?

This talk will have more questions than answers.
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Approximation Algorithms for Network Problems

Susanne Albers
University of Freiburg

Germany

In this presentation we study various algorithmic problems that arise in large networks and design approximate
solutions to them.

Buffer management in network switches: In the first part of the talk we investigate a basic buffer management
problem. Consider a network switch with � input ports, each of which is equipped with a buffer (queue) of
limited capacity. Data packets arrive online and can be stored in the buffers if space permits; otherwise packet
loss occurs. In each time step the switch can transmit one packet from one of the buffers to the output port.
The goal is to maximize the number of transmitted packets. We settle the competitive performance of the entire
family of greedy strategies, which always serve the longest queue. We prove that greedy algorithms are not
better than 2-competitive no matter how ties are broken. We then present the first deterministic online algorithm
that is better than 2-competitive. We develop a modified greedy algorithm, called Semi-Greedy, and prove that
it achieves a competitive ratio of

� ��������� 	 
��
. Additionally we study scenarios where online algorithms are

granted additional resources in terms of extra memory or higher transmission rates.

Web caching with request reorderung: In the second part of the presentation we study web caching with
request reordering. The goal is to maintain a cache of web documents so that a sequence of requests can
be served at low cost. To improve cache hit rates, a limited reordering of requests is allowed. We present a
deterministic online algorithm that achieves an optimal competitiveness, for the most general cost model and
all cache sizes. We then investigate the offline problem, which is NP-hard in general. We develop the first
polynomial time algorithms that can manage arbitrary cache sizes. Our strategies achieve small constant factor
approximation ratios. The algorithms are based on a general technique that reduces web caching with request
reordering to a problem of computing batched service schedules.

The price of anarchy in network design: In the third part of the talk we study a network design problem in
which � selfish agents have to build a network so that the resulting graph is connected. The cost of an agent
consists of (a) its edge building cost and (b) its connection cost. An agent pays a non-negative cost of � for
each edge it builds. The connection cost is the sum of the shortest path distances to other agents. We consider
Nash equilibria for this game and analyze the price of anarchy, which is the worst-case ratio of the cost of any
equilibrium to the cost of the best equilibrium. We show that, for large ranges of � , the price of anarchy is
constant. We also prove that, in any case, the price of anarchy is bounded by �� ��� � � � , improving the previous
best bound of �� ��� . Additionally we develop structural properties of weak Nash equilibria and study the effect
of cost sharing where agent can split the cost of building edges.
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Generalized linear programming

Jǐŕı Matoušek

Charles University, Prague

Linear programming is concerned with optimizing linear functions over convex polytopes.

Attempts to analyze the running time of the simplex method, as well as other motivations,

have led to the notion of abstract objective functions on convex polytopes, which are linear

orderings of the vertices that share some simple propeties of orderings induced by generic

linear functions. Several other axiomatic frameworks generalizing linear programming

have been introduced as well. In addition to linear programming they encompass many

other important geometric optimization problems. Some of the algorithms for linear

programming can be expressed and analyzed in these frameworks.

The talk is meant as an introduction to the concepts mentioned above, and on the

more technical side, it will outline a recent result of Szabó and the speaker on bad worst-

case performance of the simplex method with a certain randomized pivot rule on cubes

with abstract objective functions.

54
– 393 –



My Favorite Ten Complexity Theorems of the

Past Decade II

Lance Fortnow

University of Chicago

At the end of 1994 I presented my favorite ten theorems from the previous

decade [1] and using them as a platform to survey the research in many areas

of computational complexity during that time.

Ten years later I will present a new list of my favorite ten theorems

from the decade since the original list. Once again we will use the list as

a starting point to survey recent research in computational complexity. We

will cover many topics including derandomization, probabilistically checkable

proofs, coding theory, quantum computing and some algorithms results with

complexity implications.

References

[1] L. Fortnow. My favorite ten complexity theorems of the past decade. In

Proceedings of the 14th Conference on the Foundations of Software Tech-

nology and Theoretical Computer Science, volume 880 of Lecture Notes in

Computer Science, pages 256–275. Springer, Berlin, 1994. Invited lecture.
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Some Heuristic Analysis of

Average Behavior of Local Search Algorithms

— Short Abstract —

Osamu Watanabe∗

Dept. of Math. and Computing Sciences, Tokyo Institute of Technology

(watanabe@is.titech.ac.jp)

It has been known that local search algorithms (even simple ones) sometimes work rea-

sonably well on average for solving NP-hard problems. Unfortunately, however, due to

the difficulty of investigating the (randomized) execution of a given algorithm on random

instances, our theoretical analysis on average behavior of such local search algorithms has

been limited. For obtaining better understanding of local search algorithms and their

average behavior, we proposed [1] the following heuristic approach: First consider some

relatively simple Markov process simulating algorithm’s execution, and then analyze this

simple Markov process.

In this talk, we consider the following variation of 3SAT problem.

3-CNF-SAT (from some nice initial assignment)

Input. A 3-CNF formula F on n variables and an initial assignment a.

Task. Find a sat. assignment for F .

Promise. F is satisfiable with some sat. assignment

whose Ham. distance from a is pn for some p > 0.

We also consider 3-⊕-SAT, which is defined in the same way except that each clause of

F consisits of the parity of three literals.

For these problems, we analyze variations of local search algorithms by our approach,

and discuss how small algorithmic changes affect their average performance.

[1] O. Watanabe, T. Sawai, and H. Takahashi, Analysis of a randomized local search

algorithm for LDPCC decoding problem, in Proc. SAGA’03, Lecture Notes in Comp. Sci.

2827,50–60, 2003.

∗Supported in part by a Grant-in-Aid for Scientific Research on Priority Areas “Statical-Mechanical

Approach to Probabilistic Information Processing” 2002-2005.
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Faster and More Sensitive 

Homology Search

I will present one simple idea 

which is directly benefiting thousands of people daily

A gigantic gold mine

The trend of genetic data growth

400 Eukaryote genome projects underway

GenBank doubles every 18 months 

Comparative genomics all-against-all search
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in year 2005

Comparing to internet search

Internet search
Size limit: 5 billion people x homepage size
Supercomputing power used: ½ million CPU-hours/day

Query frequency: Google --- 112 million/day
Query type: exact keyword search --- easy to do

Homology search
Size limit: 5 billion people x 3 billion basepairs + 
millions of species x billion bases
10% (?) of world�s supercomputing power
Query frequency: NCBI BLAST -- 150,000/day, 
15% increase/month
Query type: approximate search --- topics today

Tremendous Cost

Bioinformatics Companies living on BLAST:
Paracel (Celera)

TimeLogic

TurboGenomics (TurboWorx)

NSF, NIH, pharmaceuticals proudly support many 
supercomputing centers for homology search

However: hardware become obsolete in 2-3 years. 
Software solution is indispensable.

Outline

What is homology search

A simple (but profound) idea

Its theory

Its practical success
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What is homology search

Given two DNA sequences, find all local 
similar regions, using �edit distance�
(match=1, mismatch=-1, gapopen=-5, gapext=-1).

Example. Input:

E. coli genome: 5 million base pairs

H. influenza genome: 1.8 million base pairs

Output: all local alignments.

Time Flies

Dynamic programming (1970-1980) 

Human vs mouse genomes: 104 CPU-years 

BLAST, FASTA heuristics (1980-1990)

Human vs mouse genomes: 19 CPU-years

BLAST paper was referenced 100000 times

PatternHunter

Human vs mouse genomes: 20 CPU-days

Outline

What is homology search

A simple (but profound) idea

Its theory

Its practical success

BLAST Algorithm & Example

Find seeded matches of 11 base pairs
Extend each match to right and left, until the 
scores drop too much, to form an alignment
Report all local alignments

Example:

AGCGATGTCACGCGCCCGTATTTCCGTA

TCGGATCTCACGCGCCCGGCTTACCGTG

|  |  |  |  |  |  |  |  |  |  | |  |    |  |  | ||  |  |

G

x

0 0 0 1  1  1  0 1 1  1  1 1  1  1  1  1 1  1 0 0 1 1 0 1  1 1  1 0

BLAST Dilemma:
If you want to speed up, have to use a 
longer seed. However, we now face a 
dilemma: 

increasing seed size speeds up, but loses 
sensitivity; 

decreasing seed size gains sensitivity, but 
loses speed.

How do we increase sensitivity & speed 
simultaneously? For 20 years, many 
tried: suffix tree, better programming ..

New Idea: Spaced Seed

Spaced Seed: nonconsecutive matches and 
optimize match positions.

Represent BLAST seed by 11111111111

Spaced seed: 111*1**1*1**11*111

1 means a required match

* means �don�t care� position

This seemingly simple change makes a huge 
difference: significantly increases hit to 
homologous region while reducing bad hits.
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Sensitivity: PH weight 11 seed vs BLAST 11 & 10

Outline

What is homology search

A simple (but profound) idea

Its theory

Its practical success

Formalize

Given i.i.d. sequence (homology region) 
with Pr(1)=p and Pr(0)=1-p for each bit:

1100111011101101011101101011111011101

Which seed is more likely to hit this region:
BLAST seed:  11111111111

Spaced seed: 111*1**1*1**11*111

111*1**1*1**11*111

Expect Less, Get More

Lemma: The expected number of hits of a 
weight W length M seed model within a 
length L region with homology level p is 

(L-M+1)pW

Proof. E(#hits) = i=1 � L-M+1 pW

Example: In a region of length 64 with p=0.7 
Pr(BLAST seed hits)=0.3
E(# of hits by BLAST seed)=1.07
Pr(optimal spaced seed hits)=0.466,  50% more
E(# of hits by spaced seed)=0.93,     14% less

Why Is Spaced Seed Better?
A wrong, but intuitive, proof: seed s, interval I, similarity p

E(#hits) = Pr(s hits) E(#hits | s hits)

Thus: 

Pr(s hits) =  Lpw / E(#hits | s hits)

For optimized spaced seed, E(#hits | s hits)

111*1**1*1**11*111         Non overlap   Prob

111*1**1*1**11*111               6            p6

111*1**1*1**11*111             6            p6

111*1**1*1**11*111           6            p6

111*1**1*1**11*111         7            p7

�..

For spaced seed: the divisor is 1+p6+p6+p6+p7+ �

For BLAST seed: the divisor is bigger: 1+ p + p2 + p3 + �

Complexity of finding the optimal 
spaced seed (Li, Ma, manuscript)

Theorem 1. Given a seed and it is NP-hard to find its 
sensitivity, even in a uniform region.

Theorem 2. The sensitivity of a given seed can be 
efficiently approximated with arbitrary accuracy, 
with high probability.

Theorem 3. Optimal seeds can be found in 
exponential time deterministically. Near optimal 
seed can be found in O(nlogn) time probabilistically.
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Computing Spaced Seeds
(Keich, Li, Ma, Tromp, Discrete Appl. Math)

Let f(i,b) be the probability that seed s hits the 
length i prefix of R that ends with b.

Thus, if s matches b, then
f(i,b) = 1,

otherwise we have the recursive relationship:
f(i,b)= (1-p)f(i-1,0b') + pf(i-1,1b')

where b' is b deleting the last bit. 
Then the probability of s hitting R is 

|b|=M Prob(b) f(L-M,b)

Prior Literature

Random or multiple spaced q-grams 
were used in the following work:

FLASH by Califano & Rigoutsos

Multiple filtration by Pevzner & Waterman

LSH of Buhler

Praparata et al

Outline

What is homology search

A simple (but profound) idea

Its theory

Its practical success

PatternHunter
(Ma, Tromp, Li: Bioinformatics, 18:3, 2002, 440-445)

PH used optimal spaced seeds, novel 
usage of data structures: red-black 
tree, queues, stacks, hashtables, new 
gapped alignment algorithm. 

Written in Java.

Used in Mouse Genome Consortium 
(Nature, Dec. 5, 2002), as well as in 
hundreds of institutions and industry.

Comparison with BLAST
On Pentium III 700MH, 1GB

BLAST    PatternHunter

E.coli vs H.inf 716s 14s/68M
Arabidopsis 2 vs 4                       -- 498s/280M
Human 21 vs 22                          -- 5250s/417M
Human(3G) vs Mouse(x3=9G)*  19 years    20 days

All with filter off and identical parameters

16M reads of Mouse genome against Human genome for MIT 
Whitehead. Best BLAST program takes 19 years at the same 
sensitivity

Quality Comparison:
x-axis: alignment rank
y-axis: alignment score
both axes in logarithmic scale

A. thaliana chr 2 vs 4
E. Coli  vs H. influenza
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Genome Alignment by PatternHunter (4 seconds) PattternHunter II: 
-- Smith-Waterman Sensitivity, BLAST Speed
(Li, Ma, Kisman, Tromp, J. Bioinfo Comput. Biol. 2004)

The biggest problem for BLAST was low sensitivity 
(and low speed). Massive parallel machines are built 
to do S-W exhaustive dynamic programming.

Spaced seeds give PH a unique opportunity of using 
several optimal seeds to achieve optimal sensitivity, 
this was not possible by BLAST technology.

We have designed PH II, with multiple optimal seeds. 

PH II approaches Smith-Waterman sensitivity, and 
3000 times faster.

Experiment: 29715 mouse EST, 4407 human EST.

Sensitivity Comparison with Smith-Waterman (at 100%)
The thick dashed curve is the sensitivity of BLAST, seed weight 11.  
From low to high, the solid curves are the sensitivity of PH II using 
1, 2, 4, 8 weight 11 coding region seeds, and the thin dashed curves 
are the sensitivity 1, 2, 4, 8 weight 11 general purpose seeds, respectively

Speed Comparison with Smith-Waterman

Smith-Waterman (SSearch): 20 CPU-
days.

PatternHunter II with 4 seeds: 475 
CPU-seconds. 3638 times faster than 
Smith-Waterman dynamic programming 
at the same sensitivity.
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Translated PatternHunter

Has all the functionalities of

Blastp

tBlastx � with gapped alignments

tBlastn, Blastx � with gapped alignments

More sensitive and faster � new 
algorithm replacing 6-frame translation

Alignment comparison: tBLASTx vs tPH
tPH:         253 seconds
tBLASTx:   807 seconds
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Old field, new trend

Research trend
Over 30 papers on spaced seeds have appeared 
since our original paper, in 2 years.
Many more have used PH in their work.
Most modern alignment programs (including 
BLAST) have now adopted spaced seeds
Spaced seeds are serving thousands of users/day

PatternHunter direct users
Pharmaceutical/biotech firms.
Mouse Genome Consortium, Nature, Dec. 5, 2002.
Hundreds of academic institutions.

Running PH
Available at: www.BioinformaticsSolutions.com

Java �Xmx512m �jar ph.jar �i query.fna �j subject.fna �o out.txt

-Xmx512m --- for large files
-j missing: query.fna self-comparison
-db: multiple sequence input, 0,1,2,3 (no, query, subject, both)
-W: seed weight
-G: open gap penalty (default 5)
-E: gap extension (default 1)
-q: mismatch penalty (default 1)
-r: reward for match (default 1)
-model: specify model in binary
-H: hits before extension
-P: show progress
-multi 4: use 4 seeds

Conclusion

Best ideas are simple ones. I hope I have 
presented one such idea today.

Open questions: 

Polynomial time probabilistic algorithm for 
finding (near) optimal seed, multiple seeds.

Tighter bounds on why spaced seeds are 
better.

Applications to other areas.
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Conclusion � continued 

Another simple idea applied to data mining: from 
irreversibly computing 1 bit requires 1kT energy 
(von Neumann, Landauer), we derived shared information 
d(x,y) between x,y, to classify

Species & genomes, Li et al, in Bioinformatics, 2001
Chain letters, Bennett, Li, Ma, Scientific American, 2003
Languages, Benedeto,Caglioti,Loreto, Phy. Rev. Let.�02
Music, Cilibrasi, Vitanyi, de Wolf, New Scientist, 2003
Time series/anomaly detection, Keogh, Lonardi, 
Ratanamahatana, KDD�04. They compared d(x,y) with 
51 methods/measures from SIGKDD, SIGMOD, ICDM, 
ICDE, SSDB, VLDB, PKDD, PAKDD and concluded our 
method the simplest & best --- Keogh tutorial ICDM�04.

PH 2-hit sensitivity vs BLAST 11, 12 1-hit

Natura enim simplex est,

et rerum causis superfluis non luxuriat.

I. Newton
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OutlineOutline

Motivation: The cable company problemMotivation: The cable company problem

Model and literature reviewModel and literature review

Solution to the cable company problemSolution to the cable company problem

General covering problemGeneral covering problem

Scenario dependent cost modelScenario dependent cost model
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The cable company problemThe cable company problem

Cable company plans Cable company plans 
to enter a new areato enter a new area

Currently, low Currently, low 
populationpopulation

Wants to install cable Wants to install cable 
infrastructure in infrastructure in 
anticipation of future anticipation of future 
demanddemand
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The cable company problemThe cable company problem

Future demand Future demand 
unknown, yet cable unknown, yet cable 
company needs to company needs to 
build nowbuild now

Where should cable Where should cable 
company install company install 
cables?cables?
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The cable company problemThe cable company problem

Future demand Future demand 
unknown, yet cable unknown, yet cable 
company needs to company needs to 
build nowbuild now

Where should cable Where should cable 
company install company install 
cables?cables?
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The cable company problemThe cable company problem

Future demand Future demand 
unknown, yet cable unknown, yet cable 
company needs to company needs to 
build nowbuild now

Where should cable Where should cable 
company install company install 
cables?cables?
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The cable company problemThe cable company problem

Future demand Future demand 
unknown, yet cable unknown, yet cable 
company needs to company needs to 
build nowbuild now

Where should cable Where should cable 
company install company install 
cables?cables?
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The cable company problemThe cable company problem

Future demand Future demand 
unknown, yet cable unknown, yet cable 
company needs to company needs to 
build nowbuild now

ForecastsForecasts of possible of possible 
future demands existfuture demands exist

Where should cable Where should cable 
company install company install 
cables?cables?

KenanKenan--Flagler, 1/26/04Flagler, 1/26/04 Boosted SamplingBoosted Sampling 99

The cable company problemThe cable company problem

Future demand Future demand 
unknown, yet cable unknown, yet cable 
company needs to company needs to 
build nowbuild now

ForecastsForecasts of possible of possible 
future demands existfuture demands exist

Where should cable Where should cable 
company install company install 
cables?cables?
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The cable company problemThe cable company problem

Future demand Future demand 
unknown, yet cable unknown, yet cable 
company needs to company needs to 
build nowbuild now

ForecastsForecasts of possible of possible 
future demands existfuture demands exist

Where should cable Where should cable 
company install company install 
cables?cables?
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The cable company problemThe cable company problem

Future demand Future demand 
unknown, yet cable unknown, yet cable 
company needs to company needs to 
build nowbuild now

Forecasts Forecasts of possible of possible 
future demands existfuture demands exist

Where should cable Where should cable 
company install company install 
cables?cables?
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The cable company problemThe cable company problem

cable company wants cable company wants 
to use demand to use demand 
forecasts, toforecasts, to

MinimizeMinimize

TodayToday��s install. costss install. costs

+ Expected future costs+ Expected future costs
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OutlineOutline

Motivation: The cable company problemMotivation: The cable company problem

Model and literature reviewModel and literature review

Solution to the cable company problemSolution to the cable company problem

General covering problemGeneral covering problem

Scenario dependent cost model Scenario dependent cost model 
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Stochastic optimizationStochastic optimization

Classical optimization assumed Classical optimization assumed 
deterministic inputsdeterministic inputs
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Stochastic optimizationStochastic optimization

Classical optimization assumed Classical optimization assumed 
deterministic inputsdeterministic inputs

Need for modeling Need for modeling data uncertaintydata uncertainty
quickly realized [quickly realized [DantzigDantzig ��55, Beale 55, Beale ��61]61]
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Stochastic optimizationStochastic optimization

Classical optimization assumes Classical optimization assumes 
deterministic inputsdeterministic inputs

Need for modeling data uncertainty Need for modeling data uncertainty 
quickly realized [quickly realized [DantzigDantzig ��55, Beale 55, Beale ��61]61]

[[BirgeBirge, , LouveauxLouveaux ��97, Klein 97, Klein HaneveldHaneveld, van , van 
derder VlerkVlerk ��99]99]
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ModelModel

TwoTwo--stage stochastic opt. with recoursestage stochastic opt. with recourse
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ModelModel

TwoTwo--stagestage stochastic opt. with recoursestochastic opt. with recourse

Two stages of decision making, with Two stages of decision making, with 
limited information in first stagelimited information in first stage
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ModelModel

TwoTwo--stage stage stochastic opt.stochastic opt. with recoursewith recourse

Two stages of decision makingTwo stages of decision making

Probability distribution governing secondProbability distribution governing second--
stage data and costs given in 1st stagestage data and costs given in 1st stage
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ModelModel

TwoTwo--stage stochastic opt. with stage stochastic opt. with recourserecourse

Two stages of decision makingTwo stages of decision making

Probability dist. governing data and costsProbability dist. governing data and costs

Solution can always be made feasible in Solution can always be made feasible in 
second stagesecond stage
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Mathematical modelMathematical model

: probability space of 2: probability space of 2ndnd stage datastage data
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Mathematical modelMathematical model

: probability space of 2: probability space of 2ndnd stage datastage data

Extensive form: Enumerate over all Extensive form: Enumerate over all 
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Scenario modelsScenario models

Enumerating over all Enumerating over all may lead to may lead to 
very large problem sizevery large problem size

Enumeration (or even approximation) Enumeration (or even approximation) may may 
not be possiblenot be possible for continuous domainsfor continuous domains
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New model: Sampling AccessNew model: Sampling Access

��Black boxBlack box�� available which generates a available which generates a 
sample sample of 2of 2ndnd stage data with stage data with samesame
distributiondistribution as actual 2as actual 2ndnd stagestage

Bare minimum requirement on model of Bare minimum requirement on model of 
stochastic processstochastic process
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Computational complexityComputational complexity

Stochastic optimization problems solved Stochastic optimization problems solved 
using Mixed Integer Program formulationsusing Mixed Integer Program formulations

Solution times prohibitiveSolution times prohibitive

NPNP--hardnesshardness inherentinherent toto problemproblem, not , not 
formulation: E.g., 2formulation: E.g., 2--stage stochastic stage stochastic 
versions of MST, Shortest paths are NPversions of MST, Shortest paths are NP--
hard.hard.
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Our goalOur goal

Approximation algorithm using sampling Approximation algorithm using sampling 
accessaccess

cable company problem cable company problem 

General model General model �� extensions to other problemsextensions to other problems
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Our goalOur goal

Approximation algorithm using sampling Approximation algorithm using sampling 
accessaccess

cable company problem cable company problem 

(General model (General model �� extensions to other extensions to other 
problems)problems)

ConsequencesConsequences

Provable guarantees on solution qualityProvable guarantees on solution quality

Minimal requirements of stochastic processMinimal requirements of stochastic process
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Previous workPrevious work
Scheduling with stochastic dataScheduling with stochastic data

Substantial work on exact algorithms [Substantial work on exact algorithms [PinedoPinedo ��95]95]

Some recent approximation algorithms [Some recent approximation algorithms [GoelGoel, , 
IndykIndyk ��99; 99; MMööhringhring, Schulz, , Schulz, UetzUetz ��99]99]

Approximation algorithms for stochastic modelsApproximation algorithms for stochastic models
Resource provisioning with polynomial scenarios [Dye, Resource provisioning with polynomial scenarios [Dye, 
StougieStougie, , TomasgardTomasgard NavNav. Res. . Res. QtrlyQtrly ��03]03]

��MaybecastMaybecast�� Steiner tree: Steiner tree: OO(log(log nn) approximation ) approximation 
when terminals activate independently [when terminals activate independently [ImmorlicaImmorlica, , 
KargerKarger, , MinkoffMinkoff, , MirrokniMirrokni ��04] 04] 
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Our workOur work

Approximation algorithms for twoApproximation algorithms for two--stage stochastic stage stochastic 
combinatorial optimizationcombinatorial optimization

Polynomial Scenarios model, several problems using LP rounding, Polynomial Scenarios model, several problems using LP rounding, 
incl. Vertex Cover, Facility Location, Shortest paths [R., incl. Vertex Cover, Facility Location, Shortest paths [R., SinhaSinha, , 
July July ��03, appeared IPCO 03, appeared IPCO ��04]04]
BlackBlack--box model: Boosted sampling algorithm for  covering box model: Boosted sampling algorithm for  covering 
problems with problems with subadditivitysubadditivity �� general approximation algorithm general approximation algorithm 
[Gupta, Pal, R., [Gupta, Pal, R., SinhaSinha STOC STOC ��04]04]
Steiner trees and network design problems: Polynomial Steiner trees and network design problems: Polynomial 
scenarios model, Combination of LP rounding and Primalscenarios model, Combination of LP rounding and Primal--Dual Dual 
[Gupta, R., [Gupta, R., SinhaSinha FOCS FOCS ��04]04]
Stochastic Stochastic MSTsMSTs under scenario model and Blackunder scenario model and Black--box model with box model with 
polynomiallypolynomially bounded cost inflations [bounded cost inflations [DhamdhereDhamdhere, R., Singh, To , R., Singh, To 
appear, IPCO appear, IPCO ��05]05]
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Related workRelated work

Approximation algorithms for Stochastic Combinatorial Approximation algorithms for Stochastic Combinatorial 
ProblemsProblems

Vertex cover and Steiner trees in restricted models studied by Vertex cover and Steiner trees in restricted models studied by 
[[ImmorlicaImmorlica, , KargerKarger, , MinkoffMinkoff, , MirrokniMirrokni SODA SODA ��04]04]

Rounding for stochastic Set Cover, FPRAS for #P hard Stochastic Rounding for stochastic Set Cover, FPRAS for #P hard Stochastic 
Set Cover LPs  [Set Cover LPs  [ShmoysShmoys, , SwamySwamy FOCS FOCS ��04]04]

MultiMulti--stage stochastic Steiner trees [stage stochastic Steiner trees [HayrapetyanHayrapetyan, , SwamySwamy, , 
TardosTardos SODA SODA ��05]05]

MultiMulti--stage Stochastic Set Cover [stage Stochastic Set Cover [ShmoysShmoys, , SwamySwamy, , 
manuscript manuscript ��04]04]

MultiMulti--stage black box model stage black box model �� Extension of Boosted sampling Extension of Boosted sampling 
with rejection [Gupta, Pal, R., with rejection [Gupta, Pal, R., SinhaSinha manuscript manuscript ��05]05]
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OutlineOutline

Motivation: The cable company problemMotivation: The cable company problem

Model and literature reviewModel and literature review

Solution to the cable company problemSolution to the cable company problem

General covering problemGeneral covering problem

Scenario dependent cost model Scenario dependent cost model 
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The cable company problemThe cable company problem

Cable company wants Cable company wants 
to install cables to to install cables to 
serve future demandserve future demand
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The cable company problemThe cable company problem

Cable company wants Cable company wants 
to install cables to to install cables to 
serve future demandserve future demand

Future demand Future demand 
stochastic, cables get stochastic, cables get 
expensive next yearexpensive next year

What cables to install What cables to install 
this year?this year?
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Steiner Tree Steiner Tree -- BackgroundBackground

Graph Graph G=(G=(V,E,cV,E,c))
Terminals Terminals SS, root , root rr SS

Steiner tree: Min cost Steiner tree: Min cost 
tree spanning tree spanning SS

NPNP--hard, MST is a 2hard, MST is a 2--
approx, Current best  approx, Current best  
1.551.55--approx (Robins, approx (Robins, 
ZelikovskyZelikovsky ��99)99)

PrimalPrimal--dual 2dual 2--approxapprox
((AgrawalAgrawal, Klein, R. , Klein, R. ��91; 91; 
GoemansGoemans, Williamson , Williamson ��92)92)
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Stochastic Min. Steiner TreeStochastic Min. Steiner Tree

Given a Given a metric space metric space 
of pointsof points, distances , distances ccee

Points: Points: possible possible 
locationslocations of future of future 
demanddemand

WlogWlog, simplifying , simplifying 
assumption: no 1assumption: no 1stst

stage demandstage demand
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Stochastic Min. Steiner TreeStochastic Min. Steiner Tree

Given a metric space Given a metric space 
of points, distances of points, distances ccee

11stst stagestage: buy edges : buy edges 
at costs at costs ccee
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Stochastic Min. Steiner TreeStochastic Min. Steiner Tree

Given a metric space Given a metric space 
of points, distances of points, distances ccee

11stst stage: buy edges stage: buy edges 
at costs at costs ccee

22ndnd stagestage: Some : Some 
clients clients ��realizedrealized��, buy , buy 
edges at cost edges at cost ..ccee to to 
serve them (serve them ( > 1> 1))
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Stochastic Min. Steiner TreeStochastic Min. Steiner Tree

Given a metric space Given a metric space 
of points, distances of points, distances ccee

11stst stage: buy edges stage: buy edges 
at costs at costs ccee

22ndnd stagestage: Some : Some 
clients clients ��realizedrealized��, buy , buy 
edges at cost edges at cost ..ccee to to 
serve them (serve them ( > 1> 1))
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Stochastic Min. Steiner TreeStochastic Min. Steiner Tree

Given a metric space Given a metric space 
of points, distances of points, distances ccee

11stst stage: buy edges stage: buy edges 
at costs at costs ccee

22ndnd stage: Some stage: Some 
clients clients ��realizedrealized��, buy , buy 
edges at cost edges at cost ..ccee to to 
serve them (serve them ( > 1> 1))

Minimize exp. costMinimize exp. cost
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Algorithm BoostedAlgorithm Boosted--SampleSample

Sample Sample from the distribution of clientsfrom the distribution of clients
times (sampled set times (sampled set SS))
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Algorithm BoostedAlgorithm Boosted--SampleSample

Sample from the distribution of clients Sample from the distribution of clients 
times (sampled set times (sampled set SS))

Build Build minimum spanning tree minimum spanning tree TT00 on on SS
Recall: Minimum spanning tree is a 2Recall: Minimum spanning tree is a 2--
approximation to Minimum Steiner treeapproximation to Minimum Steiner tree

KenanKenan--Flagler, 1/26/04Flagler, 1/26/04 Boosted SamplingBoosted Sampling 4242

Algorithm BoostedAlgorithm Boosted--SampleSample

Sample from the distribution of clients Sample from the distribution of clients 
times (sampled set times (sampled set SS))

Build minimum spanning tree Build minimum spanning tree TT00 on on SS

22ndnd stage: actual client set realized (stage: actual client set realized (RR))

-- Extend Extend TT00 to span to span RR
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Algorithm BoostedAlgorithm Boosted--SampleSample

Sample from the distribution of clients Sample from the distribution of clients 
times (sampled set times (sampled set SS))

Build minimum spanning tree Build minimum spanning tree TT00 on on SS

22ndnd stage: actual client set realized (stage: actual client set realized (RR))

-- Extend Extend TT00 to span to span RR

Theorem: 4Theorem: 4--approximation!approximation!
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Algorithm: IllustrationAlgorithm: Illustration

Input, with Input, with =3=3

KenanKenan--Flagler, 1/26/04Flagler, 1/26/04 Boosted SamplingBoosted Sampling 4545

Algorithm: IllustrationAlgorithm: Illustration

Input, with Input, with =3=3

SampleSample times from times from 
client distributionclient distribution
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Algorithm: IllustrationAlgorithm: Illustration

Input, with Input, with =3=3

Sample Sample times from times from 
client distributionclient distribution
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Algorithm: IllustrationAlgorithm: Illustration

Input, with Input, with =3=3

SampleSample times from times from 
client distributionclient distribution
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Algorithm: IllustrationAlgorithm: Illustration

Input, with Input, with =3=3

Sample Sample times from times from 
client distributionclient distribution
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Algorithm: IllustrationAlgorithm: Illustration

Input, with Input, with =3=3

Sample Sample times from times from 
client distributionclient distribution

Build MSTBuild MST TT00 on on SS
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Algorithm: IllustrationAlgorithm: Illustration

Input, with Input, with =3=3

Sample Sample times from times from 
client distributionclient distribution

Build MST Build MST TT00 on on SS

When When actual scenarioactual scenario
((RR) is realized ) is realized ��
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Algorithm: IllustrationAlgorithm: Illustration

Input, with Input, with =3=3

Sample Sample times from times from 
client distributionclient distribution

Build MST Build MST TT00 on on SS

When actual scenario When actual scenario 
((RR) is realized ) is realized ��

ExtendExtend TT00 to span to span RR
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Analysis of 1Analysis of 1stst stage coststage cost

Let Let 
X

XX TcpTcOPT )()(
**

0
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Analysis of 1Analysis of 1stst stage coststage cost

Let Let 

ClaimClaim::
X

XX TcpTcOPT )()(
**

0

OPTTcE .2)]([
0
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Analysis of 1Analysis of 1stst stage coststage cost

Let Let 

Claim:Claim:

Our Our samplessamples: : S={SS={S11, , 
SS22, , ��, S, S }}

X

XX TcpTcOPT )()(
**

0

)}(...)()({2)(
***

0
1

SS TcTcTcSMST

OPTTcE .2)]([
0
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Analysis of 1Analysis of 1stst stage coststage cost

Let Let 

Claim:Claim:

Our Our samples: samples: S={SS={S11, S, S22, , ��, S, S }}

X

XX TcpTcOPT )()(
**

0

OPTTcE .2)]([
0

)}(...)()({2)(
***

0
1

SS TcTcTcSMST

)]}([...)]([)({2)]([
***

0
1

SS TcETcETcSMSTE
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Analysis of 1Analysis of 1stst stage coststage cost

Let Let 

Claim:Claim:

Our Our samples: samples: S={SS={S11, , 
SS22, , ��, S, S }}

X

XX TcpTcOPT )()(
**

0

)}(...)()({2)(
***

0
1

SS TcTcTcSMST

)]}([...)]([)({2)]([
***

0
1

SS TcETcETcSMSTE

)]}([)({2
**

0 XX TcETc

OPTTcE .2)]([
0

KenanKenan--Flagler, 1/26/04Flagler, 1/26/04 Boosted SamplingBoosted Sampling 5757

Analysis of 2Analysis of 2ndnd stage coststage cost

Intuition:Intuition:

11stst stage: stage: samples at cost samples at cost ccee

22ndnd stage: stage: 11 sample at cost sample at cost ..ccee
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Analysis of 2Analysis of 2ndnd stage coststage cost

Intuition:Intuition:

11stst stage: stage: samples at cost samples at cost ccee

22ndnd stage: stage: 11 sample at cost sample at cost ..ccee

In expectation,In expectation,

22ndnd stage cost stage cost 11stst stage coststage cost
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Analysis of 2Analysis of 2ndnd stage coststage cost

Intuition:Intuition:

11stst stage: stage: samples at cost samples at cost ccee

22ndnd stage: stage: 11 sample at cost sample at cost ..ccee

In expectation,In expectation,

22ndnd stage cost stage cost 11stst stage coststage cost

But weBut we��ve ve already bounded 1already bounded 1stst stage cost!stage cost!
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Analysis of 2Analysis of 2ndnd stage coststage cost

Claim: Claim: E[E[ c(Tc(TRR)] )] E[c(TE[c(T00)])]

Proof using an Proof using an auxiliary auxiliary 
structurestructure
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Analysis of 2Analysis of 2ndnd stage coststage cost

Claim: Claim: E[E[ c(Tc(TRR)] )] E[c(TE[c(T00)])]

Let Let TTRSRS be anbe an MST MST on on R U SR U S
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Analysis of 2Analysis of 2ndnd stage coststage cost

Claim: Claim: E[E[ c(Tc(TRR)] )] E[c(TE[c(T00)])]

Let Let TTRSRS be an MST on be an MST on R U SR U S

Associate each node Associate each node v v TTRSRS

with its with its parent edgeparent edge pt(vpt(v)); ; 
c(Tc(TRSRS)=)=c(pt(Rc(pt(R)) + )) + c(pt(Sc(pt(S))))
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Analysis of 2Analysis of 2ndnd stage coststage cost

Claim: Claim: E[E[ c(Tc(TRR)] )] E[c(TE[c(T00)])]

Let Let TTRSRS be an MST on be an MST on R U SR U S

Associate each node Associate each node v v TTRSRS

with its parent edge with its parent edge pt(vpt(v); ); 
c(Tc(TRSRS)=)=c(pt(Rc(pt(R)) + )) + c(pt(Sc(pt(S))))

c(Tc(TRR) ) c(pt(Rc(pt(R)))), since , since TTRR

was the was the cheapest possible cheapest possible 
way to connectway to connect R  R  to to TT00
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Analysis of 2Analysis of 2ndnd stage coststage cost

Claim: Claim: E[E[ c(Tc(TRR)] )] E[c(TE[c(T00)])]

Let Let TTRSRS be an MST on be an MST on R U SR U S

Associate each node Associate each node v v TTRSRS

with its parent edge with its parent edge pt(vpt(v); ); 
c(Tc(TRSRS)=)=c(pt(Rc(pt(R)) + )) + c(pt(Sc(pt(S))))

c(Tc(TRR) ) c(pt(Rc(pt(R))))

E[c(pt(RE[c(pt(R))] ))] E[c(pt(SE[c(pt(S))]/))]/ ,,

since since RR is is 11 sample and sample and SS
is is samples from samples from same same 
processprocess
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Analysis of 2Analysis of 2ndnd stage coststage cost

Claim: Claim: E[E[ c(Tc(TRR)] )] E[c(TE[c(T00)])]

Let Let TTRSRS be an MST on be an MST on R U SR U S

Associate each node Associate each node v v TTRSRS
with its parent edge with its parent edge pt(vpt(v); ); 
c(Tc(TRSRS)=)=c(pt(Rc(pt(R)) + )) + c(pt(Sc(pt(S))))

c(Tc(TRR) ) c(pt(Rc(pt(R))))

E[c(pt(RE[c(pt(R))] ))] E[c(pt(SE[c(pt(S))]/))]/

c(pt(Sc(pt(S)) )) c(Tc(T00)),,

since since pt(Spt(S) U ) U pt(Rpt(R) ) is a is a 
MST MST while adding while adding pt(Rpt(R)) to to 
TT00 spans spans R U S R U S 
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Analysis of 2Analysis of 2ndnd stage coststage cost

Claim: Claim: E[E[ c(Tc(TRR)] )] E[c(TE[c(T00)])]

Let Let TTRSRS be an MST on be an MST on R U SR U S

Associate each node Associate each node v v TTRSRS
with its parent edge with its parent edge pt(vpt(v); ); 
c(Tc(TRSRS)=)=c(pt(Rc(pt(R)) + )) + c(pt(Sc(pt(S))))

c(Tc(TRR) ) c(pt(Rc(pt(R))))

E[c(pt(RE[c(pt(R))] ))] E[c(pt(SE[c(pt(S))]/))]/

c(pt(Sc(pt(S)) )) c(Tc(T00))

Chain inequalities and claim Chain inequalities and claim 
followsfollows
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RecapRecap

Algorithm for Stochastic Steiner Tree:Algorithm for Stochastic Steiner Tree:

11stst stage: stage: SampleSample times, build MSTtimes, build MST

22ndnd stage: stage: Extend Extend MST to realized clientsMST to realized clients
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RecapRecap

Algorithm for Stochastic Steiner Tree:Algorithm for Stochastic Steiner Tree:

11stst stage: Sample stage: Sample times, build MSTtimes, build MST

22ndnd stage: Extend MST to realized clientsstage: Extend MST to realized clients

TheoremTheorem: Algorithm BOOST: Algorithm BOOST--ANDAND--SAMPLE SAMPLE 
is a 4is a 4--approximation to Stochastic Steiner approximation to Stochastic Steiner 
TreeTree
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RecapRecap

Algorithm for Stochastic MST:Algorithm for Stochastic MST:

11stst stage: Sample stage: Sample times, build MSTtimes, build MST

22ndnd stage: Extend MST to realized clientsstage: Extend MST to realized clients

Theorem: Algorithm BOOSTTheorem: Algorithm BOOST--ANDAND--SAMPLE is a 4SAMPLE is a 4--
approximation to Stochastic Steiner Treeapproximation to Stochastic Steiner Tree

Shortcomings: Shortcomings: 

Specific problem, in a specific modelSpecific problem, in a specific model

Cannot adapt to scenario model with nonCannot adapt to scenario model with non--correlated correlated 
cost changes across scenarioscost changes across scenarios
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Coping with shortcomingsCoping with shortcomings

Specific problem, in a specific modelSpecific problem, in a specific model
Boosted Sampling works for more general covering problems Boosted Sampling works for more general covering problems 
with with subadditivitysubadditivity -- Solves Facility location, vertex coverSolves Facility location, vertex cover

Skip general model (details in STOC 04 paper)Skip general model (details in STOC 04 paper)

Cannot adapt to scenario model with scenarioCannot adapt to scenario model with scenario--
dependent cost inflationsdependent cost inflations

A combination of LPA combination of LP--rounding and primalrounding and primal--dual methods solves dual methods solves 
the scenario model with scenariothe scenario model with scenario--dependent cost inflations; Also dependent cost inflations; Also 
handles riskhandles risk--bounds on more general network design.bounds on more general network design.

Skip scenario model (details in FOCS 04 paper)Skip scenario model (details in FOCS 04 paper)

Skip bothSkip both
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OutlineOutline

Motivation: The cable company problemMotivation: The cable company problem

Model and literature reviewModel and literature review

Solution to the cable company problemSolution to the cable company problem

General covering problemGeneral covering problem

Scenario dependent cost model Scenario dependent cost model 
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General ModelGeneral Model

U U : universe of potential clients (e.g., : universe of potential clients (e.g., 
terminals)terminals)

X X : elements which provide service, with : elements which provide service, with 
element costs element costs ccxx (e.g., edges)(e.g., edges)

Given Given S S UU, set of feasible , set of feasible solsol��nsns is is 
Sols(Sols(SS ) ) 22XX

Deterministic problem: Given Deterministic problem: Given SS, find , find 
minimum cost minimum cost FF Sols(Sols(SS ))
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Model: detailsModel: details

Element costs are Element costs are ccxx in first stage and in first stage and ..ccxx

in second stagein second stage

In second stage, client set In second stage, client set SS UU is is 
realized with probability realized with probability p(Sp(S))

Objective: Compute Objective: Compute FF0 0 and and FFS S to minimizeto minimize

c(Fc(F00) + E[) + E[ c(Fc(FSS)])]

where where FF00 FFSS Sols(Sols(SS ) for all ) for all SS
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Sampling access modelSampling access model

Second stage: Client set Second stage: Client set S S appears with appears with 
probability probability p(Sp(S))

We only require sampling access:We only require sampling access:

Oracle, when queried, gives us a sample Oracle, when queried, gives us a sample 
scenario scenario DD

Identically distributed to actual second stageIdentically distributed to actual second stage
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Main result: PreviewMain result: Preview

Given stochastic optimization problem with cost Given stochastic optimization problem with cost 
inflation factor inflation factor ::

Generate Generate samples: samples: DD11, D, D22, , ��, D, D

Use deterministic approximation algorithm to compute Use deterministic approximation algorithm to compute 
FF00 Sols(Sols( DDii ))

When actual second stage When actual second stage S S is realized, augment by is realized, augment by 
selecting selecting FFSS

Theorem: Good approximation for stochastic Theorem: Good approximation for stochastic 
problem!problem!
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Requirement: SubRequirement: Sub--additivityadditivity

If If S S and and SS�� are legal sets of clients, then:are legal sets of clients, then:

SS SS�� is also a legal client setis also a legal client set

For any For any FF Sols(Sols(SS ) and ) and FF�� Sols(Sols(SS�� ), we ), we 
also have also have F F FF�� Sols(Sols(SS SS�� ) ) 
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Requirement: ApproximationRequirement: Approximation

There is an There is an --approximation algorithm for approximation algorithm for 
deterministic problemdeterministic problem

Given any Given any SS UU, can find , can find FF Sols(Sols(SS ) in ) in 
polynomial time such that:polynomial time such that:

c(Fc(F)) .min {.min {c(Fc(F��)): : FF�� Sols(Sols(SS )})}
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Crucial ingredient: Cost sharesCrucial ingredient: Cost shares

Recall Stochastic Steiner Tree:Recall Stochastic Steiner Tree:

Bounding 2Bounding 2ndnd stage cost required allocating the cost stage cost required allocating the cost 
of an MST to the client nodes, and summing up of an MST to the client nodes, and summing up 
carefully (auxiliary structure)carefully (auxiliary structure)

Cost sharing functionCost sharing function: way of distributing : way of distributing 
solution cost to clientssolution cost to clients

Originated in game theory [Young, Originated in game theory [Young, ��94], adapted 94], adapted 
to approximation algorithms [Gupta, Kumar, Pal, to approximation algorithms [Gupta, Kumar, Pal, 
RoughgardenRoughgarden FOCS FOCS ��03]03]
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Requirement: CostRequirement: Cost--sharingsharing

: : 22U U x x UU R is a R is a --strict cost sharing strict cost sharing 
function for function for --approximationapproximation A if:A if:

((S,jS,j)) > 0 only if > 0 only if jj SS

jj SS ((S,jS,j) ) c c (OPT((OPT(S S ))))

If If SS�� = = SS TT, A(, A(S S ) is an ) is an --approx. for approx. for SS, and , and 
Aug(Aug(SS,,TT ) provides a solution for augmenting ) provides a solution for augmenting 
A(A(S S ) to also serve ) to also serve TT, then, then

jj TT ((SS��,j,j) ) ((1/1/ ) ) c c ((Aug(Aug(S,TS,T ))))
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Main theorem: FormalMain theorem: Formal

Given a subGiven a sub--additive problem with additive problem with --
approximation algorithm A and approximation algorithm A and --strict cost strict cost 
sharing function, the following is an (sharing function, the following is an ( ++ ))--
approximation algorithm for stochastic variant:approximation algorithm for stochastic variant:

Generate Generate samples: samples: DD11, D, D22, , ��, D, D

First stage: Use algorithm A to compute First stage: Use algorithm A to compute FF00 as an    as an    
--approximation for approximation for DDii

Second stage: When actual set Second stage: When actual set S S is realized, use is realized, use 
algorithm Aug(algorithm Aug( DDii , , S S ) to compute ) to compute FFSS
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FirstFirst--stage coststage cost

Samples Samples DDii , , AlgoAlgo A generates A generates FF00 Sols(Sols( DDii ))

Define optimum:   Define optimum:   ZZ** = = c(Fc(F00
**) + ) + SS p(Sp(S).). ..c(Fc(FSS

**))

By subBy sub--additivityadditivity, , 

FF00
** FFD1D1

** �� FFDD
** Sols(Sols( DDii ))

Since A is Since A is --approximation,approximation,

c(Fc(F0 0 )/)/ c(Fc(F00
**) + ) + ii c(Fc(FDiDi

**))

E[E[c(Fc(F0 0 ))]/]/ c(Fc(F00
**) + ) + ii E[E[c(Fc(FSS

**))] ] 

c(Fc(F00
**) + ) + SS p(Sp(S) ) c(Fc(FSS

**)  =  Z)  =  Z**

Therefore, firstTherefore, first--stage cost E[stage cost E[c(Fc(F00))]  ]  .Z.Z**
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SecondSecond--stage coststage cost

DDii : samples,  : samples,  S S : actual 2: actual 2ndnd stage, define stage, define SS�� = = S S DDii

c(Fc(FSS) ) .. (S(S��,S),S), by cost, by cost--sharing function sharing function defndefn..

(S(S�� ,D,D11) + ) + �� + + (S(S�� ,D,D ) + ) + (S(S�� ,S)  ,S)  c c (OPT((OPT(SS�� ))))

SS�� has has +1+1 client sets, identically distributed:client sets, identically distributed:

E[E[ (S(S�� ,S),S)]   ]   E[E[cc (OPT((OPT(SS�� ))] / ))] / (( +1)+1)

c c (OPT((OPT(SS�� ))  ))  c(Fc(F00
**) + c(F) + c(FD1D1

**) + ) + �� + + c(Fc(FDD
**) + ) + c(Fc(FSS

**)),,

by subby sub--additivityadditivity

E[E[cc (OPT((OPT(SS�� ))]   ))]   c(Fc(F00
**) + () + ( +1)+1) E[E[c(Fc(Fss))]  ]  (( +1)Z+1)Z**//

E[E[ ..c(Fc(FSS))]  ]  .Z.Z**, bounding second, bounding second--stage coststage cost
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OutlineOutline

Motivation: The cable company problemMotivation: The cable company problem

Model and literature reviewModel and literature review

Solution to the cable company problemSolution to the cable company problem

General covering problemGeneral covering problem

Scenario dependent cost modelScenario dependent cost model
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Stochastic Steiner TreeStochastic Steiner Tree

First stage: First stage: GG, , rr givengiven

22ndnd stage: one of stage: one of mm
scenariosscenarios occurs:occurs:

TerminalsTerminals SSkk

ProbabilityProbability ppkk

Edge Edge cost inflationcost inflation factor factor kk
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Stochastic Steiner TreeStochastic Steiner Tree

First stage: First stage: GG, , rr givengiven

22ndnd stage: one of stage: one of mm
scenarios occurs:scenarios occurs:

Terminals Terminals SSkk

Probability Probability ppkk

Edge cost inflation factor Edge cost inflation factor kk

ObjectiveObjective: 1: 1stst stage tree stage tree 
TT00, 2, 2ndnd stage trees stage trees TTkk s.ts.t. . 
TT00 TTkk span span SSkk
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Stochastic Steiner TreeStochastic Steiner Tree

First stage: First stage: GG, , rr givengiven

22ndnd stage: one of stage: one of mm
scenarios occurs:scenarios occurs:

Terminals Terminals SSkk

Probability Probability ppkk

Edge cost inflation factor Edge cost inflation factor kk

Objective: Objective: 11stst stage tree stage tree 
TT00, 2, 2ndnd stage trees stage trees TTkk s.ts.t. . 
TT00 TTkk span span SSkk
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Stochastic Steiner TreeStochastic Steiner Tree

First stage: First stage: GG, , rr givengiven

22ndnd stage: one of stage: one of mm
scenarios occursscenarios occurs::

Terminals Terminals SSkk

Probability Probability ppkk

Edge cost inflation factor Edge cost inflation factor kk

Objective: 1Objective: 1stst stage tree stage tree 
TT00, 2, 2ndnd stage trees stage trees TTkk s.ts.t. . 
TT00 TTkk span span SSkk
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Stochastic Steiner TreeStochastic Steiner Tree

First stage: First stage: GG, , rr givengiven

22ndnd stage: one of stage: one of mm
scenarios occurs:scenarios occurs:

Terminals Terminals SSkk

Probability Probability ppkk

Edge cost inflation factor Edge cost inflation factor kk

Objective: 1Objective: 1stst stage tree stage tree 
TT00, , 22ndnd stage trees stage trees TTkk s.ts.t. . 
TT00 TTkk span span SSkk
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Stochastic Steiner TreeStochastic Steiner Tree

First stage: First stage: GG, , rr givengiven

22ndnd stage: one of stage: one of mm
scenarios occurs:scenarios occurs:

Terminals Terminals SSkk

Probability Probability ppkk

Edge cost inflation factor Edge cost inflation factor kk

Objective: 1Objective: 1stst stage tree stage tree 
TT00, 2, 2ndnd stage trees stage trees TTkk s.ts.t. . 
TT00 TTkk span span SSkk

Minimize Minimize c(Tc(T00)+E[c(T)+E[c(T��)])]

Skip AlgorithmSkip Algorithm
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Tree solutionsTree solutions

Example with 4 scenarios Example with 4 scenarios 
and and =2=2
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Tree solutionsTree solutions

Example with 4 scenarios Example with 4 scenarios 
and and =2=2

Optimal solution may Optimal solution may 
have have lots of componentslots of components!!
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Tree solutionsTree solutions

Example with 4 scenarios Example with 4 scenarios 
and and =2=2

Optimal solution may Optimal solution may 
have lots of components!have lots of components!

LemmaLemma: There exists a : There exists a 
solution where solution where 11stst stage stage 
is a treeis a tree and overall cost and overall cost 
is no more than 3 times is no more than 3 times 
the optimal costthe optimal cost

Restrict to tree solutionsRestrict to tree solutions
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IP formulationIP formulation

Tree solutionTree solution: From any (2: From any (2ndnd--stage) stage) 
terminal, path to root consists of exactly terminal, path to root consists of exactly 
two parts: strictly 2two parts: strictly 2ndnd--stage, followed by stage, followed by 
strictly 1strictly 1stst--stagestage

IP: IP: Install edges to support unit flowInstall edges to support unit flow along along 
such paths from each terminal to rootsuch paths from each terminal to root
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IP formulationIP formulation
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xe
k: edge e installed in scenario k;

re
k(t): flow on edge e of type k from terminal t ;

for k = 0 (1st stage) and i=1,2,�,m (2nd stage)
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IP formulationIP formulation
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Objective: minimize expected cost
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IP formulationIP formulation
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Unit out-flow from each terminal
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IP formulationIP formulation
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Flow conservation at all internal nodes (v t , r )
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IP formulationIP formulation
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Flow monotonicity: enforces �First-stage must be a tree�
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IP formulationIP formulation
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Flow support: If an edge has flow, it must be accounted 
for in the objective function
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IP formulationIP formulation
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Algorithm overviewAlgorithm overview

((x,rx,r) ) Optimal solution to LPOptimal solution to LP relaxationrelaxation
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Algorithm overviewAlgorithm overview

((x,rx,r) ) Optimal solution to LP relaxationOptimal solution to LP relaxation

11stst stage solutionstage solution: : 

Obtain a new graph Obtain a new graph GG�� where where 2x2x00 forms a forms a 
fractional Steiner treefractional Steiner tree

Round using primalRound using primal--dual algorithm; this is dual algorithm; this is TT00
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Algorithm overviewAlgorithm overview

((x,rx,r) ) Optimal solution to LP relaxationOptimal solution to LP relaxation

11stst stage solution: stage solution: 

Obtain a new graph Obtain a new graph GG�� where where 2x2x00 forms a forms a 
fractional Steiner treefractional Steiner tree

Round using primalRound using primal--dual algorithm; this is dual algorithm; this is TT00

22ndnd stage solutionstage solution::

Examine remaining terminals in each scenarioExamine remaining terminals in each scenario

Use modified primalUse modified primal--dual method to obtain dual method to obtain TTkk

SkipSkip AnalysisAnalysis
KenanKenan--Flagler, 1/26/04Flagler, 1/26/04 Boosted SamplingBoosted Sampling 104104

First stageFirst stage

Examine Examine fractional pathsfractional paths
for each terminalfor each terminal
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First stageFirst stage

Examine fractional paths Examine fractional paths 
for each terminalfor each terminal

Critical radiusCritical radius: Flow : Flow 
��transitionstransitions�� from 2from 2ndnd--
stage to 1stage to 1stst--stagestage
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First stageFirst stage

Examine fractional paths Examine fractional paths 
for each terminalfor each terminal

Critical radius: Flow Critical radius: Flow 
��transitionstransitions�� from 2from 2ndnd--
stage to 1stage to 1stst--stagestage

Construct Construct critical radii for critical radii for 
all terminalsall terminals
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First stageFirst stage

Critical radius: Fractional Critical radius: Fractional 
flow flow ��transitionstransitions�� from from 
22ndnd--stage to 1stage to 1stst--stagestage

Construct Construct twice the twice the 
critical radiicritical radii for all for all 
terminalsterminals
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First stageFirst stage

Critical radius: Fractional Critical radius: Fractional 
flow flow ��transitionstransitions�� from from 
22ndnd--stage to 1stage to 1stst--stagestage

Construct twice the Construct twice the c.rc.r..
for all terminalsfor all terminals

Examine in increasing Examine in increasing 
order of order of c.rc.r..

RR00 independent set independent set 
based on based on 2 2 c.r.c.r.
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First stageFirst stage

Critical radius: Fractional Critical radius: Fractional 
flow flow ��transitionstransitions�� from from 
22ndnd--stage to 1stage to 1stst--stagestage

Construct twice the Construct twice the c.rc.r..
for all terminalsfor all terminals

Examine in increasing Examine in increasing 
order of order of c.rc.r..

RR00 independent set independent set 
based on based on 2 2 c.r.c.r.
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First stageFirst stage

Critical radius: Fractional Critical radius: Fractional 
flow flow ��transitionstransitions�� from from 
22ndnd--stage to 1stage to 1stst--stagestage

Construct twice the Construct twice the c.rc.r..
for all terminalsfor all terminals

Examine in increasing Examine in increasing 
order of order of c.rc.r..

RR00 independent set independent set 
based on based on 2 2 c.r.c.r.
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First stageFirst stage

Critical radius: Fractional Critical radius: Fractional 
flow flow ��transitionstransitions�� from from 
22ndnd--stage to 1stage to 1stst--stagestage

Construct twice the Construct twice the c.rc.r..
for all terminalsfor all terminals

Examine in increasing Examine in increasing 
order of order of c.rc.r..

RR00 independent set independent set 
based on based on 2 2 c.r.c.r.

TT00 Steiner tree on Steiner tree on RR00
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First stage analysisFirst stage analysis

Critical radius: Fractional Critical radius: Fractional 
flow flow ��transitionstransitions�� from from 
22ndnd--stage to 1stage to 1stst--stagestage

RR00 independent set independent set 
based on based on 2 2 c.r.c.r.

TT00 Steiner tree on Steiner tree on RR00

GG�� Contract Contract c.rc.r.. ballsballs
around vertices in around vertices in RR00

2x2x00 is feasibleis feasible fractional fractional 
Steiner tree for Steiner tree for RR00 in in GG��
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First stage analysisFirst stage analysis

RR00 independent set independent set 
based on based on 2 2 c.r.c.r.

TT00 Steiner tree on Steiner tree on RR00

GG�� Contract Contract c.rc.r.. balls balls 
around vertices in around vertices in RR00

2x2x00 is feasible fractional is feasible fractional 
Steiner tree for Steiner tree for RR00 in in GG��

Extension from vertex to Extension from vertex to 
c.rc.r.. charged to segment charged to segment 
from from c.rc.r.. to to 2 2 c.r.c.r.
(disjoint from others)(disjoint from others)
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Second stageSecond stage

TT00 11stst stage treestage tree

Consider scenario Consider scenario kk
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Second stageSecond stage

TT00 11stst stage treestage tree

Consider scenario Consider scenario kk

Idea: Run Steiner tree Idea: Run Steiner tree 
primalprimal--dual on terminals, dual on terminals, 
stopping moat stopping moat MM when:when:
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Second stageSecond stage

TT00 11stst stage treestage tree

Consider scenario Consider scenario kk

Idea: Run Steiner tree Idea: Run Steiner tree 
primalprimal--dual on terminals, dual on terminals, 
stopping moat stopping moat MM when:when:

MM hits hits TT00

MM hits a stopped moathits a stopped moat

For every terminal in For every terminal in MM, , 
less than less than ½½ flow leaving flow leaving MM
is 2is 2ndnd--stage stage 
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Second stageSecond stage

TT00 11stst stage treestage tree

Consider scenario Consider scenario kk

Idea: Run Steiner tree Idea: Run Steiner tree 
primalprimal--dual on terminals, dual on terminals, 
stopping moat stopping moat MM when:when:

MM hits hits TT00

MM hits a stopped moathits a stopped moat

For every terminal in For every terminal in MM, , 
less than less than ½½ flow leaving flow leaving MM
is 2is 2ndnd--stage stage 
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Second stageSecond stage

TT00 11stst stage treestage tree

Consider scenario Consider scenario kk

Idea: Run Steiner tree Idea: Run Steiner tree 
primalprimal--dual on terminals, dual on terminals, 
stopping moat stopping moat MM when:when:

MM hits hits TT00

MM hits a stopped moathits a stopped moat

For every terminal in For every terminal in MM, , 
less than less than ½½ flow leaving flow leaving MM
is 2is 2ndnd--stage stage 
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Second stageSecond stage

TT00 11stst stage treestage tree

Consider scenario Consider scenario kk

Idea: Run Steiner tree Idea: Run Steiner tree 
primalprimal--dual on terminals, dual on terminals, 
stopping moat stopping moat MM when:when:

MM hits hits TT00

MM hits a stopped moathits a stopped moat

For every terminal in For every terminal in MM, , 
less than less than ½½ flow leaving flow leaving MM
is 2is 2ndnd--stage stage 
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Second stageSecond stage

TT00 11stst stage treestage tree

Consider scenario Consider scenario kk

Idea: Run Steiner tree Idea: Run Steiner tree 
primalprimal--dual on terminals, dual on terminals, 
stopping moat stopping moat MM when:when:

MM hits hits TT00

MM hits a stopped moathits a stopped moat

For every terminal in For every terminal in MM, , 
less than less than ½½ flow leaving flow leaving MM
is 2is 2ndnd--stage stage 
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Second stageSecond stage

Idea: Run Steiner tree Idea: Run Steiner tree 
primalprimal--dual on terminals, dual on terminals, 
stopping moat stopping moat MM when:when:

MM hits hits TT00

MM hits a stopped moathits a stopped moat

For every terminal in For every terminal in MM, , 
less than less than ½½ flow leaving flow leaving MM
is 2is 2ndnd--stage stage 

If If MM hits hits TT00, add edge , add edge 
from from tt MM to to vv RR00
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Second stageSecond stage

Idea: Run Steiner tree Idea: Run Steiner tree 
primalprimal--dual on terminals, dual on terminals, 
stopping moat stopping moat MM when:when:

MM hits hits TT00

MM hits a stopped moathits a stopped moat

For every terminal in For every terminal in MM, , 
less than less than ½½ flow leaving flow leaving MM
is 2is 2ndnd--stage stage 

If If MM hits hits MM��, connect , connect tt MM
with with tt�� MM�� as in Steiner as in Steiner 
tree primaltree primal--dualdual
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Second stageSecond stage

Idea: Run Steiner tree Idea: Run Steiner tree 
primalprimal--dual on terminals, dual on terminals, 
stopping moat stopping moat MM when:when:

MM hits hits TT00

MM hits a stopped moathits a stopped moat

For every terminal in For every terminal in MM, , 
less than less than ½½ flow leaving flow leaving MM
is 2is 2ndnd--stage stage 

There exists There exists tt MM and and 
vv RR0 0 s.ts.t. . vv within within 4 4 c.rc.r..
of of t t ; connect ; connect t t to to vv
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Second stage analysisSecond stage analysis

PrimalPrimal--dual accounts for dual accounts for 
edges inside moatsedges inside moats
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Second stage analysisSecond stage analysis

PrimalPrimal--dual accounts for dual accounts for 
edges inside moatsedges inside moats

Connector edgesConnector edges paid by paid by 
carefully accounting:carefully accounting:

PrimalPrimal--dual bounddual bound

For every terminal For every terminal tt, there , there 
is is vv RR00 within within 4 4 c.rc.r.. of of tt

KenanKenan--Flagler, 1/26/04Flagler, 1/26/04 Boosted SamplingBoosted Sampling 126126

SST: main resultSST: main result

2424--approximationapproximation for for 
Stochastic Steiner Tree Stochastic Steiner Tree 
(Improvement to 16(Improvement to 16--
approx possible)approx possible)

Method:Method: PrimalPrimal--dual dual 
overlaid on LP solutionoverlaid on LP solution

Extensions to more Extensions to more 
general network design general network design 
with routing costswith routing costs

PerPer--scenario riskscenario risk--bounds bounds 
incorporated and roundedincorporated and rounded
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Main Techniques in other resultsMain Techniques in other results

Stochastic Facility LocationStochastic Facility Location �� Rounding natural LP Rounding natural LP 
formulation using filterformulation using filter--andand--round (Linround (Lin--Vitter, Vitter, ShmoysShmoys--
TardosTardos--AardalAardal) carefully [Details in IPCO ) carefully [Details in IPCO ��04]04]

Stochastic Minimum Spanning TreeStochastic Minimum Spanning Tree �� Both scenario and Both scenario and 
blackblack--box models box models -- Randomized rounding of natural LP Randomized rounding of natural LP 
formulation gives nearly best possible formulation gives nearly best possible O(logO(log [No. of [No. of 
vertices] + log [max cost/min cost of an edge across vertices] + log [max cost/min cost of an edge across 
scenarios]) approximation result  [Details in IPCO scenarios]) approximation result  [Details in IPCO ��05]05]

MultiMulti--stage general covering problems stage general covering problems �� Boosted Boosted 
sampling with rejection based on ratio of scenariosampling with rejection based on ratio of scenario��s s 
inflation to maximum possible works [manuscript]inflation to maximum possible works [manuscript]
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SummarySummary

Natural boosted sampling algorithm works for a broad Natural boosted sampling algorithm works for a broad 
class of stochastic problems in blackclass of stochastic problems in black--box model box model 
Boosted sampling with rejection extends to multiBoosted sampling with rejection extends to multi--stage stage 
covering problems in the blackcovering problems in the black--box modelbox model
Existing techniques can be cleverly adapted for the Existing techniques can be cleverly adapted for the 
scenario model (E.g., LPscenario model (E.g., LP--rounding for Facility location, rounding for Facility location, 
primalprimal--dual for Vertex Covers, combination of both for dual for Vertex Covers, combination of both for 
Steiner trees)Steiner trees)
Randomized rounding of LP formulations works for Randomized rounding of LP formulations works for 
blackblack--box formulation of spanning treesbox formulation of spanning trees
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More approximation algorithms for 
stochastic programming programs

David B. Shmoys

Joint work with Chaitanya Swamy
Cal Tech

Stochastic Optimization
• Way of modeling uncertainty. 
• Exact data is unavailable or expensive – data is 

uncertain, specified by a probability distribution.

Want to make the best decisions given this 
uncertainty in the data.

• Dates back to 1950’s and the work of Dantzig.
• Applications in logistics, transportation models, 

financial instruments, network design, production 
planning, …

Two-Stage Recourse Model
Given : Probability distribution over inputs.
Stage I : Make some advance decisions – plan ahead 

or hedge against uncertainty.
Observe the actual input scenario.
Stage II : Take recourse. Can augment earlier 

solution paying a recourse cost.

Choose stage I decisions to minimize 
(stage I cost) + (expected stage II recourse cost). 

2-Stage Stochastic Facility Location

Distribution over clients gives 
the set of clients to serve.

client set D
facility

Stage I: Open some facilities in 
advance; pay cost fi for facility i.
Stage I cost = (i opened) fi .stage I facility

2-Stage Stochastic Facility Location

Distribution over clients gives 
the set of clients to serve.

client set D
facility

Stage I: Open some facilities in 
advance; pay cost fi for facility i.
Stage I cost = (i opened) fi .stage I facility

How is the probability distribution on clients specified?

• A  short (polynomial) list of possibile scenarios;

• Independent probabilities that each client exists;

• A black box that can be sampled.

2-Stage Stochastic Facility Location

Distribution over clients gives 
the set of clients to serve.

facility

Stage I: Open some facilities in 
advance; pay cost fi for facility i.
Stage I cost = (i opened) fi .stage I facility

Actual scenario A = {    clients to serve}, materializes.

Stage II: Can open more facilities to serve clients in A; pay 
cost fiA to open facility i. Assign clients in A to facilities.

Stage II cost = fiA + (cost of serving clients in A).i opened in
scenario A
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2-Stage Stochastic Facility Location

Distribution over clients gives 
the set of clients to serve.

facility

Stage I: Open some facilities in 
advance; pay cost fi for facility i.
Stage I cost = (i opened) fi .stage I facility

Actual scenario A = {    clients to serve}, materializes.

Stage II: Can open more facilities to serve clients in A; pay 
cost fiA to open facility i. Assign clients in A to facilities.

Stage II cost = fiA + (cost of serving clients in A).i opened in
scenario A

Want to decide which facilities to open in stage I.

Goal: Minimize Total Cost = 
(stage I cost) + EA [stage II cost for A].

We want to prove a worst-case guarantee. 
Give an algorithm that “works well” on any instance, 
and for any probability distribution.

A is an -approximation algorithm if  -
- A runs in polynomial time;
- A(I) .OPT(I) on all instances I. 

is called the approximation ratio of A.

What is new here?
• Previous “black box’’ results all assumed that,  for each

element of the solution (facility opened, edge in Steiner 
tree) the costs in the two stages are proportional:  
(stage II cost) = (stage I cost).

• Note: in this talk is the same as in previous one

• We allow independent stage I and stage II costs

• Previous results rely on structure of underlying 
stochastic LPs; we will provide algorithms to 
(approximately) solve those LPs

Our Results
• Give the first approximation algorithms for 

2-stage discrete stochastic problems
– black-box model
– no assumptions on costs.  

• Give a fully polynomial randomized approximation scheme
for a large class of 2-stage stochastic linear programs 
(contrast to Kleywegt, Shapiro, & Homem-DeMillo 01, 
Dyer, Kannan & Stougie 02, Nesterov & Vial 00)

• Give another way to “reduce” stochastic optimization 
problems to their deterministic versions.

Stochastic Set Cover (SSC)
Universe U = {e1, …, en }, subsets S1, S2, …, Sm U, set S has 
weight wS. 
Deterministic problem: Pick a minimum weight collection of 
sets that covers each element.

Stochastic version: Set of elements to be covered is given by 
a probability distribution.

– choose some sets initially paying wS for set S
– subset A U to be covered is revealed 
– can pick additional sets paying wS

A for set S. 

Minimize (w-cost of sets picked in stage I) + 
EA U [wA-cost of new sets picked for scenario A].

An LP formulation
For simplicity, consider wS

A = WS for every scenario A.
pA : probability of scenario A U.
xS : indicates if set S is picked in stage I.
yA,S : indicates if set S is picked in scenario A.

Minimize S SxS + A U pA S WSyA,S 

subject to, 

S:e S xS + S:e S yA,S 1 for each A U, e A
xS, yA,S 0 for each S, A.

Exponential number of variables and exponential number 
of constraints.
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A Rounding Theorem

Stochastic Problem: LP can be solved in polynomial time. 

Example: polynomial scenario setting

Deterministic problem:  -approximation algorithm A with
respect to the LP relaxation, A(I) .LP-OPT(I) for each I.

Example: “the greedy algorithm” for set cover is a 
log n-approximation algorithm w.r.t. LP relaxation.

Theorem: Can use such an -approx. algorithm to get a 
2 -approximation algorithm for stochastic set cover.

Rounding the LP
Assume LP can be solved in polynomial time. 
Suppose we have an -approximation algorithm wrt. the LP 
relaxation for the deterministic problem.

Let E = {e : S:e S xS ½}.

So (2x) is a fractional set cover for the set E can “round” to get 
an integer set cover for E of cost S S ( S 2 SxS) .

is the first stage decision.

Let (x,y) : optimal solution with cost LP-OPT.

S:e S xS + S:e S yA,S 1 for each A U, e A

for every element e, either 

S:e S xS ½ OR in each scenario A : e A, S:e S yA,S ½.

Sets

Elements

Rounding (contd.)
Set in S

Element in E

Consider any scenario A. Elements in A E are covered.

For every e A¥E, it must be that S:e S yA,S ½. 
So (2yA) is a fractional set cover for A¥E can round to 
get a set cover of W-cost ( S 2WSyA,S) .

A

Using this to augment S in scenario A, expected cost

S S + 2 .
A U pA ( S WSyA,S) 2 .LP-

OPT.

A Rounding Theorem

Stochastic Problem: LP can be solved in polynomial time. 

Example: polynomial scenario setting

Deterministic problem:  -approximation algorithm A with
respect to the LP relaxation, A(I) .LP-OPT(I) for each I.

Example: “the greedy algorithm” for set cover is a 
log n-approximation algorithm w.r.t. LP relaxation.

Theorem: Can use such an -approx. algorithm to get a 
2 -approximation algorithm for stochastic set cover.

A Rounding Technique
Assume LP can be solved in polynomial time. 
Suppose we have an -approximation algorithm w.r.t. the LP 
relaxation for the deterministic problem.

Let (x,y) : optimal solution with cost OPT.

S:e S xS + S:e S yA,S 1 for each A U, e A

for every element e, either 

S:e S xS ½ OR in each scenario A : e A, S:e S yA,S ½.

Let E = {e : S:e S xS ½}.

So (2x) is a fractional set cover for the set E can “round” to 
get an integer set cover of cost S S ( S 2 SxS) .

is the first stage decision.

A Compact Formulation
pA : probability of scenario A U.
xS : indicates if set S is picked in stage I.

Minimize h(x) = S SxS + f(x) s.t. xS 0 for each S

where, f(x) = A U pAfA(x) 

and fA(x) = min. S WSyA,S 

s.t. S:e S yA,S 1 – S:e S xS for each 
e A

yA,S 0 for each S.Equivalent to earlier LP.

Each fA(x) is convex, so f(x) and h(x) are convex functions.
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The Algorithm

1. Get a (1+ )-optimal solution (x) to compact  
convex program using the ellipsoid method. 

2. Round (x) using a log n-approx. algorithm 
for the deterministic problem to decide 
which sets to pick in stage I.

Obtain a (2log n+ )-approximation algorithm 
for the stochastic set cover problem.

If yi is infeasible, use violated inequality
to chop off infeasible half-ellipsoid.

The Ellipsoid Method
Ellipsoid squashed sphere

Start with ball containing polytope P.

yi = center of current ellipsoid.

Min c.x subject to x P.

P

The Ellipsoid Method
Min c.x subject to x P.

P

If yi is infeasible, use violated inequality
to chop off infeasible half-ellipsoid.

New ellipsoid = min. volume ellipsoid 
containing “unchopped” half-ellipsoid.

Ellipsoid squashed sphere

Start with ball containing polytope P.

yi = center of current ellipsoid.

The Ellipsoid Method
Min c.x subject to x P.

If yi is infeasible, use violated inequality
to chop off infeasible half-ellipsoid.

New ellipsoid = min. volume ellipsoid 
containing “unchopped” half-ellipsoid.

If yi P, use objective function cut
c.x c.yi to chop off polytope, half-
ellipsoid.c.x c.yi

Ellipsoid squashed sphere

Start with ball containing polytope P.

yi = center of current ellipsoid.

P

The Ellipsoid Method
Min c.x subject to x P. Ellipsoid squashed sphere

Start with ball containing polytope P.

yi = center of current ellipsoid.

If yi is infeasible, use violated inequality
to chop off infeasible half-ellipsoid.

New ellipsoid = min. volume ellipsoid 
containing “unchopped” half-ellipsoid.

If yi P, use objective function cut
c.x c.yi to chop off polytope, half-
ellipsoid.

P

The Ellipsoid Method
Min c.x subject to x P.

P

x1, x2, …, xk: points lying in P. c.xk is a close to optimal value.

Ellipsoid squashed sphere

Start with ball containing polytope P.

yi = center of current ellipsoid.

If yi is infeasible, use violated inequality
to chop off infeasible half-ellipsoid.

New ellipsoid = min. volume ellipsoid 
containing “unchopped” half-ellipsoid.

If yi P, use objective function cut
c.x c.yi to chop off polytope, half-
ellipsoid.

x1

x2

xk

x*
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Ellipsoid for Convex Optimization
Min h(x) subject to x P.

P

Start with ball containing polytope P.
yi = center of current ellipsoid.

If yi is infeasible, use violated inequality.

If yi P – how to make progress?
add inequality h(x) h(yi)? Separation 
becomes difficult.

Ellipsoid for Convex Optimization
Min h(x) subject to x P.

P

Start with ball containing polytope P.
yi = center of current ellipsoid.

If yi P – how to make progress?

d n is a subgradient of h(.) at u, if for every v, h(v)-h(u) d.(v-u).

Let d = subgradient at yi.
use subgradient cut d.(x–yi) 0.

add inequality h(x) h(yi)? Separation 
becomes difficult.

Generate new min. volume ellipsoid.

If yi is infeasible, use violated inequality.

d

Ellipsoid for Convex Optimization
Min h(x) subject to x P.

P

Start with ball containing polytope P.
yi = center of current ellipsoid.

If yi P – how to make progress?

d n is a subgradient of h(.) at u, if for every v, h(v)-h(u) d.(v-u).

Let d = subgradient at yi.
use subgradient cut d.(x–yi) 0.

Generate new min. volume ellipsoid.

x1, x2, …, xk: points in P. Can show, mini=1…k h(xi) OPT+ .

x*
x1

x2

add inequality h(x) h(yi)? Separation 
becomes difficult.

If yi is infeasible, use violated inequality.

Let d' = -subgradient at yi.
use -subgradient cut d'.(x–yi) 0.

Ellipsoid for Convex Optimization
Min h(x) subject to x P.

P

x1, x2, …, xk: points in P. Can show, mini=1…k h(xi) OPT/(1- ) + .

Start with ball containing polytope P.
yi = center of current ellipsoid.

If yi P – how to make progress?
add inequality h(x) h(yi)? Separation 
becomes difficult.
subgradient is difficult to compute.

If yi is infeasible, use violated inequality.

d' n is a -subgradient of h(.) at u, if v P, h(v)-h(u) d'.(v-u) – .h(u).

d'

Subgradients and -subgradients
Vector d is a subgradient of h(.) at u, 

if for every v, h(v) - h(u) d.(v-u).

Vector d' is an -subgradient of h(.) at u, 
if for every v P, h(v) - h(u) d'.(v-u) – .h(u).

P = { x : 0 xS 1 for each set S }.

h(x) = S SxS + A U pA fA(x) = .x + A U pA fA(x)

Lemma: Let d be a subgradient at u, and d' be a vector 
such that dS – S d'S dS for each set S. Then, 
d' is an -subgradient at point u.

Getting a “nice” subgradient
h(x) = .x + A U pA fA(x)

fA(x) = min. S WSyA,S

s.t. S:e S yA,S 1 – S:e S xS

e A 
yA,S 0 S 
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Getting a “nice” subgradient
h(x) = .x + A U pA fA(x)

fA(x) = min. S WSyA,S = max. e A (1 – S:e S xS) zA,e

s.t. S:e S yA,S 1 – S:e S xS s.t. e A S zA,e WS

e A S
yA,S 0 S zA,e 0 e A

Getting a “nice” subgradient
h(x) = .x + A U pA fA(x)

fA(x) = min. S WSyA,S = max. e (1 – S:e S xS) zA,e

s.t. S:e S yA,S 1 – S:e S xS s.t. e S zA,e WS

e A S
yA,S 0 S zA,e = 0  e A , zA,e 0 e

Consider point u n. Let zA optimal dual solution for A at u.

Lemma: For any point v n, we have h(v) – h(u) d.(v-u) where  
dS = S – A U pA e S zA,e.

d is a subgradient of h(.) at point u.

Sample once from black box to get random scenario A.

Compute X with XS = S – e S zA,e.

E[XS] = dS and Var[XS] WS. 
2

Computing an -Subgradient
Given point u n. zA optimal dual solution for A at u.

Subgradient at u: dS = S – A U pA e S zA,e .

Want: d' such that dS – S d'S dS for each S.

For each S, -WS dS S. Let = maxS WS / S.

Sample O( 2/ 2.log(n/ )) times to compute d' such that

Pr[ S, dS – S d'S dS] 1-

d' is an -subgradient at u with probability 1-

Putting it all together
Min h(x) subject to x P. Can compute -subgradients.

Run ellipsoid algorithm.

Given yi = center of current ellipsoid.

Continue with smaller ellipsoid.

If yi is infeasible, use violated 
inequality as a cut.

If yi P use -subgradient cut.

P

x1
x2

xk

x*

Generate points x1, x2, …, xk in P. Return x = argmini=1…k h(xi). 

Get that h(x) OPT/(1- ) + .

Finally,
Get solution x with h(x) close to OPT.

Sample initially to detect if OPT = (1/ ) – this allows 
one to get a (1+ ).OPT guarantee.

Theorem: Compact convex program can be solved to 
within a factor of (1 + ) in polynomial time, with high 
probability. 

Gives a (2log n+ )-approximation algorithm for the 
stochastic set cover problem.

A Solvable Class of Stochastic LPs

Minimize h(x) = w.x + A U pAfA(x) 

s.t. x n, x 0, x P

where fA(x) = min. wA.yA + cA.rA

s.t. BrA jA

DrA + TyA l A – Tx

yA 
n, rA 

m, yA 0, rA 0.

Theorem: Can get a (1+ )-optimal solution for this class of 
stochastic programs in polynomial time.
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2-Stage Stochastic Facility Location

Distribution over clients gives 
the set of clients to serve.

facility

Stage I: Open some facilities in 
advance; pay cost fi for facility i.
Stage I cost = (i opened) fi .stage I facility

Actual scenario A = {    clients to serve}, materializes.

Stage II: Can open more facilities to serve clients in A; pay 
cost fiA to open facility i. Assign clients in A to facilities.

Stage II cost = fiA + (cost of serving clients in A).i opened in
scenario A

A Convex Program
pA : probability of scenario A D.
yi : indicates if facility i is opened in stage I.
yA,i : indicates if facility i is opened in scenario A.
xA,ij : whether client j is assigned to facility i in scenario A.

Minimize h(y) = i fi yi + g(y) s.t. yi 0 for 
each i

(SUFL-P)
where, g(y) = A D pA gA(y) 

and gA(y) = min. i Fi yA,i + j,i cij xA,ij

s.t. i xA,ij 1 for each 
j A

xA,ij yi + yA,i for each i,j
xA ij ,yA i 0 for each i,j.

Moral of the Story
• Even though the Stochastic LP relaxation has an 

exponential number of variables and constraints, 
we can still obtain near-optimal solutions to 
fractional first-stage decisions

• Fractional first-stage decisions are sufficient to 
decouple the two stages near-optimally

• Many applications: multicommodity flows, vertex 
cover, facility location, …

• But we still have to solve convex program with 
many, many samples (not just )!

Sample Average Approximation
Sample Average Approximation (SAA) method:

– Sample initially N times from scenario distribution
– Solve 2-stage problem estimating pA with frequency of occurrence

of scenario A

How large should N be?

Kleywegt, Shapiro & Homem De-Mello (KSH01):
– bound N by variance of a certain quantity – need not be polynomially 

bounded even for our class of programs.

SwamyS:
– show using -subgradients that for our class, N can be poly-bounded. 

Nemirovskii & Shapiro:
– show that for SSC with non-scenario dependent costs, KSH01 gives 

polynomial bound on N for (preprocessing + SAA) algorithm.  

Sample Average Approximation
Sample Average Approximation (SAA) method:

– Sample N times from distribution
– Estimate pA by qA = frequency of occurrence of scenario A

(P)           minx P (h(x) = .x + A U pA fA(x))
(SAA-P)    minx P (h'(x) = .x + A U qA fA(x))
To show: With poly-bounded N, if x solves (SAA-P) then h(x) OPT.
Let zA optimal dual solution for scenario A at point u m.

du with  du,S = S – A U qA e S zA,e is a subgradient of h'(.) at u.

Lemma: With high probability, for “many” points u in P, 
du is a subgradient of h'(.) at u, 
du is an approximate subgradient of h(.) at u.

Establishes “closeness” of h(.) and h'(.) and suffices to prove result.
Intuition: Can run ellipsoid on both (P) and (SAA-P) using the same 
vector du at feasible point u.

Multi-stage Problems
Given : Distribution over inputs.

Stage I : Make some advance decisions
– hedge against uncertainty.

Uncertainty evolves in various stages.
Learn new information in each stage.
Can take recourse actions in each 
stage – can augment earlier solution 
paying a recourse cost.

k-stage problem 
k decision points

0.5

0.2
0.3

0.4

stage I

stage II

scenarios in stage k 
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Multi-stage Problems
Given : Distribution over inputs.

Stage I : Make some advance decisions
– hedge against uncertainty.

Uncertainty evolves in various stages.
Learn new information in each stage.
Can take recourse actions in each 
stage – can augment earlier solution 
paying a recourse cost.

k-stage problem 
k decision points

0.5

0.2 0.4

stage I

stage II

scenarios in stage k 

Choose stage I decisions to minimize 
expected total cost = 

(stage I cost) + Eall scenarios [cost of stages 2 … k]. 

0.3

Solving k-stage LPs
Consider 3-stage SSC.
How to compute an -subgradient?
Want to get d' that is component-wise close to 
subgradient d where dS = S – A pA(dual solution to TA).

Problem: To compute d (even in expectation) need to solve 
the dual of a 2-stage LP – dual has exponential size!
Fix: 

– Formulate a new compact non-linear dual of polynomial size. 
– Dual has a 2-stage primal LP embedded inside – solve this 

using earlier algorithm.

Recursively apply this idea to solve k-stage stochastic LPs.

pA

TA

This is just the beginning!

• Multi-stage problems with a variable 
number of stages

• [Dean, Goemans, Vondrak 04] Stochastic 
knapsack problem – in each stage decide 
whether to pack next item

• [Levi, Pal, Roundy, Shmoys 05] Stochastic 
inventory control problems – in each stage 
react to updated forecast of future demand

• Stochastic Dynamic Programming ???

Thank You.
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Efficient Haplotype Inference 
on Pedigrees and Applications

Tao Jiang
Dept of Computer Science

University of California � Riverside

(joint work with Jing Li, CWRU)

2

Outline

! Background

! The MRHC problem and complexity

! An exact algorithm for 0-recombinant data

! A heuristic algorithm (block-extension)

! Integer linear programming formulation and 
solution for MRHC with missing alleles

! Experimental results and application in 
disease gene association mapping

! Inference of haplotypes on population data

3

Terms

! Diploid

! Polymorphisms, marker, 
allele, and SNP

! Genotype, homozygous & 
heterozygous 

! Haplotype, paternal & 
maternal haplotypes

A G

C G

1

1

6

3

1

2

3

2

H
a
p

lo
ty

p
e

Paternal Maternal

Maker locus

Genotype

Multiallelic

Biallelic

4

Mendelian Law of Inheritance 
and Recombination

BA

Father

C D

Mother

A C A D B C DB

C1 C2 C3 C4

B
D

A
C

Father

A
C

B
D

A
D

B
C

Child:

5

PedigreePedigree

" Pedigree, nuclear 

family, founder

6

PedigreePedigree

" Pedigree, nuclear 

family, founder
Father Mother

Children

ID no.

G
e
n

o
ty

p
e
s

Founders

Nuclear 

family

Family

trioLoop

Mating node
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7

Haplotyping from Genotypes:  Haplotyping from Genotypes:  

The Problem & MethodsThe Problem & Methods

" Problem:

" Input:  genotype data (possibly with missing alleles).

" Output: haplotypes.

" Input data: 

" Data with pedigree (dependent individuals). 

" Data without pedigree info (independent individuals). 

" Statistical methods

" Find the most likely haplotypes based on genotype data.

" Adv: solid theoretical bases

" Disadv: computation intensive

" Rule-based (i.e. combinatorial) methods
" Define rules/objective functions based on some plausible assumptions 

and find haplotypes consistent with the rules or optimizing the obj. fun.

" Adv: usually simple thus very fast

" Disadv: no numerical assessment of the reliability of the results

8

Motivations
! Haplotype is more biologically meaningful than genotype since 

haplotypes are directly inherited from parents. Haplotype data is more 
informative in the studies of association between diseases and genes, 
and human history. 

! The human genome project gives us the consensus genotype sequence 
of humans, but in order to understand the genetic effects on many 
complex diseases such as cancers, diabetes, osteoporoses, genetic 
variations are more important, which is best refecledt in haplotypes. 

! Current experimental techniques collect genotype data. Computational 
methods deriving haplotypes from genotypes are highly demanded.

! The ongoing international HapMap project.

9

Motivations (cont�d)

! It is generally believed that with parents/pedigree information, we 
could get more accurate haplotype and frequency estimations than
from data without such information (i.e. population data).

! Family-based association studies have been widely used. We would 
expect more family-based gene mapping methods that assume 
accurate haplotype information.     

! Not only computation intensive, model-based statistical methods may 
use assumptions that may not hold in real datasets.

10

MRHC Problem

Find a minimum recombinant 
haplotype configuration from 
a given pedigree with 
genotype data.

Assumptions:
! Mendelian law (no mutations)

! Recombination events are rare

(1 2)
(1 2)
(1 2)

�

(1 2)
(1 2)
(2 2)

�

(1 1)
(1 2)
(2 2)

...

(1 2)
(1 2)
(1 2)

...

(1 2)
(2 2)
(2 2)

�

(1 1)
(1 2)
(2 2)

�

(1 2)
(1 2)
(1 2)

...

(1 1)
(1 2)
(2 2)

...

Input (phase unknown)

11

The MRHC Problem

! PS: parental source of the 
two alleles at the locus 

(i.e. phase)

! Haplotype configuration = 
assignment of PS values at 
each locus of every 
individual.

1|2
1|2
2|1
�

1|2
2|1
2|2
�

1|1
1|2
2|2
...

1|2
1|2
2|1
...

1|2
2|2
2|2
�

1|1
2|1
2|2
�

1|2
1|2
2|1
...

1|1
1|2
2|2
...

Output (phase known)

PS = 1 (because the allele with the smaller 
index is maternal)  

12

Previous Results

! Genotype elimination (O�Connell & Weeks�99).
! Can only find haplotype configurations requiring no 

recombinant in the pedigree, exhaustive elimination.

! Genetic algorithm (Tapadar et al.�00).
! Still time consuming, needs many iterations before 

convergence.

! MRH (Qian & Beckmann�02).
! Six step rule-based algorithm.

! Locus by locus at every step, extremely slow for biallelic (e.g.
SNP) markers.
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Thm. MRHC is NP-hard.

#Idea: Reduction from a 
variant of set cover. 

#First complexity result 
concerning the problem.

#Remains hard when there 
are only two loci.

#Remains hard when no loops 
in a pedigree.

14

An Exact Algorithm for 0-Recombinant Data 
Based on Resolution of Constraints

! Assumptions:
! Zero recombinants.

! No missing alleles, no errors.

! Idea: finding all feasible (i.e. 0-recombinant) 
haplotype configurations is equivalent to reducing the 
degree of freedom in PS assignment. 

! Steps: 
! formulate all the constraints, as linear equations over GF(2)

! solve the equations by Gaussian elimination

! enumerate all feasible haplotype configurations

15

Four Levels of Constraints

Based on Mendelian law 

(for single locus) :
! Level 1: GS (grantparental source) constraint

! Level 2: PS constraint

Based on 0-recombinant assumption 

(for a pair of loci):
! Level 3: Haplotype constraint

! Level 4: Grouping constraint

16

1 2

1 2

Level 3 and Level 4 Constraints

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 1

1 1

1 2

1 2

1 2

3 4 5

6

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

4 5

6

1 2

1 2

1 2

1 2

2 1

2 1

4 5

6

1 2

2 1

1 2

2 1

1 2

2 1

4 5

6

17

Level 3 and level 4 ConstraintsLevel 3 and level 4 Constraints

Note: The variables represent PS values and the 
equations are over GF(2) (in fact, addition mod 2).

18

ConstraintConstraint--Based AlgorithmBased Algorithm

Thm.  Every solution consistent with the constraint 
equations is a feasible solution and vice versa.

We can adapt the classical Gaussian elimination algorithm 

to find all consistent solutions in O(n3m3) time. 

Previously, only an exponential time algorithm is known 

due to O�Connell and Weeks (1999). 

The algorithm is useful for solving 0-recombinant data and

may serve as a subroutine in a general haplotyping algorithm.

– 442 –



19

Block-Extension Algorithm

Iterative, heuristic, five steps. Rules are derived

from Mendelian law, MR principle, block concept

and some greedy ideas based on the following

observations:

! Block structures are common in haplotypes.

! Double recombination events are rare.

! Common haplotype blocks shared in siblings.

! �

20

Steps in the BE algorithm

! Missing allele imputation by the Mendelian
Law of inheritance and allele frequency

! PS assignment by Mendelian Law
! Locus by locus, member by member, in a top-down scan

! Greedy assignment of PS
! Bottom-up, infer PS value from PS of adjacent loci. 

! Block-Extension
! Iteratively extend the longest block to the same region of 

other members.

! Finishing the gaps between blocks by 
enumeration.

21

Analysis of the BE Algorithm

! Advantage:

! Simple and efficient. 

! Accurate when the number of 
recombination events is small.

! Disadvantage:

! Potential errors in steps 3 and 4. Accuracy 
could decrease with the increase of the 
number of recombination events.

22

More Exact Algorithms

! Locus-based dynamic programming algorithm
! Linear time in the number of the members

! Applicable to only tree pedigrees

! Member-based dynamic programming algorithm
! Linear time in the number of the loci

! Applicable to general pedigrees with small size

! Integer linear programming (ILP) with branch-and-bound
! Combines missing data imputation and haplotype inference together.

! It also implicitly checks Mendelian consistency for pedigree genotype 
data with missing alleles, which is also an NPC problem.

! Effective for practical size problems, regardless of the pedigree 
structure

23

ILP for MRHC with Missing Data

1. Alleles are represented as binary variables. 

2. Genotype info and the Mendelian law of inheritance are enforced by 
linear constraints. 

3. The objective of minimizing the total number of recombinants is 
encoded as a linear function of the variables. 

4. Effective preprocessing of constraints by taking advantage of special 
properties in our ILP formulation to reduce the number of variables.

5. Branch-and-bound strategy to find solutions. The branch step guided 
by a partial order relationship (and some other special relationships) 
identified during the preprocessing step.

6. Non-trivial bounds are estimated to prune the search tree.

7. A maximum likelihood approach is used to select the best haplotype
configuration from multiple optimal solutions.

24

Formulation: variables
! Possible alleles (totally tj) at marker locus j: },...,{

1

j

t

j

j j
mmM !

! Define 2tj (f and m) vars and 2 g vars for each paternal 
allele and maternal allele at locus j for individual i

j

i

j

ij

j

ki

j

ki ggtkmf
2,1,,,

,   )1(  , ""

! Var fk (or mk)=1 iff the allele is mk. Var g1 = 0 (or 1) iff
paternal allele is copied from father�s paternal (or 
maternal) allele. Var g2 defined similarly. 

! Define r vars:

    iff 1 

)11(  , 

1

1,1,1,

2,1,

#$!

%""
j

i

j

i

j

i

j

i

j

i

ggr

mjrr
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Formulation

 )  (

Founders-Non

1

1

2,1,& &
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!

#
m

j

j
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j

i rr

Subject to

Genotype constraints:  (0 means missing allele)
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! Objective function:
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Formulation
! Mendelian law of inheritance constraints (for a child i and 

its father f ):

1

0

1,,,

1,,,

"#%

"%%
j

i

j

kf

j

ki

j

i

j

kf

j

ki

gmf

gff

! Constraints for r vars:

0

0
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A Partial Order Relationship

Denote:
)
*
+

!%

!
!

0    1

1         

,
,,

y

y
y

Inequalities with 2 variables:
-.
ji yy "

1

2

3

4
5

8

6
9

11
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1

2

3�

8

9

11

10

28

Forced Variables

! Rule 1:

! Rule 2:

! Rule 3:
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Lower and Upper Bounds

! Lower bounds
! Linear relaxation.

! Sum of minimum number of recombinants in 
each nuclear family.

! Effective for data with a large number of 
recombinants.

! Upper bound
! Obtained by the Block-Extension algorithm.

! Effective for data with a small number of 
recombinants.

30

ILP

! Practical in terms of time efficiency

! Could find all possible optimal solutions

! Very effective in terms of missing allele 
imputation.
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Simulation Studies

! The algorithms have been implemented in a program 
called PedPhase in C++.

! Simulated data were generated to compare our 
algorithms, and with MRH (Qian&Beckmann�02)

! Three different pedigree structures. 

! Multiallelic and biallelic data.

! Numbers of loci: 10, 25 and 50.

! Number of recombinants: 0-4.

! 100 runs per data set.

32

Pedigree Structures

33

Accuracy Results of Algrotihm
Block-Extension

34

Efficiency Results

35

More Results on ILP

36

Real Data Analysis

! Data set (Gabriel et al.�02)
! 93 members, 12 pedigrees (each with 7-8 members);

! chromosome 3, 4 regions, each region 1-4 blocks.
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Reconstruction of Common Haplotypes
and Estimation of Their Frequencies

38

Results from ILP on the Whole 
Dataset

39

Application of Haplotype Inference in 
Gene Association Mapping

! We have developed a new haplotype association mapping 
method based on density-based clustering for case-control data.

! The method regards haplotype segments as data points in a 
high dimensional space, and defines a new pairwise haplotype 
distance measure.

! Clusters are then identified by a density-based clustering 
algorithm. 

! Z-scores based on the number of cases and controls in a cluster 
can be used as an indicator of the degree of association 
between a cluster and the disease under study.

! Results are very promising.

! But it needs haplotypes as input.

40

An Application of Haplotype Inference

! Haplotypes are inferred by computational methods that we 
mentioned earlier.

! For example: a real data set that we analyzed consists of 385 
nuclear families of size 4 (2 parents with 2 affected children).

! We do haplotype inference first using our ILP algorithm. The 
haplotypes transmitted to (affected) children are treated as 
cases and un-transmitted haplotypes as controls. The haplotype 
association method was applied then. 

41
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Locus mutations on edges

Inference of Haplotypes from Population 
Data: The Perfect Phylogeny Model

Each locus suffers from 
at most one mutation. 
No recombination!

42

Perfect Phylogeny Haplotype (PPH)

Given a set/poplation of genotypes S, find an explanatory 
set of haplotypes that fits a perfect phylogeny.

01c

20b

22a

21

Loci The genotype coding: 
(11): 0 homozygous
(22): 1 homozygous
(12): 2 heterozygous

A haplotype pair explains a genotype if 
the merge of the haplotypes creates the 
genotype. E.g., merging  haplotypes
001 and 100 results in genotype 202.Genotype matrix

S
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Perfect Phylogeny Haplotype (PPH)

Given a set of genotypes S, find an explanatory set of 
haplotypes that fits a perfect phylogeny.

45
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No perfect 
phylogeny 
exists for this
explanation

An Alternative Haplotype Explanation

46

Efficient Solutions to the PPH Problem  
with n Individuals and m Loci

! Reduction to a graph realization problem (GPPH), 
based on Bixby-Wagner or Fushishige solution to 
graph realization (Gusfield�01).

! Reduction to graph realization, based on Tutte�s
graph realization method, in O(nm^2) time 
(Gusfield�02).

! Direct combinatorial approach in O(nm^2) time. 

Bafna et al.�03

! Eskin, Halperin and Karp�03: Specialize the Tutte
solution to the PPH problem, in O(nm^2) time.

47

Summary
! Li, J. and T. Jiang. Efficient Rule-Based Haplotyping Algorithm for 

Pedigree Data. RECOMB�03
! NP-completeness proof for general pedigrees.

! An efficient heuristic algorithm: block-extension.

! An efficient exact algorithm for 0-recombinant data.

! Doi, K., J. Li and T. Jiang. Minimum Recombinant Haplotype
Configuration on Tree Pedigrees. WABI�03

! NP-completeness proof for loopless (or tree) pedigrees.

! Two dynamic programming algorithms

! Li, J. and T. Jiang. An Exact Solution for Finding Minimum Recombinant 
Haplotype Configurations on Pedigrees with Missing Data by Integer 
Linear Programming. RECOMB�04.

! Li, J. and T. Jiang. Haplotype Association Mapping by Density-Based 
Clustering in Case-Control Studies.  RECOMB Satellite Workshop on 
Computational Methods for SNPs and Haplotypes, CMU, 2004.

48

Future Work

! Incorporating mutations and errors into MRHC.

! Incorporating the likelihood of recombination 
into the objective function of ILP. 

! Haplotype inference and missing allele 
imputation without pedigree information.

! Approximation algorithms for MRHC, especially 
MRHC on tree pedigrees.

! Efficient fixed-parameter (# of recombinants) 
algorithms.

49
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New Horizons in Machine New Horizons in Machine 
LearningLearning

AvrimAvrim Blum  Blum  CMUCMU

This is mostly a survey, but portions near the end This is mostly a survey, but portions near the end 
are joint work with Nina are joint work with Nina BalcanBalcan and and SantoshSantosh

VempalaVempala

[Workshop on New Horizons in Computing, Kyoto 2005][Workshop on New Horizons in Computing, Kyoto 2005]

What is Machine Learning?What is Machine Learning?
! Design of programs that adapt from 

experience, identify patterns in data.
! Used to:

� recognize speech, faces, images
� steer a car,
� play games,
� categorize documents, info retrieval, ...

! Goals of ML theory: develop models, 
analyze algorithmic and statistical issues 
involved.

Plan for this talkPlan for this talk
! Discuss some of current challenges and 

�hot topics�.
! Focus on topic of �kernel methods�, and 

connections to random projection, 
embeddings.

! Start with a quick orientation�

The concept learning settingThe concept learning setting
! Imagine you want a computer program to 

help you decide which email messages are 
spam and which are important.

! Might represent each message by n features. 
(e.g., return address, keywords, spelling, etc.)

! Take sample S of data, labeled according to 
whether they were/weren�t spam.

! Goal of algorithm is to use data seen so far 
to produce good prediction rule (a �hypothesis�)
h(x) for future data. 

example label

The concept learning settingThe concept learning setting
E.g.,

Given data, some reasonable rules might be:
�Predict SPAM if unknown AND (money OR pills)

�Predict SPAM if money + pills � known > 0.

�...

Big questionsBig questions
(A) How to optimize?

! How might we automatically generate rules 
like this that do well on observed data?  
[Algorithm design]

(B) What to optimize?
! Our real goal is to do well on new data.
! What kind of confidence do we have that 

rules that do well on sample will do well in 
the future?
! Statistics
! Sample complexity
! SRM

for a given learning alg, how 
much data do we need...
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To be a little more formalTo be a little more formal��
PAC model setup:
! Alg is given sample S = {(x,l)} drawn from 

some distribution D over examples x, 
labeled by some target function f. 

! Alg does optimization over S to produce 
some hypothesis h ! H. [e.g., H = linear separators]

! Goal is for h to be close to f over D.
� Prx!D(h(x)!f(x)) · ".

! Allow failure with small prob # (to allow for 
chance that S is not representative).

The issue of sampleThe issue of sample--complexitycomplexity
! We want to do well on D, but all we have is S.  

� Are we in trouble?  
� How big does S have to be so that low error on 

S " low error on D?

! Luckily, simple sample-complexity bounds:
� If |S| # (1/")[log|H| + log 1/#],

[think of log|H| as the number of bits to write down h]

then whp (1-#), all h!H that agree with S have 
true error · ".

� In fact, with extra factor of O(1/"), enough so 
whp all have |true error � empirical error| · ".

The issue of sampleThe issue of sample--complexitycomplexity
! We want to do well on D, but all we have is S.  

� Are we in trouble?  
� How big does S have to be so that low error on 

S " low error on D?

! Implication:
� If we view cost of examples as comparable to 

cost of computation, then don�t have to worry 
about data cost since just ~ 1/" per bit output.

� But, in practice, costs often wildly different, so 
sample-complexity issues are crucial.

Some current hot topics in MLSome current hot topics in ML
! More precise confidence bounds, as a 

function of observable quantities.
� Replace log |H| with log(# ways of splitting S 

using functions in H).
� Bounds based on margins: how well-separated the 

data is.
� Bounds based on other observable properties of 

S and relation of S to H; other complexity 
measures�

Some current hot topics in MLSome current hot topics in ML
! More precise confidence bounds, as a 

function of observable quantities.
! Kernel methods.

� Allow to implicitly map data into higher-
dimensional space, without paying for it if 
algorithm can be �kernelized�. 

� Get back to this in a few minutes�
� Point is: if, say, data not linearly separable in 

original space, it could be in new space. 

Some current hot topics in MLSome current hot topics in ML
! More precise confidence bounds, as a 

function of observable quantities.
! Kernel methods.
! Semi-supervised learning.

� Using labeled and unlabeled data together (often 
unlabeled data is much more plentiful).

� Useful if have beliefs about not just form of 
target but also its relationship to underlying 
distribution.

� Co-training, graph-based methods, transductive 
SVM,�
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Some current hot topics in MLSome current hot topics in ML
! More precise confidence bounds, as a 

function of observable quantities.
! Kernel methods.
! Semi-supervised learning.
! Online learning / adaptive game playing.

� Classic strategies with excellent regret bounds 
(from Hannan in 1950s to weighted-majority in 80s-90s).

� New work on strategies that can efficiently 
handle large implicit choice spaces. [KV][Z]�

� Connections to game-theoretic equilibria.

Some current hot topics in MLSome current hot topics in ML
! More precise confidence bounds, as a 

function of observable quantities.
! Kernel methods.
! Semi-supervised learning.
! Online learning / adaptive game playing.

Could give full talk on any one of these.
Focus on #2, with connection to random 

projection and metric embeddings�

! One of the most natural approaches to 
learning is to try to learn a linear separator.

! But what if the data is not linearly 
separable?  Yet you still want to use the 
same algorithm.

! One idea: Kernel functions.

Kernel MethodsKernel Methods

+
++

++

+
-

-
-

-
-

+

+
+
+

+

+-

-
-

- -

! A Kernel Function K(x,y) is a function on 
pairs of examples, such that for some 
implicit function $(x) into a possibly high-
dimensional space, K(x,y) = $(x) á $(y).

! E.g., K(x,y) = (1 + x á y)m.
� If x ! Rn, then $(x) ! Rnm.
� K is easy to compute, even though you can�t even 

efficiently write down $(x).
! The point: many linear-separator algorithms 

can be kernelized � made to use K and act as 
if their input was the $(x)�s.  
� E.g., Perceptron, SVM.

Kernel MethodsKernel Methods

! Given a set of images:            , represented 
as pixels, want to distinguish men from 
women.

! But pixels not a great representation for 
image classification.

! Use a Kernel K( ,      ) = $( )á$( ),  $
is implicit, high-dimensional mapping.  
Choose K appropriate for type of data.

Typical application for KernelsTypical application for Kernels

! Use a Kernel K( ,      ) = $( )á$( ),  $
is implicit, high-dimensional mapping.

! What about # of samples needed?
� Don�t have to pay for dimensionality of $-space 

if data is separable by a large margin %.
� E.g., Perceptron, SVM need sample size only 

Õ(1/%2).

What about sampleWhat about sample--complexity?complexity?

|w&$'x)|/|$(x)| ( %,  |w|=1
+

++
++

+
-

-
-

-
-

$)space
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So, with that backgroundSo, with that background��

QuestionQuestion
! Are kernels really allowing you to magically 

use power of implicit high-dimensional $-
space without paying for it?

! What�s going on?
! Claim: [BBV] Given a kernel [as a black-box 

program K(x,y)] and access to typical inputs 
[samples from D],
� Can run K and reverse-engineer an explicit 

(small) set of features, such that if K is good 
[$ large-margin separator in $-space for f,D], 
then this is a good feature set [$ almost-as-
good separator in this explicit space].

contdcontd
! Claim: [BBV] Given a kernel [as a black-box program 

K(x,y)] & access to typical inputs [samples from D]
� Can run K and reverse-engineer an explicit (small) set of 

features, such that if K is good [$ large-margin separator 
in $-space], then this is a good feature set [$ almost-as-
good separator in this explicit space]. 

! Eg, sample z1,...,zd from D. Given x, define xi=K(x,zi).
! Implications:

� Practical: alternative to kernelizing the algorithm.
� Conceptual: View choosing a kernel like choosing a (distrib

dependent) set of features,  rather than �magic power of 
implicit high dimensional space�.  [though argument needs 
existence of $ functions]

Why is this a plausible goal in principle?Why is this a plausible goal in principle?
! JL lemma: If data separable with margin % in $-space, 

then with prob 1-#, a random linear projection down to 
space of dimension d = O((1/%2)log[1/(#")]) will have a 
linear separator of error < ".

X

+   -

+   -

$

! If vectors are r1,r2,...,rd, then can view 
coords as features xi = $(x)á ri.

! Problem: uses $. Can we do 
directly, using K as black-
box, without computing $?

+   -

+  -

3 methods (from simplest to best)3 methods (from simplest to best)
1. Draw d examples z1,...,zd from D.  Use:

F(x) = (K(x,z1), ..., K(x,zd)). [So, �xi� = K(x,zi)]

For d = (8/")[1/%2 + ln 1/#], if separable with margin % in 
$-space, then whp this will be separable with error ". 
(but this method doesn�t preserve margin).

2. Same d, but a little more complicated.  Separable with 
error " at margin %/2.

3. Combine (2) with further projection as in JL lemma.  
Get d with log dependence on 1/", rather than linear.  So, 
can set " ¿ 1/d.

All these methods need access to D, unlike JL.  Can this 
be removed?  We show NO for generic K, but may be 
possible for natural K.

Actually, the argument is Actually, the argument is 
pretty easy...pretty easy...

(though we did try a lot of 
things first that didn�t work...)
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Key factKey fact
Claim: If $ perfect  w of  margin % in *-space, then if draw 

z1,...,zd ! D for d # (8/")[1/%2 + ln 1/#], whp (1-#) exists w�
in span($(z1),...,$(zd)) of error · " at margin %/2.

Proof: Let S = examples drawn so far.  Assume |w|=1, 
|$(z)|=1 % z.

" win = proj(w,span(S)), wout = w � win.

" Say wout is large if Prz(|woutá$(z)| # %/2) # "; else small.
" If small, then done: w� = win.
" Else, next z has at least " prob of improving S.

|wout|2 & |wout|2 � (%/2)2

" Can happen at most 4/%2 times. 
�

So....So....
If draw z1,...,zd ! D for d = (8/")[1/%2 + ln 1/#], then whp

exists w� in span($(z1),...,$(zd)) of error · " at margin 
%/2.

" So, for some w� = +1$(z1) + ... + +d$(zd),
Pr(x,l) ! P [sign(w� á $(x)) ! l] · ".

" But notice that w�á$(x) = +1K(x,z1) + ... + +dK(x,zd).
" vector (+1,...+d) is an "-good separator in the feature 

space: xi = K(x,zi).

" But margin not preserved because length of target, 
examples not preserved.

What if we want to preserve margin? What if we want to preserve margin? (mapping 2)(mapping 2)

" Problem with last mapping is $(z)�s might be highly 
correlated.   So, dot-product mapping doesn�t preserve 
margin.

" Instead, given a new x, want to do an orthogonal 
projection of $(x) into that span.  (preserves dot-
product, decreases |$(x)|, so only increases margin).

# Run K(zi,zj) for all i,j=1,...,d.  Get matrix M.
# Decompose M = UTU.

# (Mapping #2) = (mapping #1)U-1.   
�

Use this to improve dimensionUse this to improve dimension
" Current mapping gives d = (8/")[1/%2 + ln 1/#].
" Johnson-Lindenstrauss gives d = O((1/%2) log 1/(#") ). 

Nice because can have d¿ 1/".   [So can set " small 
enough so that whp a sample of size O(d) is perfectly 
separable]

" Can we achieve that efficiently?
" Answer: just combine the two...

# Run Mapping #2, then do random projection down 
from that.  (using fact that mapping #2 had a margin)

# Gives us desired dimension (# features), though 
sample-complexity remains as in mapping #2.
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Lower bound (on necessity of access to D)Lower bound (on necessity of access to D)
For arbitrary black-box kernel K, can�t hope to convert 

to small feature space without access to D.
" Consider X={0,1}n, random X�' X of size 2n/2, D =

uniform over X�.
" c = arbitrary function (so learning is hopeless).
" But we have this magic kernel K(x,y) = $(x)á$(y)

# $(x) = (1,0) if x , X�.
# $(x) = (-½, (3/2) if x ! X�, c(x)=pos.
# $(x) = (-½,-(3/2) if x ! X�, c(x)=neg.

" P is separable with margin (3/2 in $-
space.

" But, without access to D, all attempts at 
running K(x,y) will give answer of 1.

-

)

-.)
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Open ProblemsOpen Problems

" For specific natural kernels, like �polynomial�
kernel  K(x,y) = (1 + xáy)m, is there an efficient 
analog to JL, without needing access to D?
# Or, can one at least reduce the sample-complexity ? 

(use fewer accesses to D)
# This would increase practicality of this approach

" Can one extend results (e.g., mapping #1:         
x / [K(x,z1), ..., K(x,zd)]) to more general 
similarity functions K?
# Not exactly clear what theorem statement would 

look like.
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1

Rigorous analysis of heuristics 

for NP-hard problems

Uriel Feige

Weizmann Institute

Microsoft Research

2

Computational problems

We would love to have algorithms that:

- Produce optimal results.

- Are efficient (polynomial time).

- Work on every input instance.

3

NP-hardness

For many combinatorial problems, the goal 

of achieving all three  properties 

simultaneously is too ambitious (NP-hard).

We should set goals that are more modest.

4

Relaxing the desired properties

Optimality: approximation algorithms. 

Efficiency: sub-exponential algorithms, fixed 

parameter tractability.

Firm theoretical foundations. Both positive 

and negative results.

5

Heuristics

Relax the universality property: need not 
work on every input.

In this talk: heuristics are required to  
produce optimal results in polynomial time, 
on typical inputs.

Conceptual problem: the notion typical is not 
well defined.

6

Some questions

Explain apparent success of known 
heuristics.

Come up with good heuristic ideas.

Match heuristics to problems.

Investigate fundamental limitations.

Prove that a certain heuristic is good.

Prove that a certain heuristic is bad.
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7

In this talk

Some theoretical frameworks for studying 

heuristics.

Some algorithmic ideas that are often used.

Heuristics is a huge subject. This talk 

presents only a narrow view, and excludes 

many important and relevant work. 

8

The importance of modeling

For a rigorous treatment of heuristics, need 

a rigorous definition for typical inputs.

Given a rigorous definition for typical inputs 

(for example, planar graphs), one is no 

longer dealing with a fuzzy notion of 

heuristics, but rather with the familiar 

notion of worst case analysis.

9

Probabilistic models

A typical input can be modeled as a random 
input chosen from some well defined 
distribution on inputs.

Again, design of heuristics often boils down 
to worst case analysis:

� Most random inputs have property P.

� Algorithm works on all inputs with property 
P.

10

Rigorous analysis

In this talk, limit ourselves to discussion 

of heuristics in well defined models. In 

these models, prove theorems.

To early to assess the relevance and 

success of the methodology.

11

Some theoretical frameworks

Random inputs.

Planted solution models.

Semi-random models, monotone adversary.

Smoothed analysis.

Stable inputs.

12

Random inputs

Typical example: random graphs, n vertices, 

m edges.

An algorithm for finding Hamiltonian cycles 

in random graphs, even when the 

minimum degree is 2 [Bollobas,Fenner,Frieze].

No algorithm known for max clique in 

random graphs.
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Planted solution models

Useful when random model seems too difficult.

Example: plant in a uniform random graph a 

clique of large size k. Can a polynomial time 

algorithm find the k-clique?

� Yes, when                         [Alon,Krivelevich,Sudakov].

� Unknown when                         .

)( nk

)( nok

14

Semi random model 

[Blum-Spencer]

Useful in order to overcome over-fitting of 

algorithms to the random model. Adds 

robustness to algorithms.

Example, when                                 , vertices of 

planted k-clique have highest degree. 

Algorithm may select the k highest degree 

vertices and check if they form a clique.

nnk log

15

Monotone adversary [Feige-Kilian]

Adversary may change the random input, 

but only in one direction.

Planted clique: adversary may remove 

arbitrarily many non-clique edges.

Degree based algorithm no longer works.

Semidefinite programming does work, 

when                       [Feige-Krauthgamer].)( nk

16

Smoothed analysis 

[Spielman-Teng]

Arbitrary input, random perturbation.

Typical input � low order bits are random.

Explain success of simplex algorithm [ST].

FPTAS implies easy smoothed instances 
[Beier-Voecking].

17

Smoothed versus semirandom

Smoothed analysis: 

� arbitrary instance � defines an arbitrary region.

� random input is chosen in this region.

� stronger when region is small.

Monotone adversary:

� random instance � defines a random region. 

� arbitrary input is chosen in region.

� stronger when region is large.

18

Stable inputs [Bilu-Linial]

In some applications (clustering), the 

interesting inputs are those that are stable 

in the sense that a small perturbation in 

the input does not change the 

combinatorial solution.

An algorithm for (highly) stable instances  of 

cut problems [BL].
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Stable versus smooth

Consider regions induced by combinatorial 

solution.

In both cases, must solve all instances that are far 

from the boundary of their region.  

For instances near the boundary:

� Smoothed analysis: solve a perturbed input. 

� Stable inputs: do nothing.

20

Running example: 3SAT

n variables, m clauses, 3 literals per clause.

Clauses chosen independently at random.

Random formula f with m >> n. 

)()(
54

_

2

_

21 3
xxxxxx

21

Probabilistic estimates

The expected number of satisfying 

assignments for f is:

When m >> n, the formula f is unlikely to be 

satisfiable.

nm
2*)2/11(

3

22

Two tasks

Search: if the formula is satisfiable, then find a 

satisfying assignment.

Refutation: if formula is not satisfiable, then find a 

certificate for nonsatisfiability.

23

Simple case

When  m >> n log n, then if formula is 

satisfiable, the satisfying assignment is 

likely to be unique.

Then distribution on random satisfiable

formulas can be approximated by planted 

solution distribution. 

24

Planted solution model

First pick at random an assignment a to the 

variables.

Then choose at random clauses, discarding 

clauses not satisfied by a, until m clauses 

are reached.

When m>>n log n, a is likely to be a unique 

satisfying assignment.
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Statistical properties

For every variable x, in every clause C that 

contained x and was discarded, the 

polarity of x in C disagreed with its polarity 

in a.

Set x according to the polarity that agrees 

with the majority of its occurrences in f.

When m >> n log n, it is likely that this 

algorithm exactly recovers a.

26

Sparser formulas

m = d*n for some large constant d.

Distribution generated by planted model no 

longer known to be statistically close to 

that of random satisfiable formulas. Favors 

formulas with many satisfying 

assignments.

We present algorithm only for planted 

model.

27

Majority vote

Majority vote assignment a(0).

For most variables, a(0) = a, and a(0)

satisfies most clauses.

Still, linear fraction of variables disagree with 

a, and a linear fraction of clauses are not 

satisfied.

This fraction is exponentially small in d.

28

Hill climbing

Moving towards satisfying assignment.

Alon-Kahale (for 3-coloring).

Flaxman (for planted 3SAT).

Feige-Vilenchik (for semirandom 3SAT).

Semirandom model: monotone adversary 

can add arbitrary clauses in which all three 

literals are set in agreement with a.

29

Conservative local search

a(j) is the assignment at iteration j, T(j) is the 

set of clauses already satisfied. 

a(0) is the majority vote.

Pick an arbitrary clause C not in T(j).

Find the assignment closest (in Hamming 

distance) to a(j) that satisfies T(j) + C.

Increment j and repeat.

30

Time complexity

The algorithm obviously finds a 

satisfying assignment. The only 

question is how fast.

The number of iterations is at most m

(the number of satisfied clauses 

increases in every iteration).
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Complexity per iteration

Let h be Hamming distance between a(j)

and a(j+1).

At least one of three variables in C needs 

to be flipped.

In a clause that becomes not satisfied in 

T(j), at least one of two variables needs 

to be flipped.

Time proportional to 1
2*3
h

32

33

Main technical lemma

Lemma: With high probability over the 

choice of f, in all iterations  h < O(log n).

Hence algorithm runs in polynomial time.

(True also for the semirandom model.)

34

Sketch of proof � the core

A variable x for which a(0) = a is a  core

variable if flipping x ruins T(0), and T(0)

can then be satisfied only by flipping a 

linear number of other variables.

The set of clauses not satisfied by the core 

decomposes into sub-formulas of size 

O(log n) not sharing non-core variables.

35

Main invariant

An iteration can be completed in O(log n)

flips, of non-core variables.

As long as h = O(log n), no core variable will 

accidentally be flipped, and the invariant is 

maintained. 

The algorithm need not know the core.

36

Worst case analysis

Algorithm works on every input formula f

with property P (defined in terms of core).

Probabilistic analysis (much too complicated 

to be shown here) shows that in the 

planted model, input formula f is likely to 

have property P.
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Open problems

Does the algorithm run in polynomial time on 

random satisfiable formulas?

When m >> n? For arbitrary m?

Does the cavity method (survey propagation 

[Braunstein, Mezard, Zecchina]) provably 

work on random formulas?

Alternative algorithms?

More challenging models?

38

Refutation algorithms

If the formula is not satisfiable, the algorithm 

presented takes exponential time to detect 

this.

Heuristics for finding solutions are not the 

same as heuristics for refutation (unlike 

worst case algorithms).

Common refutation algorithms (resolution) 

take exponential time on random formulas.

39

Refutation by approximation

When m >> n, every assignment satisfies 

roughly 7m/8 clauses of a random formula.

An algorithm for approximating max 3sat 

within a ratio strictly better than 7/8 would 

refute most dense 3SAT formulas.

Unfortunately, approximating max 3sat (in 

the worst case) beyond 7/8 is NP-hard 

[Hastad].

40

Turning the argument around

What if refuting random 3sat is hard?

Would imply hardness of approximation:

� Max 3sat beyond 7/8 (PCP + Fourier).

� Min bisection, dense k-subgraph, bipartite 

clique, 2-catalog segmentation, treewidth, etc.

A good rule of thumb. Most of its predictions (with 

weaker constants) can be proved assuming NP 

not in subexponential time [Khot].

41

A simple refutation algorithm

Assume                   .

There are 3n clauses that contain x1. 

Suffices to refute this subformula f1.

Substitute x1 = 0. Simplify to a 2CNF formula.

Random 2CNF formula with 3n/2 clauses.

Unlikely to be satisfiable.

2SAT can be refuted in polynomial time.

Repeat with x1 = 1.

2
nm

42

Best current bounds

Can refute random formulas with                 

[Feige-Ofek].

Based on pair-wise statistical irregularities, 

and eigenvalue computations.

Can be run in practice on formulas with 

n=50000,                         , if one trusts 

standard software packages for the 

eigenvalue computations.

2/3
5.2 nm

2/3
cnm
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The basic idea [Goerdt-Krivelevich]

Will be shown for random 4SAT formula f

with              

In a satisfying assignment a, at least half 

the variables are negative (w.l.o.g.).

Let S be the set of variables negative in a. 

Then there is no positive clause in f whose 

four variables are in S.

2
cnm

44

Reduction to graph problem

Every pair of variables [xi xj] � a vertex.

Every positive clause (xi xj xk xl) � an 

edge ([xi xj], [xk xl]).

S forms an independent set of size N/4.

45 46

Random non-satisfiable f

Random graph with N vertices and much 

more than N edges.

Unlikely to have an independent set of size 

N/4.

Moreover, this can be certified efficiently, 

by eigenvalue techniques (or by SDP, 

computing the theta function of Lovasz).

Refutes random 4SAT with 
2

cnm

47

Extension to 3SAT

Trivially extends when 

With additional ideas, get down to

A certain natural SDP cannot get below

[Feige-Ofek].

Neither can resolution [Ben-Sasson and 
Widgerson].

Goal: refute random 3SAT with  m = O(n).

2
cnm

2/3
cnm

2/3
cnm

48

Summary

Several rigorous models in which to study 

heuristics.

Rigorous results in these models, including 

hardness results (not discussed in this 

talk).

The heuristics may be quite sophisticated.

Wide open research area.
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Efficient Algorithms for 

the Longest Path 

Problem

Ryuhei UEHARA (JAIST)

Yushi UNO (Osaka Prefecture University)

2005/3/1 NHC@Kyoto http://www.jaist.ac.jp/~uehara/ps/longest.pdf

The Longest Path Problem

Finding a longest (vertex disjoint) path in a 

given graph

Motivation (comparing to Hamiltonian path):

� Approx. Algorithm, Parameterized Complexity

� More practical/natural

� More difficult(?)

2005/3/1 NHC@Kyoto http://www.jaist.ac.jp/~uehara/ps/longest.pdf

The Longest Path Problem

Known (hardness) results;

We cannot find a path of length n-n in a given 

Hamiltonian graph in poly-time unless P=NP [Karger, 

Motwani, Ramkumar; 1997]

We can find O(log n) length path [Alon, Yuster, Zwick;1995]

( O((log n/loglog n)2) [Björklund, Husfeldt; 2003])

Approx. Alg. achieves O(n/log n) [AYZ95] 

( O(n(loglog n/log n)2)[BH03])

Exponential algorithm [Monien 1985]

2005/3/1 NHC@Kyoto http://www.jaist.ac.jp/~uehara/ps/longest.pdf

The Longest Path Problem

Known polynomial time algorithm;

Dijkstra�s Alg.(196?) Linear alg. for finding a longest path in a tree;

2005/3/1 NHC@Kyoto http://www.jaist.ac.jp/~uehara/ps/longest.pdf

The Longest Path Problem

Known polynomial time algorithm;

Dijkstra�s Alg.(196?) Linear alg. for finding a longest path in a tree;

2005/3/1 NHC@Kyoto http://www.jaist.ac.jp/~uehara/ps/longest.pdf

The Longest Path Problem

Known polynomial time algorithm;

Dijkstra�s Alg.(196?) Linear alg. for finding a longest path in a tree;
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The Longest Path Problem

Known polynomial time algorithm;

Dijkstra�s Alg.(196?) Linear alg. for finding a longest path in a tree;

2005/3/1 NHC@Kyoto http://www.jaist.ac.jp/~uehara/ps/longest.pdf

Approaches to the Efficient 

Algs to Longest Path Problem

1. Extension of the Dijkstra�s algorithm
Weighted trees (linear), block graphs (linear), cacti (O(n2)).

2. Graph classes s.t. Hamiltonian Path can be found 
in poly time

Some graph classes having interval representations

(bipartite permutation, interval biconvex graphs)

3. Dynamic programming to the graph classes that 
have tree representations (on going)

Cacti(linear), �

(ISAAC 2004)

(ISAAC 2004)

2005/3/1 NHC@Kyoto http://www.jaist.ac.jp/~uehara/ps/longest.pdf

Approaches to the Efficient 

Algs to Longest Path Problem

1. Extension of the Dijkstra�s algorithm
Weighted trees (linear), block graphs (linear), cacti (O(n2)).

2. Graph classes s.t. Hamiltonian Path can be found 
in poly time

Some graph classes having interval representations

(bipartite permutation, interval biconvex graphs)

3. Dynamic programming to the graph classes that 
have tree representations (on going)

Cacti(linear), �

(ISAAC 2004)

(ISAAC 2004)

2005/3/1 NHC@Kyoto http://www.jaist.ac.jp/~uehara/ps/longest.pdf

1. Ex of Dijkstra�s Alg

Bulterman et.al. (IPL,2002) showed that       

the correctness of Dijkstra�s alg stands for;

1. For each  u,v,

length of the shortest path between u and v

= length of the longest path between u and v

2. For each u,v,w,

d(u,v) d(u,w) + d(w,v)

3. For each u,v,w,

d(u,v) d(u,w) + d(w,v)  if and only if

w is on the unique path between u and v

2005/3/1 NHC@Kyoto http://www.jaist.ac.jp/~uehara/ps/longest.pdf

1. Ex of Dijkstra�s Alg

Construct G�=(V�,E�) from G=(V,E) s.t.

V V�

For each u,v V,

length of the shortest path between u,v on G�

= length of the longest path between u,v on G

For each u,v V,

the shortest path between u,v on G� is unique

2005/3/1 NHC@Kyoto http://www.jaist.ac.jp/~uehara/ps/longest.pdf

1. Ex of Dijkstra�s Alg

Theorem: ExDijkstra finds a longest path if G

and G� satisfy the conditions.

ExDijkstra: G=(V,E) and G�=(V�,E�)

1. pick any vertex w in V;

2. find x V with max{d(w,x)} on G�;

3. find y V with max{d(x,y)} on G�;

4. x and y are the endpoints of the longest path in 

G, and d(x,y) on G� is its length. 

– 476 –



2005/3/1 NHC@Kyoto http://www.jaist.ac.jp/~uehara/ps/longest.pdf

1. Ex of Dijkstra�s Alg (Summary)

Theorem: Vertex/edge weighted tree (linear)

Theorem: Block graph (O(|V|+|E|))

Theorem: Cactus (O(|V|2))

2005/3/1 NHC@Kyoto http://www.jaist.ac.jp/~uehara/ps/longest.pdf

1. Ex of Dijkstra�s Alg (Cacti)

Cactus: 

Each block is a cycle

Two cycle share at most one vertex which is a separator

The longest path   

between 

u and v on G

cactus
G�G

The shortest path   

between 

u and v on G�
=

2005/3/1 NHC@Kyoto http://www.jaist.ac.jp/~uehara/ps/longest.pdf

1. Ex of Dijkstra�s Alg (Cacti)

Sample

2005/3/1 NHC@Kyoto http://www.jaist.ac.jp/~uehara/ps/longest.pdf

1. Ex of Dijkstra�s Alg (Cacti)

Sample
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1. Ex of Dijkstra�s Alg (Cacti)

Sample
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1. Ex of Dijkstra�s Alg (Cacti)

Sample
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1. Ex of Dijkstra�s Alg (Cacti)

Sample
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1. Ex of Dijkstra�s Alg (Cacti)

Sample

2005/3/1 NHC@Kyoto http://www.jaist.ac.jp/~uehara/ps/longest.pdf

1. Ex of Dijkstra�s Alg (Cacti)

Sample

2005/3/1 NHC@Kyoto http://www.jaist.ac.jp/~uehara/ps/longest.pdf

Graph classes s.t. Hamiltonian

Path can be found in poly time

Fact 1: 

Hamiltonian Path is NP-hard on a chordal graph.

(In fact, strongly chordal split graph[Müller,1997].)

Fact 2:

Hamiltonian Path is solvable on an interval graph in 

linear time. [Damaschke, 1993].

Our goal:

Poly-time algorithm for Longest Path on an interval 

graph.

2005/3/1 NHC@Kyoto http://www.jaist.ac.jp/~uehara/ps/longest.pdf

Interval Graphs

An interval graph G=(V,E) has an interval 

representation s.t. {u,v} E iff Iu Iv

2005/3/1 NHC@Kyoto http://www.jaist.ac.jp/~uehara/ps/longest.pdf

Interval Graphs

An interval graph G=(V,E) has an interval 

representation s.t. {u,v} E iff Iu Iv

u

v

Iu

Iv

Hamiltonian Path: linear time solvable.

Longest Path: ????

Restricted interval graphs�
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Restricted Interval Graphs

An interval biconvex graph G=(S Y,E) has 

an interval representation s.t�

Y: biconvex

S: integer points

s1
s2 s4

s3

s5

s6
s7

s8

2005/3/1 NHC@Kyoto http://www.jaist.ac.jp/~uehara/ps/longest.pdf

Restricted Interval Graphs

Interval biconvex graph G=(S Y,E) is 

introduced [Uehara, Uno; 2004] from graph 

theoretical viewpoints;

Natural analogy of biconvex graphs (bipartite graph class) 

Generalization of proper interval graphs

Generalization of threshold graphs

Best possible class longest path can be found in poly time�

2005/3/1 NHC@Kyoto http://www.jaist.ac.jp/~uehara/ps/longest.pdf

Poly-time alg for longest path on 

an interval biconvex graph (idea)

Find the trivial longest path P on G[Y];

Embed the vertices in S into P as possible;

Adjust endpoints if necessary.

3 4 3 7 1 9 2 3 8 8 30

2005/3/1 NHC@Kyoto http://www.jaist.ac.jp/~uehara/ps/longest.pdf

Poly-time alg for longest path on 

an interval biconvex graph (idea)

Find the trivial longest path P on G[Y];

Embed the vertices in S into P as possible;

Adjust endpoints if necessary.

3 4 3 7 1 9 2 3 8 8 30

2005/3/1 NHC@Kyoto http://www.jaist.ac.jp/~uehara/ps/longest.pdf

30

Poly-time alg for longest path on 

an interval biconvex graph (idea)

Find the trivial longest path P on G[Y];

Embed the vertices in S into P as possible;

Adjust endpoints if necessary.

3 4 3 7 1 9 2 3 8 8

3

4
7

9

8

8

2005/3/1 NHC@Kyoto http://www.jaist.ac.jp/~uehara/ps/longest.pdf

30

Poly-time alg for longest path on 

an interval biconvex graph (idea)

Find the trivial longest path P on G[Y];

Embed the vertices in S into P as possible;

Adjust endpoints if necessary.

3 4 3 7 1 9 2 3 8 8

3

4
7

9

8

30
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30

Poly-time alg for longest path on 

an interval biconvex graph (idea)

Find the trivial longest path P on G[Y];

Embed the vertices in S into P as possible;

Adjust endpoints if necessary.

3 4 3 7 1 9 2 3 8 8

3

4
7

9

8

30

How can we determine the 

vertices in S?

Where do we embed them?

2005/3/1 NHC@Kyoto http://www.jaist.ac.jp/~uehara/ps/longest.pdf

30

Poly-time alg for longest path on 

an interval biconvex graph (idea)

Embed the vertices in S into P as possible;

3 4 3 7 1 9 2 3 8 8

30
8

3
4
3
7
1
9
2
3
8

w(e) is the number 

at the right-endpoint
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30

Poly-time alg for longest path on 

an interval biconvex graph (idea)

Embed the vertices in S into P as possible;

3 4 3 7 1 9 2 3 8 8

30
8

3
4
3
7
1
9
2
3
8

w(e) is the number 

at the right-endpoint

Find the maximum 

weighted matching!!
2005/3/1 NHC@Kyoto http://www.jaist.ac.jp/~uehara/ps/longest.pdf

Open Problems

Longest Path on an interval graph??

Combination of DP/Dijkstra and weighted 
maximum matching on MPQ-tree representation?

Related to the following open problem?

Hamiltonian Path with a start point on an interval graph? 
[Damaschke, 1993].

Extension to 

Longest cycle on some graph classes

Hamiltonian cycle/path on some graph classes
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Proposal of

Asynchronous Distributed 

Branch and Bound 

Atsushi Sasaki�, Tadashi Araragi�, 

Shigeru Masuyama�

�NTT Communication Science Laboratories, 

NTT Corporation, 

Kyoto, Japan

�Dept. of Knowledge-based Information Eng.,

Toyohashi University of Technology

Toyohashi, Japan

Outline

� Proposal of a new framework of 

asynchronous branch and bound to obtain 

optimal solutions for discrete optimization 

problems where each variable denotes a host, 

e.g., load balancing. 

� This framework is promising as it has more 

flexibility and robustness than conventional 

ones with some centralized control.  

Load Balancing

� Fundamental problem to affect the performance of 

distributed systems   

� NP-hard e.g., Multiprocessor Scheduling [Garey, 

Johnson 79], Mobile Agent Allocation [Sasaki et al 

05]

� Most conventional solution methods for discrete 

optimization are kinds of local search [Shiragi et al, 95]

� Further improvement from a local optimum is difficult

� Few studies focus on optimization

Desirable Properties

� Exact  optimal solution is obtained
from any state, non-optimal solution can be 

improved

� Fully  distributed control 

� Can be used as an approximation algorithm 
especially in a large-scale system

� Asynchronous operation

� Fault tolerance and adaptation to dynamic changes

� High performance

Conventional Branch and Bound under 

Distributed Environment
� Synchronous branch and bound [Yokoo, 01]

� Simulating the sequential branch and bound

� Assigning an agent to each variable  and execute just like sequential 

branch and bound

� Exactly one agent operates at a time (e.g., when  branching 

is executed) so that a unique branching tree is maintained 

� Distributed branch and bound[Barta et al, 02]

� Assigning each partial problem obtained by branching 

operation to a different host  (natural way in a distributed 

environment)

� Essentially the same as the parallel branch and bound 

An Example of Branching Tree in a 

Conventional Distributed Branch and Bound 

with Central Control

}{}{}2,1{ }{}2,1{}{ }2,1{}{}{

}{}2}{3,1{
}{}3,2}{1{

}3}{2}{1{
}2}{}{3,1{

}2}{3}{1{
}3,2}{}{1{

}{}1}{3,2{
}{}3,1}{2{

}3}{1}{2{
}2}{1}{3{

}2}{3,1{}{
}3,2}{1{}{

}1}{}{3,2{
}1}{3}{2{

}3,1}{}{2{
}1}{2}{3{

}1}{3,2{}{
}3,1}{2{}{

The case where both the number of tasks and that of hosts are 3.

Both of them  maintain a unique branching tree.
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Synchronous Distributed Branch and 

Bound

}{}{}2,1{ }{}2,1{}{ }2,1{}{}{

}{}2}{3,1{
}{}3,2}{1{

}3}{2}{1{
}2}{}{3,1{

}2}{3}{1{
}3,2}{}{1{

}{}1}{3,2{
}{}3,1}{2{

}3}{1}{2{
}2}{1}{3{

}2}{3,1{}{
}3,2}{1{}{

}1}{}{3,2{
}1}{3}{2{

}3,1}{}{2{
}1}{2}{3{

}1}{3,2{}{
}3,1}{2{}{

Agent 1

Agent 2

Agent 3

Both the number of tasks and that of hosts are 3.

Distributed Branch and Bound

}{}{}2,1{ }{}2,1{}{ }2,1{}{}{

}{}2}{3,1{
}{}3,2}{1{

}3}{2}{1{
}2}{}{3,1{

}2}{3}{1{
}3,2}{}{1{

}{}1}{3,2{
}{}3,1}{2{

}3}{1}{2{
}2}{1}{3{

}2}{3,1{}{
}3,2}{1{}{

}1}{}{3,2{
}1}{3}{2{

}3,1}{}{2{
}1}{2}{3{

}1}{3,2{}{
}3,1}{2{}{

Both the number of tasks and hosts are 3.

Host 2 Host 1 Host 3

Drawback of the Conventional 

Distributed Branch and Bound

� Fragile to fault and dynamic changes

� Essentially centralized control

� Difficult to apply to large-scale 

systems as an approximation 

algorithm

Strategy of Our Research

� Each host operates asynchronously and

cooperate to enumerate (implicitly) all the 

feasible solutions

� Each host processes only information relevant 

to the host

� Utilize the fact that the initial state is feasible

Definition of Geographical Optimization

otherwize

truez
z

ixixbqxxk

ixixcqxg

ixwpxf

xxkxgxfxxy

nxx

xxxx

xxy

j

jjjxxi

rj

rjjrxxi

j

jjii

iiii

ji

T

m

i
ix

jj

rj

0

:1
][

]][[),(

]][[)(

][)(

),()()(),(

1:

)(s.t.

),(maxMinimize

00

,

00

21

0

0

Notations for static  version of Mobile

Agent Allocation [Sasaki et al, 05]

x positions of agents described by host

ID

: initial positions of agents

y: finishing time 

f: CPU cost

p: CPU power of a host

w: load of an agent

g: communication cost between agents

q: communication speed of a link

c: communication amount between 

agents

k: migration cost of an agent

b: size of an agent at migration]

0x

Asynchronous Distributed Branch 

and Bound Asynchronous DBB)
(n=3,m=3)

terminated as

its lower bound >y0 {1}{2}{3}
feasible solution left when y0 unchanged

}3}{2}{1{

}3}{2}{1{

}3}{2}{1{

}3}{}{2,1{ }3,2}{}{1{

}{}2}{3,1{ }3,1}{2{}{

}3}{2,1{}{ }{}3,2}{1{

}3}{1}{2{ }2}{3}{1{

}{}{}3,2{

}1}{2}{3{}{}2,1}{3{ }1}{3,2{}{

}2,1{}{}{

}3,1}{}{2{
}2}{}{3,1{

}{}3,1}{2{ }2}{3,1{}{

}2}{1}{3{ }1}{3}{2{

Undirected edges denote those of the network and (1)(2) (3): initial state  

Only the combination with 

initial state is deleted.

Host 1 Host 3Host 2

Host 1 Host 2 Host 3

: a state with migration to an adjacent host
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Basic Operations of the Proposed 

Asynchronous Distributed Branch and 

Bound(Asynchronous DBB)

� Update of the incumbent value

� New value is spread in the system by flooding

� Branching Operation

� Generate a new state by combining at least two states

� Notify adjacent hosts of the state with migration

� Compute cooperatively the objective function of each state

� Bounding Operation

� Terminate a state from which no optimal solution is derived

� Notify adjacent hosts of the terminated state, if necessary 

State combination of variable values that is a candidate of a 
solution where migration is also considered

Messages used in the 

Asynchronous DBB
� Update of the incumbent value update(y�,a�)

� Branch operation

� Branch migrate(xj,s), local_improve(s,y�)

� Computation of objective function local_max(s,y�,a�),

local_max_fix(s,y�,a�)

� Bound operation bound(s,a�)

s:state represented by the difference from the initial 

state y� : objective function value of  s a�: host

from which the message was sent (source host of the 

message)

Outline of the Operation at initial state

� Incumbent value the current value of the 

objective function

� Generate a state where variables are migrated to 

adjacent hosts from the current hosts

� Notify adjacent hosts of the state s and variable xj

to be migrated using  message migrate(xj,s)

Other operations are triggered by some message

An Example of Operations at the 

Initial State

� The case where h1 adjacent host h2 has only variable 

x1

� Initialization of the incumbent value :y=y0 a=a0

� Generate a state where variable x1 is to be migrated to h2,  then 

send                                    to h2

� The generated state is put into I

Set S set of enumerated states at present

S has only     at the initial state. 

Set S� a terminated state whose descendants may yield a better 

value than the incumbent value at the initial state

),( 0

1 xxmigrate

0x

Operation when Update is

Received

� If the value v carried  by the message is smaller than 

the incumbent value z, update the incumbent value to 

v and send it to hosts other than the source of the 

message.

� If there is a state terminated by the update of the 

incumbent value, then bounding operation is executed.

� If v > z, then do nothing. 

� If v = z, then tie breaking is done according to ID of each 

host.

Operation when bound is

Received

� If the bound has been received previously, ignore it. 

� Remove the state attached to the message from S

� If further branching may yield  a good solution, then 

append the state to S�

� If migration of a variable from some other host becomes 

impossible by the removal of the state, then send bound  

to the host. 

� If the  attached state does not have migration, then 

send it to hosts excluding the source of the message.  
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Operation when Migrate is

received
� Generate a state where variables to be migrated are 

set in it and combine the state and states in S, S� to 
generate a new state.  enumeration

� Assign its objective function value to  v of the 
generated state. If v>z where z is the incumbent 
value, then terminate the state. 

� If the non-terminated generated  state has 
migration, then notify the destination of the 
migration by sending migration.

� If all the variables in the non-terminated generated 
state is fixed, then send local_max to compute its 
objective function value. 

Computation of the Objective 

Function Value
� local_max(s,y�,a�)

� Spread the object function value y of state  s at host 

� local_max_fix(s,y�,a�)

� Used for fixing the objective function value spread by the 
above operation. 

� The objective function value is fixed to y� when host      
receives this message from all the adjacent hosts. 

� Computation is done only at hosts that is changed from 
the initial state. 

� If this is not the case of        , then local_improve is sent to 

� Multicast, instead, can be applicable. 

host that gives the objective function value at the initial state. 

'ah

'ah

0ah
0ah

0ah

How to Obtain the Value of the 

Objective Function 

'ah

local_max(s,y�,a�)

local_max_fix(s,y�,a�)

Termination

� Terminate when no message is in the distributed 

system

incumbent values at different hosts are the same 

� A state which gives the incumbent value exists in 

S at some host the incumbent value is the 

optimal solution

S set of states currently enumerated

Correctness

� The incumbent value is integer and 

monotonically decreasing it reaches to the 

optimal value if enumeration is realized

� Enumeration excluding terminated states

realized by message migrate and message 

local_improve

Discussion on Properties and 

Future Prospects

� Approximation

� Combining some other approximation 
methods

� Coping with large-scale systems 

� Asynchronous operation

� Fault tolerance and flexibility for the 
dynamic change

� Efficiency
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Approximation

� The solution corresponding to the 

incumbent value provide an approximation  

solution as is the case of sequential branch 

and bound

� If migration costs are high, optimal solution 

may be obtained earlier.

Using Some Other Approximation 

Method to Obtain an Upper Bound 

� Introducing an upper bound computed by 

some approximation algorithm may helpful 

for cutting the branching tree

� Thus, developing an efficient distributed 

approximation algorithm may help

Coping with Large-scale Systems

� Seamless decomposition is realized  by 
restricting the length of movement for each 
variable.

� By this restriction the number of messages 
may be reduced drastically from 
O(m)

� However, the incumbent value should be 
carefully treated. 

Asynchronous Operation

� Proposed asynchronous DBB is highly 

asynchronous  as operations at each host are  

triggered by messages and relation among 

processing of different hosts are not strong. 

� This property may help improve the efficiency, e.g., 

by assigning priority of processing for each message

This is one of the important topics for future 

research

Fault Tolerance and Coping with 

dynamic change
� Asynchronous DBB can partialy cope with them. 

� Failure at a host where the objective function  at initial 
state is not maximal and different from the current 
incumbent value can be torelated

� Appending a new host

� Appending a  new variable only when the value of the 
objective function does not exceed the incumbent value).

� Other cases are left for future research

� Including the modeling issues, e.g., how to treat variables 
on the failure host

Efficiency

� Searching strategy used in sequential branch 
and bound cannot be straightforwardly 
applied to asynchronous DBB searching 
strategies fit for asynchronous DBB should 
be developed. 

� The number of messages and that of 
memories required is very large

� Some reduction method of messages and 
memories is required
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Conclusion

� A new framework of asynchronous 
distributed branch and bound (asynchronous 
DBB)  was  proposed.

� Asynchronous  DBB is promising from the 
viewpoint of fault tolerance and flexibility  

� This may become an infrastructure for 
future large-scale distributed system

Future Research Topics

� Considering fault tolerance and adaptaion to dynamic 
changes including modeling

� Considering how to improve efficiency

� Examination of detailed operations e.g.,  whether a message 
can be sent or not

e.g., message reduction

� Considering branching order

� Reduction of space complexity

� Considering good distributed approximation algorithm  
for obtaining upper bound

� Experiments for evaluation

� Coping with mixed integer programming
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Energy-Optimal Online Algorithms for

Broadcasting in Wireless Network

Shay Kutten

Hirotaka ono

David Peleg

Kunihiko Sadakane

Masafumi Yamashita

Outline

� Background

� Model

� Problems and Results

� Algorithms and Analyses

� Single Receiver Case

� Multiple Receivers Case

� Conclusion

Background

� Design energy-efficient online message 

broadcasting protocols in ad-hoc wireless 

networks

� energy-efficiency : 

� save the battery-resource

� online property: ad-hoc network

� non-static network

Problem

sender

� The sender does not know the distances to receivers 

� Broadcast a message to nearest n-1 hosts

� Receiving ack from the n-1 hosts

ack

Problem: Design

receiver

a good online algorithm

Problem

� Communication requires energy consumption.

� The energy consumption depends on

the distance between the sender and receivers.

(The distance is longer, the energy must be larger.)

� The sender/receiver have no distance information.

� s sends some message (e.g., beacon) to r.

with some energy consumption.

� If r receives the beacon, he needs to send �ack�

to s with the same amount of energy consumption.

Problem

Problem: Design

Energy: 20 (broadcast)

Energy: 20 (ack)

Energy: 20 (ack)

The total cost (energy) is

Broadcast ack

Energy: 20 (ack)

Energy: 20 (ack)Energy: 20 (ack)

Energy: 20 (ack)

a good online algorithm

(1 20) + (20 6 140
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Problem

Problem: Design

Energy: 5 (broadcast)

Energy: 20 (broadcast)

Energy: 5 (ack)

Energy: 20 (ack)

The total cost (energy) is

Broadcast ack

Energy: 20 (ack)

Energy: 20 (ack)Energy: 20 (ack)

Energy: 20 (ack)

a good online algorithm

(5+20)+(5 1 +20 5 130

an energy-efficient online algorithm

140

Model

� The attenuation of signal power is
where is the distance 
between and and 1 is 
the distance-power gradient. 

is the minimum power to decode a message. 

� The maximum distance to which a message can 
derivered from s is 

� Only a direct broadcast is allowed. 
(No multi-hop delivery is allowed.)

� Synchronous Communication 
(We can utilize a global clock and unique IDs of nodes )

� Collision-free and Failure-free

),(

~

tsd

P
P s
s

/1
)/( sP

Related Works

� Range Assignment Problem
� offline : The distances between any pair of hosts are 

given.

� Minimizing the total energy consumption
to broadcast a message to a set of recipients

� Constructing energy-efficient multicast tree
with several properties: 

� connectivity from a source, strong connectivity, 
small radius, and so on

�On the Complexity of Computing Minimum Energy Consumption 
Broadcast Subgraphs�, [CCPRV 2001]

�Power Consumption in Packet Radio Networks�, [KKKP 2000] 

Problems and Results

Algorithms and its Performance

� Minimize the total energy consumption

� Our model is �online�, i.e., no a-priori information. 

� Use competitive analysis: 

� The performance of algorithm A (competitive ratio) 
is

� cost* : the minimum value of the  total energy           
consumption with complete information

instance:
)(cost*

),cost(
sup I

I

IA

Problems and Results (1)

� Problem BA2 (Broadcast+Ack-2)

� one sender s and one receiver r

� s sends a message to r.

� r sends an ack to s after receiving the message.

�

� Theorem

s r
message

ack

22/3

The optimal competitive ratio of problem BA2

is

(No online algorithm whose competitive ratio is smaller than )22/3

dp 22*cost
*
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Problems and Results (2)

� Problem BAn (Broadcast+Ack-n)

� one sender s and  n-1 receivers, r1, r2, � ,rn-1

� s sends a message to r1, r2, � ,rn-1.

� Each r sends an ack to s after receiving the message.

s
d1

d2

d3

n1 receivers n2 receivers n3 receivers

ki

i nn
,..,1

1

Problems and Results (3)

Theorem

The optimal competitive ratio of problem 

BAn is . 22/3

Algorithms and Analyses

Generic Protocol (Algorithm)

Procedure 

2.while

do

if

Procedure 

2. while

do

if

/1

1
)/(P /1

2
)/(P

/1

3
)/(P

i =1

i =2

i =3

/1

3
)/(P

ack

The total cost (energy consumption) 

of the procedure is

J

J

i i ppA
1

)cost(

s

t

Single Receiver Case (1)

� Algorithm: DA[ ] (Doubling Algorithm) 

� In SendMessage, 
. and Set 

11 ii ppp

2

3

2

1

p

p

p

s

2

1 2 4
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Single Receiver Case (2)

� Proposition: 
DA[ ] algorithm achieves the competitive 
ratio is                   for problem BA2.

The value                 is minimized when                 ,

and it is               .  

1

)12(

1

)12(

2

1
1

2
2

3

Single Receiver Case (3)

� Theorem 

22/3

The optimal competitive ratio of problem BA2

is

Sketch of Proof:

1. Assume an optimal online algorithm with competitive ratio 

c 3/2+ 2 and its output, say �. 

2. From the competitive ratio property, we have the following

inequality,    

1

1

2

1
  ,

i

iiii

c
cxx

Sketch of Proof: (continued)

3. The parameter sequences      is a Cauchy sequence, 

so       converges to a real value   , and we have the 

following quadratic equation:

4. From the condition of the existence of      is 

5. The algorithm achieves the competitive ratio; 

i.e., it gives the upper bound.                                 

Q.E.D 

c
c

2

1

2
2

3
c

i

i

Multiple Receivers Case(0)

� Problem BAn (Broadcast+Ack-n)

� one sender s and  n-1 receivers, r1, r2, � ,rn-1

� s sends a message to r1, r2, � ,rn-1.

� Each r sends an ack to s after receiving the message.

� Offline case: 
A simple Dynamic Programming can solve this 
in liner time.  

s

d1 d2 d3

n1 receivers n2 receivers n3 receivers

Multiple Receivers Case (1)

Consider a simple special case:

� Problem UBAn (Broadcast+Ack-n)

� one sender s and  n-1 receivers, r1, r2, � ,rn-1 

all at the same distance d from s. 

� s sends a message to r1, r2, � ,rn-1.

� Each r sends an ack to s after receiving the message.

s

n-1 receivers

d

Multiple Receivers Case (2)

� Proposition

� Theorem

nn

12
1

The optimal competitive ratio of problem UBAn

is

The previous proofs can be extended to this case. 

n

1
1

The competitive ratio of DA[ ] algorithm 

fixing                  , for UBAn is at most 
nn

12
1
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Procedure DDA

2.while

do

Dynamic Doubling Algorithm

k
k

1
1

To solve the general case, we propose 

the following online algorithm: 

Results of Multiple Receivers (1)

Theorem

The optimal competitive ratio of problem 

BAn is . 22/3

Sketch of Proof:

� Lower bound : Consider the following situation (instance): 

s

1 receiver

n-2 receivers

This dominates the total energy consumption.

Sketch of Proof:

� Upper bound : DDA algorithm achieves the 

competitive ratio                .

1. The problem instance can be considered

the union of                and                        . 

2. In the             part, DDA algorithm achieves 

competitive ratio

3. By applying this discussion repeatedly, 

the competitive ratio of each part is 

at most                  , so in total the competitive

ratio is               .  

Q.E.D

22/3

2
2

312
1

11
nn

1
UBAn )(

1
nnBA

1
UBAn

22/3

22/3

Conclusion

� Direct broadcast on online setting

� Single receiver and multiple receivers

� Energy-optimal online algorithms

� doubling algorithm and 

dynamic doubling algorithm

� The optimal competitive ratios are 

both 22/3

Future Work

� Not only energy-efficient 

but also time-efficient online algorithm

� Considering failure, collision, and so on
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Ultimate Implementation and Analysis Ultimate Implementation and Analysis 
of the AMO Algorithm of the AMO Algorithm 
for Approximate Pricingfor Approximate Pricing
of Europeanof European--Asian OptionsAsian Options

Akiyoshi ShiouraAkiyoshi Shioura
(Tohoku University)(Tohoku University)

joint work with T. Tokuyamajoint work with T. Tokuyama

SummarySummary of This Talkof This Talk

option：typical financial derivative

pricing European-Asian optionon binomial model

--- difficult to compute accurately

⇒ a pproxim ation 

Aingworth, Motwani & Oldham (SODA00) 

time: O(kn2),     absolute error O(nX/k)

Our Algorithm: 

time: O(kn2),     absolute error O(X/k)

n, X: problem parameters, k: time-error tradeoff param. 

OptionOption

option: right to sell (or buy) 
some financial asset (e.g., stock)
at some point in the future ( expiration date)
for a specified price (strike price) 

gain more benefit by investment
hedge risk from the fluctuation of stock price

Payoff of OptionPayoff of Option

Payoff of European Option:

(S ‒X)+ ＝max{S ‒ X, 0}

（Ｓ：stock price at expiration date,   Ｘ：strike price）

stock price goes up to $220 at the year-end
⇒exercise option to buy the stock at $200
⇒sell it for $220 ⇒ gain $20（payoff)

stock price goes down to $170
⇒do not exercise option ⇒ payoff= $0

Example: option to buy a stock of Google Inc. 
at the year-end at $200

EuropeanEuropean--Asian OptionAsian Option
payoff of European-Asian option

depends on average of stock price A
duringwhole period

payoff:(A ‒X)+ ＝max{A ‒ X, 0}

strike 
price Ｘ

time

S: stock price

A: average of 
stock price

(S-X)+ = 0

(A-X)+ > 0

safe against fluctuation of stock price

Computation of Option PriceComputation of Option Price

Our model: binomial model(discrete model)
proposed by Cox, Ross & Rubinstein (1979)
representstock price movement                      
by a binomial tree
can compute exact option priceby ＤＰ

priceof option = discountedexpected value of payoff 
--- need to model the movement of stock price 
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Binomial ModelBinomial Model

a path P=(S0, S 1, S 2, ..., Sn) from the root to 
a leaf represents the movement of stock price

payoff of European-Asian option = 

init. stock 
price Ｓ

uＳ

dＳ

d2Ｓ

u2Ｓ

udＳ

price goes up 
to uS

with prob. p

0th period
S0

1st period
S1

n-th period
（expiration date）

Sn

price goes down
to dS

with prob. 1-p

2nd period
S2

ud = 1

X
n

Sn

i i

1
0

Our ProblemOur Problem

payoff is dependenton the path P=(S0, S 1, S 2, ..., Sn)
（path-dependent option）

payoff is nonlinear w.r.t. the running total ∑iSi
⇒ need enumeration of all the paths
⇒ exponential time
computation of the price of path-dependent option
is #P-hard

compute the expected payoff 
of European-Asian option 
on the binomial model

X
n

S
E

n

i i

1
0

Approximation Algorithms Approximation Algorithms 
for Pricing Europeanfor Pricing European--Asian OptionAsian Option

Monte Carlo Method
based on path sampling
error bound depends on the volatility of stock price

Other methods
based on heuristics
no theoretical error bound

AMO Algorithm and its VariantsAMO Algorithm and its Variants

（n：depth of binomial tree, X: strike price, k: positive integer）

Aingworth, Motwani 
& Oldham (2000)

time: O(kn2)
abs. err.: O(nX/k)
DP + bucketing  

Ohta, Sadakane, 
Shioura & Tokuyama
(2002)
abs. err.:

randomization

Shioura & Tokuyama 
(2004)
abs. err.: 

use both ideas

Dai, Huang & Lyuu 
(2002)
abs. err.:

adjust # of buckets

k
Xn

O

k
Xn 4

1

O

k
X

O

n disappears!

Our Result

independent 
of volatility

(267, 1/4)

100

150

225

67

44

100

338

150

67

30

(250, 1/2)

(167, 1/2)

(475, 1/4)

(350, 1/4)

(211, 1/4)

(100, 1)

prob. 0.5
u=1.5

prob. 0.5
d=0.67

(813, 1/8)

(625, 1/8)

(500, 1/8)
(417, 1/8)

(417, 1/8)

(334, 1/8)
(278, 1/8)

(241, 1/8)

Exact Algorithm by DPExact Algorithm by DP
at each node of binomial tree, compute
all possible running subtotals

& their probabilities

t

i iS
0

# of running subtotals can be exponential
⇒ approximate running subtotals by bucketing

AMO Algorithm (1)AMO Algorithm (1)

(310, 0.05)400
300

(80, 0.05)
(30, 0.01)

(170, 0.10)
(150, 0.10)
(110, 0.10)

(205, 0.15)
(240, 0.12)
(285, 0.20)

running subtotal
& probability

100
0

200

100

300

200

interval round up 
running subtotals

&
sum up 

probabilities
in each bucket

(100, 0.06)

(200, 0.30)

(300, 0.47)

(400, 0.05)

100
0

200
100

300
200

400
300
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k: # of buckets at each node
⇒ error bound ≦ max. value of running subtotal/k

running subtotal            is ≧ (n+1)X
at the t-th period

option will be exercised at the expiration date
conditional expectation of the payoff 

can be computed easily

⇒ error bound of AMO algorithm = (n+1) X/k

AMO Algorithm (2)AMO Algorithm (2)

t

i iS
0

Algorithm Algorithm byby Dai et al. (2002)Dai et al. (2002)

(0,0)

(1,0)

(2,0)

(1,1)

(2,2)

(2,1)

AMO algorithm ： use the same number k
of buckets at each node

error bound 
n

i

i

j ij

ji
k
X

0 0

),(

k

k

k

k

k

k
k00

k11

k10

k22

k21

k20

set the number of buckets k ij

at the node (i, j) flexibly

probability of 
reaching node (i , j)

error bound k
Xn

O

adjust # of buckets k ij
to minimize error bound 
under the condition ∑kij= kn

2

Algorithm Algorithm byby Ohta et Ohta et al. (2002)al. (2002)

(170, 0.30)
(150, 0.10)
(110, 0.20)

running subtotal & 
probability

200

100

interval

(170, 0.60) 

(150, 0.60) 

(110, 0.60) prob. 1/3

prop. 1/2

prob. 1/6

AMO algorithm ：approximate running subtotals
in a bucket by rounding-up

(200, 0.60) 
choose a running subtotal randomly

as approximate value

regard the behavior of randomized algorithm

as stochastic process⇒ Martingale

expectation of the error by random choice

of running totals at a node = 0

⇒ apply Azuma’s inequality (1967)

Analysis of Ohta et al. (2002)Analysis of Ohta et al. (2002)

y)probabilit high (withObounderror 
k
Xn 4

1

analysis is difficult

adjust # of buckets k ij

to minimize error bound 
under the condition ∑kij= kn

2

Our AlgorithmOur Algorithm

2

1 0

n

i

i

j ijk
jiX ),(

Oerror bound

error bound
k
X

O

analysis is quite easy!

set the number of buckets k ij

at node (i, j) flexibly
random choice of running subtotal

Open ProblemsOpen Problems
derandomization of our algorithm with the same 
error bound
approximation of American-Asian option
analysis of error bound compared to exact price
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On Computing all Abductive Explanations 

from a Propositional Horn Theory

Kaz Makino 
(Graduate School of Engineering Science, Osaka Univ.)

Joint work with Thomas Eiter
(Technische Universitat Wien)

..

Outline

1. 3 reasoning mechanisms

2. Abduction from Horn theories 

3.  Generating abductive explanations from 

Horn theories

4. Model-based representation for Horn 

theories

Deduction: fact      knowledge base         ?

Induction:  fact                  ? observation 

Abduction:   ? knowledge base       observation 

3 Reasoning Mechanisms

Fact: battery is down

knowledge: if the battery is down, the car will not start

�����������

Deduction

The car will not start

Deduction: fact      knowledge base         ?

Induction:  fact                  ? observation 

Abduction:   ? knowledge base       observation 

3 Reasoning Mechanisms

Induction

Rule: if the battery is down, the car will not start 

Fact: battery is down

Observation: The car will not start

Deduction: fact      knowledge base         ?

Induction:  fact                  ? observation 

Abduction:   ? knowledge base       observation 

3 Reasoning Mechanisms

Abduction

Fact: battery is down

knowledge: if the battery is down, the car will not start

�����������

Observation: The car will not start

Abduction (formulated by C.S. Peirce 31- 58)

Basis for

Truth Maintenance Systems (TMS, ATMS)

Clause management Systems (CMS)

Diagnosis

Database Update, ...

Widely used in Computer Science and AI
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Propositional Horn Knowledge Base

Propositional variables: 

CNF (conjunctive normal form):  E.g.,

Horn CNF: at most 1 positive literal in each clause

Knowledge 

Propositional Horn Knowledge Base

Horn CNF: at most 1 positive literal in each clause

Horn rule:

Horn clause:

(antecedent/consequent: may be empty)

Core language in AI and logic programming

Horn CNF representation is not unique

E.g., 

Explanations

: a propositional variable

: a Horn CNF 

(1)

(2) s.t.

(1)

(2)                is satisfiable

An explanation for     from    : a minimal set      s.t. 

:                 implies                 for all 

Explanations

: a propositional variable

: a Horn CNF 

(1)

(2)                is satisfiable

An explanation for     from    : a minimal set      s.t. 

Abduction:   ? knowledge base       observation

E.g.,  Explanations for      from 

: trivial explanation for

(1)

(2)                is satisfiable

Well-known: 

Finding a nontrivial explanation     is poly. time. 

Finding an explanation               is NP-hard. 

(Selman & Levesque '90)
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Abduction:   ? knowledge base       observation

: if the battery is down, the car will not start

if the gas tank is empty, the car will not start 

�����������

: The car will not start

: {battery is down} , �

Car diagnosis

{gas tank is empty}

1. Generate all possible explanations 

2. Find a real one from them

Can we generate all (poly. many) explanations 

efficiently ?

Eiter & Makino (2002) disproved it

Conjecture by Selman & Levesque ('90)

Generating          explanations is NP-hard, 

even if there are only few explanations overall. 

Note: Exponentially many explanations might exist. 

explanations

Complexity of generating problem

start � � halt

P delay

Output P
Slow

Fast

Incremental P

Prime implicate    of

Ex.

(1)

(2)                is satisfiable

Explanation minimal      s.t. 

nontrivial explanation for

prime implicate containing 

Explanations and prime implicates How to generate all prime implicates

resolvent

E.g., resolvent of
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Procedure Resolution

Input: A CNF                       representing

Output: All prime implicates of

Step 1:

Step 2: Repeat (s) simplification and (r) resolution.

(s) Remove    from    if               s.t.

(r) Add a resolvent of two clauses in

Step 3: Output all clauses in

Ex.

[Blake ('37), Brown ('68), Quine ('55), Samson-mills ('54)]

Resolution procedure generates all prime implicates.

There is no output P algorithm for generating 

all prime implicates, unless P=NP.

Even if     is Horn, resolution procedure 

may require exponential time.

Procedure Resolution

Input: A CNF                       representing

Output: All prime implicates of

Step 1:

Step 2: Repeat (s) simplification and (r) resolution.

(s) Remove    from    if               s.t.

(r) Add a resolvent of two clauses            in

Step 3: Output all clauses in

(1) Input resolution:

(2) Add a prime implicate      s.t.

(3) Output      in (r)  immediately,  if      is new.

[Boros, Crama, Hammer ('90)]

If      is Horn, then input-resolution procedure 

generates all prime implicates in incremental

P time. 

nontrivial explanation for

prime implicate containing 

Procedure Resolution

Input: A CNF                       representing

Output: All prime implicates of

Step 1:

Step 2: Repeat (s) simplification and (r) resolution.

(s) Remove    from    if               s.t.

(r) Add a resolvent of two clauses            in

Step 3: Output all clauses in

(1) Input resolution:

(2) Add a prime implicate      s.t.

(3) Output      in (r)  immediately,  if      is new.

(4)

[Eiter, Makino (2002, 2003)]

All explanations for    from a Horn CNF can 

be computed with  P delay.

P many explanations for     from a Horn CNF

can be computed in (input) P time. 

Sketch:
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nontrivial explanation for a negative literal

prime implicate containing 

Explanations for a negative literal
Procedure Resolution

Input: A CNF                       representing

Output: All prime implicates of

Step 1:

Step 2: Repeat (s) simplification and (r) resolution.

(s) Remove    from    if               s.t.

(r) Add a resolvent of two clauses            in

Step 3: Output all clauses in

(1) Input resolution:

(2) Add a prime implicate      s.t.

(3) Output      in (r)  immediately,  if      is new.

(4)

All explanations for     from an acyclic Horn CNF 

can be computed in incremental  P time.

[Eiter, Makino (2003)]  

Explanations for a negative literal

[Eiter, Makino (2003)]

There exists no output P algorithm for generating all 

explanations for     from a Horn CNF, unless P=NP.

[Eiter, Makino (2003)]

Our resolution procedure does not generate all 

explanations for     from a Horn CNF.

Summary

Knowlege

Horn CNF                  P delay              no output P

Acyclic Horn CNF      P delay            incremental P 

Characteristic set       MDual MDual

Explanations 

query query

Knowlege

Horn CNF                   coNPc coNPc

Acyclic Horn CNF       coNPc coNPc

Characteristic set       MDual MDual

Explanations 

query query

Model-based reasoning

Deduction

E.g.,

All models                      satisfy 

does not satisfy 

large inefficient

[P. N. Johnson-Laird ('83)]. 

Humans typically argue by just looking at 

some examples. 

Of course, incorrect ! 

Some models                       satisfy

conclude               otherwise,
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intersection of

E.g.,

Horn CNF:  syntactic characterization

[McKinsey ('43)]

a Horn function

is closed under

Semantic, model theoretic characterization

Model-based representation of  a Horn function

for maximal model
Relational Database: generating set

E.g.,

Intersection closure

Characteristic set

Horn CNFs

Finding a nontrivial explanation     is poly. time. 

Finding an explanation               is NP-hard. 

Given  Characteristic set

Dedution:  poly. time

Finding a nontrivial explanation     is poly. time. 

Finding an explanation               is poly. time.  

Summary

Knowlege

Horn CNF                  P delay              no output P

Acyclic Horn CNF      P delay            incremental P 

Characteristic set       MDual MDual

Explanations 

query query

Knowlege

Horn CNF                   coNPc coNPc

Acyclic Horn CNF       coNPc coNPc

Characteristic set       MDual MDual

Explanations 

query query

Monotone Dualization

Output Prime DNF     of 

Ex.

Input: A CNF     of (a monotone function)

Monotone Dualization

Output Prime DNF     of 

Input: A CNF     of (a monotone function)

Many P equivalent problems

– 500 –



Polynomial OPEN

Bioch, Boros, Crama, Domingo, Eiter, 

Elbassioni, Fredman, Gaur, Gogic,Gottlob, 

Gunopulos, Gurvich, Hammer, Ibaraki, 

Johnson, Kameda, Kavvadias, Khachiyan, 

Khardon, Kogan, Krishnamurti,  Lawler, 

Lenstra, Lovasz, Mannila, Mishra, 

Papadimitriou, Pitt, Rinnoy Kan, Sideri, 

Stavropoulos, Tamaki, Toinonen, Uno, 

Yannakakis, ...

Polynomial OPEN

.  , 

III, ,

pp. 1--33, 1994.  Toshihide Ibaraki

Johnson. Open and closed problems in NP-completeness. 

Lecture given at the International School of Mathematics 

``G. Stampacchia'': Summer School ``NP-Completeness:

The First 20 Years'', Erice, Italy, June 20-27, 1991.

Lovasz. Combinatorial optimization: Some problems 

and trends, DIMACS Technical Report 92-53, 1992.

Papadimitriou. NP-completeness: A retrospective,

In: Proc. 24th International Colloquium on Automata, 

Languages and Programming (ICALP), pp.2--6, 

Springer LNCS 1256, 1997.

Mannila. Local and Global Methods in Data Mining: 

Basic Techniques and Open Problems In: Proc. 29th 

ICALP, pp.57--68, Springer LNCS 2380, 2002.

Eiter, Gottlob. Hypergraph Transversal Computation 

and Related Problems in Logic and AI, In: Proc. European 

Conference on Logics in Artificial Intelligence (JELIA), 

pp. 549-564,  Springer LNCS 2224,  2002

Best known

[Fredman, Khachiyan, 94]

time where

[Eiter, Gottlob, Makino, 02]

guessed bits

Summary

Knowlege

Horn CNF                  P delay              no output P

Acyclic Horn CNF      P delay            incremental P 

Characteristic set       MDual MDual

Explanations 

query query

Knowlege

Horn CNF                   coNPc coNPc

Acyclic Horn CNF       coNPc coNPc

Characteristic set       MDual MDual

Explanations 

query query

Explanations 

Knowlege general   DNF   CNF      pos    Horn   general   pos  neg general

Horn CNF coNPc nOP coNPc Pd    coNPc coNPc Pd   nOP nOP

coNPc nOP coNPc nOP MD       nOP MD  nOP nOP

Explanations 
query

clause term

Knowlege general   DNF   CNF      pos    Horn   general   pos  neg general

Horn CNF coNPc coNPc coNPc

coNPc nOP MD     nOP MD coNPc coNPc

query
clause term

nOP: no Output P,  Pd: P delay,  MD:  Monotone Dual

– 501 –



1. Abductive Inference

2. Monotone Dualization

3. Horn Transformation

4. Vertex Enumeration

Open Problems 

Conclusion

Generating abductive explanations from 

Horn CNFs

Practical side

High order logic, non-Horn case.
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Procedure Resolution

Input: A CNF                       representing

Output: All prime implicates of

Step 1:

Step 2: Repeat (s) simplification and (r) resolution.

(s) Remove    from    if               s.t.

(r) Add a resolvent of two clauses            in

Step 3: Output all clauses in

(1) Input resolution:

(2) Add a prime implicate      s.t.

(3) Output      in (r)  immediately,  if      is new.

(4)

All explanations can be generated by the 

input resolution procedure

No negative clause

if     is definite Horn

:CNF consisting of all prime implicates

:CNF consisting of all prime implicates generated so far

prime

: irredundant (                                          )Note

:CNF consisting of all prime implicates

:CNF consisting of all prime implicates generated so far

a contradiction. 

Horn clause

From

or
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Metric Labeling: Upper and Lower Bounds

SEFFI NAOR

COMPUTER SCIENCE DEPT.
TECHNION

HAIFA, ISRAEL

Based on Joint Work with:
CHANDRA CHEKURI, JULIA CHUZHOY, SANJEEV KHANNA, ROY SCHWARTZ, AND

LEONID ZOSIN.

Metric Labeling: The Problem

• Input:

– Undirected graph G with edge weights w(u; v).
– A set L of k labels equipped with a metric d.
– Cost function c : V (G) × L → R.

• Goal: An assignment f : V (G) → L (or a labeling of V (G)).

• Objective Function: minimize
∑

u∈V (G)

c(u; f(u))

︸ ︷︷ ︸

+
∑

u;v

w(u; v)d(f(u); f(v))

︸ ︷︷ ︸

Labeling Cost Separation Cost

1

Example

G

G

L

2

Combinatorial Optimization: Related Problems

• Multiway Cut:

– Set of terminals t1; : : : ; tk.
– Find minimum cut separating the terminals.
– Special case of ML: uniform metric and no assignment cost.

• 0-Extension:

– Same as multiway cut except that metric is arbitrary:
penalty of cut edge depends on terminals that endpoints belong to.

– Special case of ML.

• Quadratic Assignment: dropping the bijective property in QA yields
metric labeling.

3

Motivation

• Clean and general abstraction of classification problems [Kleinberg
and Tardos, 1999].

• Links to Markov random fields and their applications.

• Specific applications to image processing and analysis.

• Generalization of well known optimization problems.

4

Do assignment costs matter?

The (0;∞)-Extension Problem:

c(u; i) ∈ {0;∞} for all u ∈ V (G); 1 ≤ i ≤ k.

• Approximation preserving reduction from metric labeling with
arbitrary assignment costs to (0;∞)-extension.

• Reduction preserves label set, but changes graph (in a simple way).

Theorem. [Chuzhoy 2001] If there is a f(n; k)-approximation algorithm
for (0;∞)-extension, then there is a f(n+nk; k)-approximation algorithm
for general metric labeling.

5
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Relaxation: Embedding in a Simplex

[Chekuri, Khanna, N., Zosin, 2001]

• For each v ∈ V : v 7−→ (x(v; 1); x(v; 2); : : : x(v; k)), where

k∑

i=1

x(v; i) = 1

Vertex v is mapped into a probability distribution over the label set.

6

• Distance between u and v defined by Earthmover Metric -
solution to a transportation problem between (u; 1); : : : (u; k) and
(v; 1); : : : ; (v; k) with respect to label metric d.

dEM(u; v) =
∑

i;j

d(i; j) · x(u; i; v; j)

x(u; i; v; j) - flow on edge ((u; i); (v; j))

0.5

0.3

0.2
x(v)x(u)

0.6
0.1

0.3

0.1

0.5

0.4

H(u,v)

7

Linear Program: Computing the Embedding

• Result: Embedding in a simplex where distances are defined by an
earthmover metric (and not `1).

• Objective Function: Minimize

∑

u∈V

k∑

i=1

c(u; i) · x(u; i)

︸ ︷︷ ︸

+
∑

(u;v)∈E

w(u; v)
∑

1≤i;j≤k

d(i; j) · x(u; i; v; j)

︸ ︷︷ ︸

labeling cost separation cost

8

Constraints

k∑

i=1

x(u; i) = 1 ∀ u ∈ V

k∑

j=1

x(u; i; v; j) − x(u; i) = 0 ∀ u; v ∈ V; i ∈ 1; : : : ; k

x(u; i; v; j) − x(v; j; u; i) = 0 ∀ u; v ∈ V , i; j ∈ 1; : : : ; k

x(u; i); x(u; i; v; j) ≥ 0

9

Uniform Metric

• For any i 6= j, d(i; j) = 1.

• What does the earthmover solution look like? for edge (u; v):

x(u; i; v; i) = min{x(u; i); x(v; i)}

• Thus,

dEM(u; v) =
∑

i;j

d(i; j)x(u; i; v; j) ≥ 1

2
·

k∑

i=1

|x(u; i) − x(v; i)|

10

Uniform Metric: Rounding Algorithm

Rounding an LP solution. [Kleinberg and Tardos, 1999].

Idea: Random choices should be correlated.

Algorithm: repeat until all vertices are labeled.

1. pick i at random from {1; 2; : : : ; k}.

2. pick θ at random from the interval [0; 1].

3. label an unlabeled vertex u with i iff θ ≤ x(u; i).

11
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Uniform Metric: Integrality Gap

Observation: Probability of assigning i to u is exactly x(u; i).

Lemma: Probability that u and v get different labels is at most

k∑

i=1

|x(u; i) − x(v; i)|

Recall: dEM(u; v) ≥ 1
2 ·

∑k
i=1 |x(u; i) − x(v; i)|

Theorem: For a uniform metric, integrality gap ≤ 2.

Open Question: Can the 2-approximation be improved?

12

General Metrics

• Solve the simplex embedding LP.

• Approximate the fractional solution to the LP by a deterministic HST
metric losing a factor of O(log k).

• The integrality gap on an HST tree is O(1).

• Yielding an O(log k)-approximation for general metrics [Kleinberg
and Tardos, 1999].

13

Linear Metric

Rounding of LP solution:

• Assume w.l.o.g. labels are integers 1; 2; : : : ; k.

• For each vertex u, define α(u; i) =

i∑

j=1

x(u; j).

• Pick θ uniformly at random from [0; 1].

• L(u) = i iff α(u; i − 1) < θ ≤ α(u; i).

• All vertices get a label since α(u; k) = 1.

14

Lemma 1: dEM(u; v) ≥
k∑

i=1

|α(u; i) − α(v; i)|.

Flow is uncrossing

v

ui

Flow crossing i is exactly |α(u; i)−α(v; i)|. 2

15

Analysis

Lemma 1: dEM(u; v) ≥
k∑

i=1

|α(u; i) − α(v; i)|:

Lemma 2: E [d((L(u); L(v))] =

k∑

i=1

|α(u; i) − α(v; i)|:

⇓

Theorem: The integrality gap of the LP for the line metric is 1.

16

Convex functions on the line

• d(i; j) = f(|i − j|) where f is convex and increasing.

• d is a metric iff f is linear.

• The linear programming formulation is useful for convex f .

• Integrality gap is 1 since flow is uncrossing.

17
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Truncated Linear Metric

• d(i; j) = min{M; |i − j|}.

• Applications to image processing.

• Generalizes uniform and linear metrics and is NP-hard.

• 2 +
√

2 ' 3:414-approximation by generalizing the linear algorithm.
[Chekuri, Khanna, N., Zosin, 2001]

• Open Question: Improve the approximation factor.

18

Truncated Quadratic Distance

• d(i; j) = min{(i − j)2; M}. Not a metric!

• Useful function for vision applications.

• O(
√

M)-approximation easy.

• Open Questions:

– NP-hard?
– LP gap?
– O(1) approximation?

19

0-Extension Problem

• Input:

– Graph G with edge weights w(u; v).
– T ⊂ V (G) - Set of k terminals.
– d - Metric on T .

• Solution: Partitioning of the graph, s.t. each terminal is in a different
connected component.

– t(v) - terminal in connected component of v.

• Objective: minimize
∑

(u;v)∈E(G)

w(u; v) · d(t(u); t(v)).

20

0-Extension Problem: Open Questions

• Is 0-extension easier than (0;∞)-extension?

• I.e., if each non-terminal vertex can be labeled for free, does that
make the metric labeling problem easier?

• Best approximation factor known: O
(

log k
log log k

)

[FHRT] for general

metrics (improving a previous factor of O(log k) [CKR]).

21

Balanced Metric Labeling

• Input: Metric labeling instance.

• Additional constraint:

Each label can be assigned to at most ` vertices.

[N., Schwartz, STOC 2005]

22

Motivation

• Minimum weight k-way balanced partitioning:

– Each part contains at most 2n/k vertices.
– Minimizing weight of edge cuts.

• Special case of balanced metric labeling:

– Label is equivalent to a Part.
– ` ≤ 2n/k.
– Uniform metric.

23
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Motivation (contd.)

• What if each vertex can only be labeled by a subset of the labels?

– The balanced {0;∞}-extension problem.

• Application: Clustering Base Transceiver Stations in GSM networks:

– Weighted graph on the BTS-s: traffic 7→ edge weight.
– Each cluster is controlled by a Base Station Controller (= label).
– Base Station Controller have bounded capacity.
– Each BTS can only be assigned to a subset of the BSC-s.

• Graph arrangement problems:

– E.g., linear-arrangement: linear metric and capacity = 1.

24

Balanced Uniform Metric Labeling - Difficulties

• Bounding the number of vertices assigned to each label?

– Not obvious in the methods developed for uncapacitated uniform
metric labeling, e.g., the Kleinberg-Tardos algorithm.

• Incorporating label assignment costs?

– Not obvious in the techniques developed for approximating graph
partitioning problems ([LR], [ENRS], and [ARV]).

– For example, there may not always exist a label that can be
assigned to all vertices in a single cluster of the partition.

25

Spreading Constraints

• Very useful for approximating graph partitioning problems.

• Example: ∀S ⊆ V; ∀u ∈ S:
∑

v∈S

d(u; v) ≥ |S| − `:

• For large subsets S, there is a radius guarantee:

∃v ∈ S : d(u; v) ≥ 1 − `

|S|

• Radius guarantee ⇒ Ball growing techniques can be applied.

26

The Relaxation

• Embedding in a k-dimensional simplex.

• Spreading constraints.

• Capacity constraints:

∀ label j :
∑

v∈V

x(v; j) ≤ `

• Closeness constraints.

27

The Relaxation: Closeness Constraints

• Closeness of u and v wrt label j: cj(u; v) ≤ x(u; j); x(v; j).

• Variation distance: ∀u; v,

d(u; v) = 1 −
∑

j∈L

cj(u; v)

• Triangle inequality: ∀u; v; w ∈ V ,

∑

j

∣
∣cj(u; v) − cj(u; w)

∣
∣ ≤ 1 −

∑

j

cj(v; w)

28

The Approximation Algorithm

• Overview: A combination of randomized metric decomposition and
label assignment techniques.

• Initial Labeling: Each vertex v is assigned a root labeling,
f∗ : V → L, satisfying:

Pr[f∗(v) = j] = x(v; j) ; ∀v ∈ V; ∀ label j:

• Iteratively: Each vertex, in its turn, is a root and labels a subset of
the unlabeled vertices.

29

– 508 –



Radius and Label Tests

• Current root: Vertex u.

• Radius test:

– Choose radius R from the distribution:

fR(r) =

(
n

n − 1

)

· 1 + ε

ε
· ln n · n−r·1+ε

ε ; r ∈
[

0;
ε

1 + ε

]

– Define a ball of radius R, with respect to metric d, around root
vertex u:

{x | d(u; x) ≤ R}

30

Radius and Label Tests (contd.)

• Label Test:

– Choose uniformly in random α ∈ [0; x(u; f∗(u))].
– Define vertices close to the root u with respect to root label f∗(u):

{
x | cf∗(u)(u; x) ≥ α

}

• Labeling: All unlabeled vertices that pass both radius and label tests
receive label f∗(u)).

31

Approximation Algorithm: Summary

• For each u ∈ V , iteratively:

– Apply radius and label test.

• Output labeling.

Theorem: Upon termination, all vertices are labeled.

Proof: Each vertex passes the radius and label tests when it becomes
the root vertex.

32

The Approximation Algorithm - Example

u1

u2 u5

u6

u3

u4

L = {Red; Blue; Green}

33

The Approximation Algorithm - Example

u1

u2 u5

u6

u3

u4

L = {Red; Blue; Green}

34

The Approximation Algorithm - Example

L = {Red; Blue; Green}

R1

u1

u3
u2

u6

u4

u5

35
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The Approximation Algorithm - Example

L = {Red; Blue; Green}

R1

u1

u3
u2

u6

u4

u5

36

The Approximation Algorithm - Example

L = {Red; Blue; Green}

u1

u3
u2

u6

u4

u5

37

The Approximation Algorithm - Example

L = {Red; Blue; Green}

u1

u3
u2

u6

u4

u5R2

38

The Approximation Algorithm - Example

L = {Red; Blue; Green}

u1

u3
u2

u6

u4

u5R2

39

The Approximation Algorithm - Example

L = {Red; Blue; Green}

u1

u3
u2

u6

u4

u5

40

The Approximation Algorithm - Example

L = {Red; Blue; Green}

u1

u3
u2

u6

u4

u5

R3

41
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The Approximation Algorithm - Example

L = {Red; Blue; Green}

u1

u3
u2

u6

u4

u5

R3

42

The Approximation Algorithm - Example

L = {Red; Blue; Green}

u1

u3
u2

u6

u4

u5

43

The Approximation Algorithm - Example

L = {Red; Blue; Green}

u1

u3
u2

u6

u4

u5

R4

44

The Approximation Algorithm - Example

L = {Red; Blue; Green}

u1

u3
u2

u6

u4

u5

R4

45

The Approximation Algorithm - Example

L = {Red; Blue; Green}

u1

u3
u2

u6

u4

u5

46

The Approximation Algorithm - Example

L = {Red; Blue; Green}

u1

u3
u2

u6

u4

u5R5

47
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The Approximation Algorithm - Example

L = {Red; Blue; Green}

u1

u3
u2

u6

u4

u5R5

48

The Approximation Algorithm - Example

L = {Red; Blue; Green}

u1

u3
u2

u6

u4

u5

49

The Approximation Algorithm - Example

L = {Red; Blue; Green}

u1

u3
u2

u6

u4

u5
R6

50

The Approximation Algorithm - Example

L = {Red; Blue; Green}

u1

u3
u2

u6

u4

u5
R6

51

The Approximation Algorithm - Example

L = {Red; Blue; Green}

u1

u3
u2

u6

u4

u5

52

The Approximation Algorithm - Example

L = {Red; Blue; Green}

u1

u3
u2

u6

u4

u5

53
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Analysis

• Difficulty:

– Capacity: Easy to bound the number of vertices assigned to a label
with independent random labels.

– Vertex separation costs: If the labels chosen for the vertices are
dependent [KT], cost of vertex separation is bounded.

54

Analysis (contd.)

• Main Ingredient: The algorithm balances the dependencies
between the labels assigned to the vertices.

– Label of a vertex depends on only a limited number of other labels:
Labels of vertices that are far from each other are independent.

– Spreading constraints: not too many vertices are close.

– Number of vertices assigned to each label is bounded via a new
inequality of Janson for tail bounds of (partly) dependent random
variables.

– Separation cost is bounded.

55

Approximation Factor

• Bicriteria approximation factor: For any 0 < ε < 1,

– O
(
ln n
ε

)
-approximation to the solution cost.

– min
{

O(ln k)
1−ε ; ` + 1

}

(1 + ε) ` vertices are assigned to each label.

• For ` = O(1) or k = O(1), capacity is violated by a constant
multiplicative deviation.

• Compare with balanced k-way partitioning:

Either (O(log n); const), [ENRS] or (O(
√

log n log k); const) [ARV].

56

Open Questions

• Can we improve the approximation factor?

• Can we obtain the same biciriteria factor (log n; constant) known for
balanced partitioning?

57

Hardness of Metric Labeling

• Back to uncapacitated metric labeling [Chuzhoy, N., FOCS 2004]:

• There is no constant approximation for Metric Labeling unless P=NP.

• No log
1
2−δ n-approximation exists unless NP ⊆ DTIME(npoly log n) (for

any constant δ).

• Hardness is proved for (0;∞)-extension.

58

Gap 3SAT(5)

Input: A 3SAT(5) formula ϕ on n variables.

• ϕ is a YES-instance if it is satisfiable.

• ϕ is a NO-instance (with respect to some ε) if at most a (1−ε)-fraction
of the clauses are simultaneously satisfiable.

Theorem: [ALMSS’92] There is some 0 < ε < 1, such that it is NP-hard
to distinguish between YES and NO instances.

59
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A 2-prover Protocol for 3SAT(5) Formula ϕ

• Verifier: randomly chooses clause C and one of its variables x.

• Prover 1: receives the clause C and answers with an assignment to
the variables of C that satisfy it.

• Prover 2: receives variable x and answers with an assignment to x.

• Verifier: checks that the two assignments match.

Theorem:
• If ϕ is a YES-instance: there is a strategy of the provers such that the
verifier always accepts.
• If ϕ is a NO-instance: for any strategy, the acceptance probability is at
most

(
1 − ε

3

)
.

60

The Raz Verifier

• Performs ` parallel repetitions of the 2-Prover Protocol.

• A query to prover 1 is an `-tuple of clauses and a query to prover 2
is an `-tuple of variables.

• If ϕ is a YES-instance: then there is a strategy of the two provers that
makes the verifier always accept.

• If ϕ is a NO-instance: then for any strategy of the two provers the
acceptance probability is at most 2−O(`).

61

A Simple (3 − ε)-Hardness

• Start from a 3SAT(5) formula ϕ.

• Use the Raz verifier with ` repetitions (` is a large constant) to
produce a (0;∞)-extension instance:

– If ϕ is a YES-instance, then there is a solution of cost |R|.

– If ϕ is a NO-instance, then the cost of any solution is at least (3 −
δ)|R|.

62

A (3 − ε)-Hardness: Label Set

• ∀ query-answer pair (q; a) of each prover, there is a label `(q; a).

• Given:

– random string r.
– queries q1, q2 sent to the provers under r.
– a1 and a2 is a pair of consistent answers to q1 and q2.

=⇒ There is an edge of length 1 between (q1; a1) and (q2; a2).

• Label distances are defined by shortest paths in the label graph.

• Label graph is bipartite: Part ⇔ Prover. Distances: either 1, or ≥ 3.

63

A (3 − ε)-Hardness: the Graph

• For each possible query q to provers 1 and 2 there is a vertex v(q)
that can only be assigned to its corresponding labels (`(q; a)).

• For each random string r, let q1, q2 be the queries sent to the two
provers under r. There is an edge between v(q1) and v(q2).

Note that every assignment of the vertices to the labels defines a
strategy for the provers and vice versa.

64

Properties

• If ϕ is a YES-instance:

– ∃ strategy of provers s.t. their answers are always consistent.
– Strategy defines an assignment of vertices to labels of cost |R|.

• If ϕ is a NO-instance:

– Assignment of labels to vertices defines a strategy for the provers.
– Acceptance probability of this strategy is at most 2−O(`).
– Hence, almost all the edges in the graph pay (at least) 3.
– The solution cost is arbitrarily close to 3|R|.

65

– 514 –



Extending to
√

log n-Hardness

Difficulty:

• Suppose queries q1 and q2 are sent to the two provers.

• If their answers a1,a2 are inconsistent, then there is a path of length
(precisely) 3 in the label graph between the labels `(q1; a1) and
`(q2; a2).

• This is true even if the answers are inconsistent in many coordinates.

Goal: If the answers are inconsistent in many coordinates, the length of
the path between them should also be large.

66

Plan

k−prover protocol

GAP 3SAT(5)

67

A New k-Prover System

For each pair of provers (i; j), 1 ≤ i < j ≤ k:

• The verifier chooses randomly and independently clause Cij and one
of its variables xij.

• Prover i receives clause Cij and answers with an assignment to its
variables satisfying the clause.

• Prover j receives xij and answers with an assignment to it.

• Every other prover a 6= i; j receives both Cij and xij and answers
with an assignment to the variables of Cij satisfying the clause.

68

A Query

Each query has
(
k
2

)
coordinates.

Coordinate (a; b) (for a < b) of the query for prover i:

• If i = a, it contains Cab

• If i = b, it contains xab

• If a; b 6= i, it contains both Cab and xab

69

Example: Queries in a 3-Prover Protocol

(1; 2) (1; 3) (2; 3)

P1 C1;2 C1;3 C2;3; x2;3

P2 x1;2 C1;3; x1;3 C2;3

P3 C1;2; x1;2 x1;3 x2;3

70

The k-Prover System: Properties

Definition:

• Let Ai, Aj be the answers of provers i, j to their queries.

• The answers are weakly consistent if their (i; j) coordinates match.

• They are strongly consistent if all their coordinates match.

Theorem: If ϕ is a YES-instance, then there is some strategy of the
provers, such that their answers are always strongly consistent.

Theorem: If ϕ is a NO-instance, then for every pair of provers, the
probability that their answers are weakly consistent is at most (1 − ε

3).
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The Reduction - an Overview

Given a 3SAT(5) formula ϕ on n variables, we use the k-prover system
to produce an instance of (0;∞)-extension, such that:

• If ϕ is a YES-instance, there is a solution of cost k
2|R|.

• If ϕ is a NO-instance, the cost of any solution is at least |T | ≥
(
k
2

)
ε
3|R|)

• Thus, the gap between YES and NO instances is Ω(k).

• The instance size is N = nO(k2).

⇒ Choosing k = poly(log n), no log
1
2−δ N approximation exists unless

NP ⊆ DTIME(npoly log n) (for any constant δ).

72

The Construction: Label Metric

There are two types of labels:

• Query Label `(Pi; qi; Ai):

– For each prover Pi,
– For each query qi to prover Pi,
– For each possible answer Ai to qi.

• Constraint Label `(r; A1; : : : ; Ak):

– For each random string r,
– For each k-tuple A1; : : : ; Ak of strongly consistent answers of the

provers to the queries implied by r.
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Label Metric: Edges

Let r be a random string, q1; : : : ; qk be the corresponding queries, and
let A1; : : : ; Ak be a k-tuple of strongly consistent assignments. For each
i, there is an edge of length 1

2 between `(r; A1; : : : ; Ak) and `(Pi; qi; Ai).
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The Graph: Vertices

• Query Vertices: For each prover Pi, for each query qi to Pi, there is a
vertex v(Pi; qi), which can only be assigned to labels corresponding
to the same query of the same prover (i.e., `(Pi; qi; A).)

Note that the assignments of all the query vertices to the labels define
a strategy of the k provers.

• Constraint Vertices: For each random string r, there is a vertex v(r),
which can be only assigned to the labels corresponding to r (i.e.,
`(r; A1; : : : ; Ak)).

Note that the assignment of v(r) defines the answers of the provers
when the random string is r.
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The Graph: Edges

Let q1; : : : ; qk be the queries corresponding to random string r. Then,
for each i, there is an edge between v(r) and v(Pi; qi).

76

YES Instance

• There exists an accepting strategy of the provers.

• Queries q1; : : : ; qk correspond to random string r.

• A1; : : : ; Ak are the answers to the queries.

Therefore, the solution cost is k
2|R|.

77

– 516 –



NO Instance

• Assignments of the query vertices define a strategy for the provers.

• Let T be the set of “inconsistent” triples (r; i; j) (i < j), s.t. for random
string r, the answers of provers i and j are not weakly consistent.

• |T | ≥
(
k
2

)
ε
3|R|. (Recall that the probability that a pair is weakly

consistent is at most (1 − ε
3)).

• We can show that the solution cost is at least |T |, yielding a gap of
Ω(k) between YES and NO instances.

• Since the construction size is N = nO(k2), choosing k = poly(log n),
no log

1
2−δ N approximation exists unless NP ⊆ DTIME(npoly log n) (for

any constant δ).
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Open Questions

• There is still a gap between the logarithmic upper bound and the
lower bound of log1/2−δ n on the approximability of metric labeling.
Can this gap be closed?

• Can we prove better (non-constant?) lower bounds on the
approximability of 0-Extension?

• Or, can we obtain better approximation factors?
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Approximate Distance Oracles
and

Spanners with sublinear surplus

Mikkel Thorup

AT&T Research

Uri Zwick

Tel Aviv University

Compact data
structure

AP
SP

alg
or
ith

m

mn 1/k
time

n 1+1/k
space

Approximate Distance Oracles (TZ�01)

O(1) query time
stretch 2k-1

Stretch-Space tradeoff is 

essentially optimal!

n by n
distance
matrix

mn
tim

e

n2
sp
ac

e

Weighted
undirected graph

u,v
�
�(u,v)

An estimated distance !�(u,v)

is of stretch t iff

!(u,v) " !�(u,v) " t ·!(u,v)

An estimated distance !�(u,v)

is of surplus t iff

!(u,v) " !�(u,v) " !(u,v) + t

Approximate Shortest Paths

Let !(u,v) be the distance from u to v.

Multiplicative

error

Additive

error

Spanners

Given an arbitrary dense graph, can we 

always find a relatively sparse subgraph that 

approximates all distances fairly well?

Spanners [PU�89,PS�89]

Let G=(V,E) be a weighted undirected graph.

A subgraph G�=(V,E�) of G is said to be a t-spanner
of G  iff � G� (u,v) � t � G (u,v) for every u,v in V.

Theorem:

Every weighted undirected graph has a 
(2k-1) -spanner of size O(n1+1/k). [ADDJS �93] 

Furthermore, such spanners can be constructed 
deterministically in linear time.  [BS �04] [TZ �04]

The size-stretch trade-off is essentially optimal.

(Assuming there are graphs with #(n1+1/k) edges of 
girth 2k+2, as conjectured by Erdös and others.)

Additive Spanners

Let G=(V,E) be a unweighted undirected graph.

A subgraph G�=(V,E�) of G is said to be an additive
t-spanner if G  iff � G� (u,v) ��� G (u,v) +t for every u,v $V.

Theorem: Every unweighted undirected graph has an 
additive 2-spanner of size O(n3/2). [ACIM �96] [DHZ �96]

Theorem: Every unweighted undirected graph has an 
additive 6-spanner of size O(n4/3). [BKMP �04]

Major open problem

Do all graphs have additive spanners with 
only O(n1+� ) edges, for every � >0 ?
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Spanners with sublinear surplus

Theorem:

For every k>1, every undirected graph G=(V,E)
on n vertices has a subgraph G�=(V,E�) with 
O(n1+1/k) edges such that for every u,v$V, if �

G(u,v)=d, then 
�

G�(u,v)=d+O(d1-1/(k-1)).

d d+O(d1-1/(k-1))

Extends and simplifies a result of Elkin and Peleg (2001)

All sorts of spanners

A subgraph G�=(V,E�) of G is said to be a functional
f-spanner if G  iff � G� (u,v) � f(� G (u,v)) for every u,v $V.

referencef(d)size

[EP �01](1+� )d + � ( � , � )� n 1+ �
[BKMP �04]d + 6n 4/3

[ACIM �96] [DHZ �96]d + 2n 3/2

[TZ �05]d + O(d 1 - 1/(k-1) )n 1+1/k

[ADDJS �93](2k-1 )dn 1+1/k

Part I

Approximate 

Distance Oracles

Approximate Distance Oracles [TZ�01]

A hierarchy of centers

A0%V ; Ak %& ;
Ai %sample(Ai-1,n

-1/k) ; 

Bunches

1 1
( ) { | ( , ) ( , )}

i i i

i

B v w A A w v A v! !' '% $ ( )!

A0=
A1=
A2=

v

p1(v)

p2(v)

Lemma: E[|B(v)|] � kn1/k

Proof: |B(v)*Ai| is stochastically 

dominated by a geometric random 

variable with parameter p=n-1/k.
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The data structure

Keep for every vertex v$V:

� The centers p1(v), p2(v),�, pk-1(v)

� A hash table holding B(v)

For every w$V, we can check, in

constant time, whether w$B(v), 

and if so, what is !(v,w).

Query answering algorithm

Algorithm distk(u,v)

w%u , i%0

while w+B(v)

{   i %i+1

(u,v) %(v,u)

w %pi(u)      }

return !(u,w)+ !(w,v)

Query answering algorithm

u v

w1=p1(v)$A1

w2=p2(u)$A2

w3=p3(v)$A3

u v

wi-1=pi-1(v)$Ai-1

wi=pi(u)$Ai

Analysis

,

(i-1),
i,i,

(i+1),

Claim 1:

�
(u,wi) � i� , i even�
(v,wi) � i� , i odd

Claim 2:

�
(u,wi) +

�
(wi,v)

� (2i+1)�
� (2k-1)�

Where are the spanners?

Define clusters, the �dual� of bunches.

For every u$V, include in the spanner 

a tree of shortest paths from u to all 

the vertices in the cluster of u.

ClustersClusters A0=
A1=
A2=

1 1
( ) { | ( , ) ( , )} ,

i i i
C w v V w v A v w A A! ! ' '% $ ) $ (

w
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BunchesBunches andand clustersclusters

1

1

1

1

( ) { | ( , ) ( , )} ,

( ) { | ( , ) (

( ) (

, }

)

)
i i

i

i

i

i i

C w v V w v A v

if w

w

B v w A A w v A

B

A A

v v C w

v

!

! !

!

' '

'

'

$ - $

% $ (

$ )

)

%

$ (

!

Part II

Spanners with 

sublinear surplus

The construction used above, 

when applied to unweighted

graphs, produces spanners with 

sublinear surplus!

We present a slightly modified 

construction with a slightly 

simpler analysis.

Balls

v

p1(v)

p2(v)

A0=
A1=
A2=

1 1( ) { | ( , ) ( , )} ,i i iBall u v V u v u A u A A! ! ' '. $ ) $ (

1 1[ ] ( ) { ( )} ,i i iBall u Ball u p u u A A' '. / $ (

The modified construction

For every u$V, add to the spanner a 

shortest paths tree of Ball(u).

The original construction

Select a hierarchy of centers A001A11�1Ak-1.

For every u$V, add to the spanner a 

shortest paths tree of Clust(u).

Select a hierarchy of centers A001A11�1Ak-1.

Spanners with sublinear surplus

For every u$V, add to the spanner a 

shortest paths tree of Ball(u).

Select a hierarchy of centers A001A11�1Ak-1.
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The path-finding strategy

Let 
�

be an integer parameter.

Suppose we are at u$Ai and want to go to v.

If the first xi=
�

i-
�

i-1 edges of a shortest path 

from u to v are in the spanner, then use them.

Otherwise, head for the (i+1)-center ui+1 nearest to u.

u$Ai v

ui+1$Ai+1

xi

xi

�
The distance to ui+1 is at most xi.  (As u�$Ball(u).)

u�

/

The path-finding strategy

u$Ai v

ui+1$Ai+1

xi

xi

u�

We either reach v, or at least make 

xi= � i-� i-1 steps in the right direction.

Or, make at most xi=� i- � i-1 steps, possibly in a 

wrong direction, but reach a center of level i+1.

If i=k-1, we will be able to reach v.

The path-finding strategy

u0 v

xi-1

ui

x1

x0

xi-2

x
i=! i-! i-1

!i-1

After at most !i steps:

either we reach v

or distance to v
decreased by 

!i -2!i-1

The path-finding strategy

Surplus

2!i-1

Stretch

1

2
1

2 2

i

i i(

,
. '

, ( , , (

The surplus is incurred only once!

22
(1 )

2
'( , ) ( , ) 2 ku v u v! ! (2

(
'

,
,'"

After at most !i steps:

either we reach v

or distance to v
decreased by 

!i -2!i-1

Sublinear surplus

22
(1 )

2
'( , ) ( , ) 2 ku v u v! ! (2

(
'

,
,'"

1/( 1)( , ) , 2ku v d d! (3 4. , . '5 6

1
1

1
'( , ) ( )kd O du v! (

(
'"

Open problems

Arbitrarily sparse additive spanners?

Distance oracles with sublinear surplus?
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The walkers problem

J.D., X.Perez, M.Serna, N.Wormald

Partially supported by the EC 6th FP 001907: DELIS
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GOAL

STUDY THE CONNECTIVITY OF THE AD-HOC 

NETWORK STABLISHED BETWEEN THE 

AGENTS, AS THESE MOVE FOLLOWING 

THE EDGES OF A GRAPH:

� Cycle

� Grid

� Hypercube

� Random Geometric graph

GOAL

STUDY THE ITERACTIONS  OF 

SIMULTANEOUS RANDOM WALKS ON 

DIFFERENTS TOPOLOGIES. 

Walkers in the toroidal grid

� Given a set W (|W|=w) of walkers (agents, 

robots,..) which at each step, they can move 

N/S/E/W on the edges of a toroidal grid TN, 

with N=n2, the walkers have RF 

communication  within a  distance d

(Manhatan, euclidian, etc.), we wish to 

study the evolution of the connectivity 

graph Gt[W], as the walkers move.

� At step t=0, the w walkers are sprinkled 

u.a.r. on TN. f:W V(TN) (static case)

� At each step t, every walker is forced to 

move

� At  step t+1, every walker is forced to move

Toy example

� At t=0, sprinkle 5 walkers in a nxn grid, 

with a max communication distance d=3 (in 

the l2 norm) 

� Look evolution of Gt[W] up to t=4.
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t=0 f

t=0 t=1

t=1 t=2
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t=2 t=3

t=3 t=4

t=4

Static case
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Some parameters

� K = # connected components in Gf[W]

=w/N (expected walkers per node)

� h = minimum number vertices around a 

simple component.

� Simple component: isolated vertex in Gf[W]

h for l1 and l2 distances (for d=3)

Some values for h

l1 h=2d(d+1)

l2 h~ d2 for large d

l h=4d(d+1)

Observation

� If d 2n Gf[W] is connected

� If d2= (N/ w) Gf[W] connected 

a.a.s.

� Interesting case of study: d2=o(N/ w)

d=o(n)

Random variables

� X = number simple components

� K = number connected components

Let  N(1-e- ) e-h . Then

w  e-h if w/N

N(1-e- e-h if w/N c

Ne-h if w/N
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Shape distribution of  X

Theorem The expected number of simple 

Components satisfy E[X]= N(1-e- (1-h/N)w

Moreover 

If then X , there are 

no simple components a.a.s.

If there are simple components a.a.s.

If then X is Poisson with mean 

Corollary. The probability of not having simple

Components is

Pr[X=0]=e +o(1).

Sketch of proof

Compute the K-th moment:

k=E[[X]k]= Pr[Sv1=1 � Svk=1]

where Svi=1 if vi is the center of a simple 

component, otherwise Svi=0, and the sum is 

over all k-tuples of vertices which occupy 

different walkers.

Use inclusion-exclusion

� A r-component a non-simple component 

which  can be embedded in a  i   j grid 

(i,j<n)

� A nr-component a non-simple component 

which is not r-component

nr-components

Type 1

Type 2

� X = # simple components

� Y = # r-components

� Z1 = # nr-components which can not 

coexists with other nr-components

� Z2 = # non type 1 nr-components

K= X+Y+Z1 +Z2
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Connected component C with the edges of C, the associated empty area

AC and  the external regions

Connected component C,  maximal boundary walk 

and associate outside empty area A

Geometric Lemma

Let C be a component in TN with a max.

boundary walk of length l. Then

|A | dl/1010

If C is rectangular, then |A |> h+dl/1010

Simple components are 

predominant a.a.s. in TN

Lemma

If h hw/N , then

� E[Y]=o(E[X])

� E[Z2]=o(E[X])

Connectivity of Gf[W]

Theorem

For aas Gf[W] consists of simple 

components and a giant connected component

Corollary. If w walkers are placed uar on

TN, the probability that Gf[W] is connected   is   

e +o(1).
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Threshold for  connectivity     

d vs w

Corollary. If 

� If h iff w= (N log N)

� If h (log N) iff w= 

� If h (Nc log N) iff w= -c)

� If h= (N/log N) iff w= log loglog N)

3000x3000; d=cte

3000x3000; d=log n  w=875018 3000x3000; n2/3 w=719

Dynamic properties

Consider labelled (x,y) all vertices in TN

Given f of  {1,�,w} on TN, a configuration

(as t evolves) is a vector a=(a1,a2,..,aw),

where ai=(aix,aiy) is the label  of vertex 

in which walker i is.

a= ((1,2),(1,6),(3,4),(5,1),(5,5))

1

2

3

4

5

(0,0)
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b=((1,7),(2,2),(3,4),(4,5),(5,2))
Let the graph M: 

V(M)={configurations} and 

(a, b) in E(M) if  i dist(ai bi)=

Notice: (a) = 4w.

The dynamic process is a random walk

on  M.

Hitting time hab in M

If N is even, a and b have the same 

parity iff i,j 

(aix-ajx)+(aiy-ajy)=(bix-bjx)+(biy-bjy) mod 2.

Lemma Given a, b in M,

If N is odd, M is ergodic and hab is finite.

If N is even, M no es ergodic but if a and b

have the same parity, hab is finite.

Therefore, the system always reaches  a state 

representing a single connected component, 

within finite expected time

Notice The initial uniform distribution stays 

invariant as t evolves.

So we need to consider only the 

case 

(if  0 then Gt[W] aas connected

if  then Gt[W] aas disconnected)

Dynamic random variables

� X(t) = number simple components at time t

� S(t) = number simple components surviving 

between t and t+1

� B(t) = number simple components born  

between t and t+1

� D(t) = number simple components dying  

between t and t+1
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Theorem. S(t), B(t), D(t) are asymptotically 

jointly independent Poisson and 

E[S(t)] ~ if dw/N 0,

E[S(t)] ~ if dw/N c,

E[S(t)] ~ 4 (1-e- /4)/(1-e- ) if dw/N ,

E[B(t)]= E[D(t)] ~ d if dw/N 0,

E[B(t)]= E[D(t)] ~ if dw/N c,

E[B(t)]= E[D(t)] ~ if dw/N ,

with =(1- e-d )

Sketch of proof: consider all cases of S, B, D

Show that S, B, B are jointly asymptotic 
Poisson

E[[S]q.[B]r.[D]p]= q r p

Survival sc in l2 (for d=2)
t

Survival sc in l2 (for d=2)
t+1

Creation sc in l2 (for d=2)
t

Survival sc in l2 (for d=2)
t+1

– 532 –



Destruction sc in l2 (for d=2)
t

Destruction sc in l2 (for d=2)
t+1

Theorem.

Pr[X(t+1) 1 and X(t)=0]~

e- b if d 0,

e- (1-e- if d c,

e- (1-e- if d

Prob Gt[W] connected and
Gt+1[W] disconnected

Average lifespan of simple 

component 

Lifespan of simple component: number of steps from 

creation to destruction.

Lvt: lifespan simple component at v, between t and 

t+1.

Average lifespan LT  of simple components born in 

[0,T-1]

LT= (
t v

Lvt ) |{(v,t) : Lvt >0}|

Average lifespan of simple 

component 

Theorem 

L 1/d if d 0

L / if d c

L 1 if d

Average connectiveness  

Let C be the average connectivity of Gf[W]

The random variable counting the expected 

length of any connected period

Theorem 

C 1/d if d 0

C e if d c

C 1 e if d
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Average disconnectiveness  

Let D be the average disconnectivity of Gf[W]

Theorem 

D (e 1)/d if d 0

D (e 1) e if d c

D e if d

Similar results obtained for:

Cycle C
N

n-dimensional hypercube: H
N

Future work on Random Geometric 

Graphs
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Approximation Algorithms for

Network Problems

Susanne Albers

University of Freiburg

Germany

Large networks

Buffer management in switches
Online, competitive analysis
A., Schmidt STOC’04

Web caching, request reordering
Offline, approx. algorithms
A. SPAA’04

Network creation game
Nash equilibria, price of anarchy
A. 05

Large networks

Buffer management in switches
Online, competitive analysis
A., Schmidt STOC’04

Web caching, request reordering
Offline, approx. algorithms
A. SPAA’04

Network creation game
Nash equilibria, price of anarchy
A. 05

Buffer management in switches

Buffer Buffer

Input Ports Output Ports

Switches forward data packets.

Buffers store packets temporarily if capacity available.

Goal: maximize throughput.

Virtual output queueing

Input Ports Output Ports

Each input port maintains for each output port a queue .

Problem

buffers, each of which can store
pakets.

In each time step
– new packets arrive online

: packets in buffer
: new packets at buffer

paket loss:

– one buffer can send one paket
to the output

Goal: maximize transferred pakets
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Competitive analysis

Online problem

:

Online

algorithm

OPT:

Offline

algorithm

is -competitive if such that for all sequences

Previous results

Every reasonable algorithm is -competitive.

Randomized upper bound:
Azar, Richter 2003

Lower bounds
Deterministic: 1.366
Randomized: 1.46 ( )
Azar, Richter 2003

Single buffer problems: pakets have values
Upper bounds: 2, 1.75
Kesselman et al. 2001; Bansal et al. 2004

Greedy algorithms

Greedy: Always serve a buffer currently
storing a maximum number of packets.

Advantages:
– fast
– little extra memory
– best strategy to avoid packet loss

Our results

Exact performance of all Greedy algorithms: 2-competitive

New algorithm Semi-Greedy:
fast, little extra memory, serves full buffers

Lower bounds ( arbitrary)
Deterministic:
Randomized: 1.46

Extra resources: larger buffers, higher transmission rates
Almost matching upper and lower bounds

Optimal offline algorithm running in polynomial time

Semi-Greedy

In each time step execute the first
applicable rule.

1. buffer with packets
serve a buffer with
max. number of packets

2. non-empty buffer that has never been full
amongst these, serve one with
max. number of packets

3. Serve a buffer with max. number of packets

Semi-Greedy

In each time step execute the first
applicable rule.

1. buffer with packets
serve a buffer with
max. number of packets

2. non-empty buffer that has never been full
amongst these, serve one with
max. number of packets

3. Serve a buffer with max. number of packets
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Semi-Greedy

In each time step execute the first
applicable rule.

1. buffer with packets
serve a buffer with
max. number of packets

2. non-empty buffer that has never been full
amongst these, serve one with
max. number of packets

3. Serve a buffer with max. number of packets

Semi-Greedy

In each time step execute the first
applicable rule.

1. buffer with packets
serve a buffer with
max. number of packets

2. non-empty buffer that has never been full
amongst these, serve one with
max. number of packets

3. Serve a buffer with max. number of packets

Semi-Greedy

Whenever all buffers are empty,
the hitherto maximum load of each
queue is set to 0.

Semi-Greedy

In each time step execute the first
applicable rule.

1. buffer with packets
serve a buffer with
max. number of packets

2. non-empty buffer that has never been full
amongst these, serve one with
max. number of packets

3. Serve a buffer with max. number of packets

Analysis

OPTSemi-Greedy

Partition input into subsequences so that at the end of each subsequence
Semi-Greedy’s buffers are empty.

Compare: throughput Semi-Greedy / throughput OPT

Web caching

Documents are text files, im-
ages, html pages,

Important properties:
documents have
different sizes and incur
different costs

– 539 –



Web caching

Request: requests
documents

not in ’s cache: Cost
Optional: loading

Goal: Minimize total service cost

Web caching

cache
network node

remaining
network

Goal: Serve a sequence of requests
so that the total service cost at the node is minimized.

Request reordering

Proxy server: requests are independent

cache
proxy server

network

may be served before if

Advantage: improved cache hit rates

Feder, Motwani, Panigrahy, Zhu 2002

Cost models

Document Size( ) Cost( )

Uniform Model:
Cost( ) Size( ) 1

Bit Model:
Cost( ) Size( )

Fault Model:
Cost( ) 1

General Model:
Cost( ) arbitrary

Previous results, reordering

Online
Uniform Model: ( )-competitive (deterministic)
Bit and Fault Models: ( )-competitive (deterministic)

Offline
General Model: Polynomial algorithm for cache size 1 if

logarithmic in or distinct documents is constant

= size cache = size smallest document

Feder, Motwani, Panigrahy, Seiden, van Stee, Zhu 2003

Our results

Online
General Model: optimal -competitive alg. (deterministic)

Offline

Approximation Extra memory Size

Uniform Model:

Bit Model:

Fault Model:

General Model:

Approach: reduce problem to one of computing batched schedules.
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Batched processing

Batch

Batched processing

Batch

Batched processing

Batch

Batched processing

Lemma: Suppose that serves with cost .
Then there exists that processes in batches and
incurs a cost of at most .

Uniform Model

Algorithm BMIN

1. Serve requests to documents in cache;

2. while with unserved requests do
Serve requests to ;
Determine in cache whose next unserved request is farthest in future;
if next unserved request to is in a later batch than that to then

Load by evicting ;

Uniform Model

Algorithm BMIN

1. Serve requests to documents in cache;

2. while with unserved requests do
Serve requests to ;
Determine in cache whose next unserved request is farthest in future;
if next unserved request to is in a later batch than that to then

Load by evicting ;
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Uniform Model

Algorithm BMIN

1. Serve requests to documents in cache;

2. while with unserved requests do
Serve requests to ;
Determine in cache whose next unserved request is farthest in future;
if next unserved request to is in a later batch than that to then

Load by evicting ;

Uniform Model

Lemma: BMIN is optimal among algorithms processing request sequences
in batches.

Theorem: BMIN achieves an approximation ratio of 2.

Approximations

Construct schedules that serve in batches

Bit, Fault Models: Formulate problems as ILP.

General Model: Formulate problem as a loss minimization problem.
Bar-Noy, Bar-Yehuda, Freund, Naor, Schieber 2001

Network creation game

agents have to build a connected network.
Fabrikant, Lutha, Maneva, Papadimitriou, Shenker PODC’03

Network creation game

agents have to build a connected network.
Fabrikant, Lutha, Maneva, Papadimitriou, Shenker PODC’03

Network creation game

agent

Cost of for each edge.
Fabrikant, Lutha, Maneva, Papadimitriou, Shenker PODC’03
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Network creation game

agent

Shortest path distance to agent , for all .
Fabrikant, Lutha, Maneva, Papadimitriou, Shenker PODC’03

Problem

agents

Cost agent edges built by agent

shortest path distance to agent

Dist(agent )

Nash equilibria

No agent can improve its cost if other agents keep their strategies.

Price of anarchy:

Nash eq.

Cost agent
Cost(OPT)

Koutsoupias, Papadimitriou ’99

Previous results

Fabrikant, Lutha, Maneva, Papadimitriou, Shenker PODC’03

,
is constant

is bounded by

Tree-conjecture: s.t. for every Nash equilibrium is a tree.

Our results

:

: is constant
: increasing, bounded by

: decreasing, constant for

 N  N**2

Our results

Upper bounds can be extended to:
Weighted game: traffic sent from agent to
Cost sharing: agent can pay for a fraction of an edge

For any and
Nash equilibria that contain cycles.

Transient: seq. of players’ changes leading to non-equilibrium state.

Nash equilibrium representing a chordal graph is transient.

– 543 –



Upper bound

Nash equilibrium
Shortest path tree rooted at agent

agentdepth

depth

depth

Cost(agent ) tree edges built by agent

Upper bound

Nash equilibrium
Shortest path tree rooted at agent

agentdepth

depth

depth

Cost(agent ) tree edges built by agent

Cost of agent

agent

agent

Cost(agent ) +

Cost of agent

agent

agent

Cost(agent ) +

Cost of agent

agent

agent

Cost(agent ) +

Cost Nash

Cost(agent )

Cost(agent )

Cost(Nash eq.)

– 544 –



Analysis

Price of anarchy

Cost(Nash eq.)

Cost(OPT)

Open problems

Buffer management:

Determine competitiveness of randomized algorithms.

Packets have limited lifeliness.

Web caching

Improve approximations guarantees.

Complexity in the Uniform, Fault Models.

Network creation

Settle price of anarchy of any .

Study other network creation games.
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Generalized Linear 

Programming

Ji
�
í Matou�ek

Charles University, Prague

The cool slides in this presentation are included by 

the courtesy of Tibor Szabó.

Linear Programming

� Minimize cx subject to Ax ! b.

� Geometry: Minimize a linear function over 

the intersection of  n halfspaces in Rd

(=convex polyhedron).

LP Algorithms

� Simplex method [Dantzig 1947] 

� very fast in practice

� very good �average case�

� exponential-time examples for almost all pivot 

rules

� Ellipsoid method [Khachyian], interior-point 

methods [Karmakar],�

� weakly polynomial but no (worst-case) bound

in terms of n and d alone

Combinatorial LP algorithms

� wanted: time ! f(d,n) for all inputs

� computations �coordinate independent�; 

use only combinatorial structure of the 

feasible set (polyhedron) or of the 

arrangement of bounding hyperplanes

Combinatorial LP algorithms

Computational geometry: research started 

with d fixed (and small)

� [Megiddo] exp(exp(d)).n

� [Clarkson] randomization; d2n+dd/2 log n

� [Seidel] simple randomized; d! n

� [Chazelle, M.] exp(O(d)).n deterministic

� parallel [Alon, Megiddo] [Ajtai, Megiddo]
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A subexponential algorithm

Theory of convex polytopes

(Hirsch conjecture):

[Kalai] 1992

Computational geometry:

[Sharir, Welzl], 

[M., Sharir, Welzl] 1992

exp("(d log d)).n (randomized expected)
� known as RANDOM FACET :

In the current vertex of the feasible polytope, choose 
a random improving facet, recursively find its 
optimum, and repeat

� still the best known running time!

Abstract frameworks

� systems of axioms capturing some of the 

properties of linear programming 

� running time of algorithms counted in terms of 

certain primitive operations

� to apply to a specific problem,  need to 

implement them �

� � and then algorithms become available (such 

as Kalai/MSW, Clarkson)

Abstract frameworks

Abstract objective functions [Adler, Saigal 

1976], [Wiliamson Hoke 1988], [Kalai 

1988]

� P a (convex) polytope

� f : V(P) � R is an abstract objective function

if a local minimum of any face F is also the 

unique global minimum of F

� every generic linear function induces an AOF

� but there are nonrealizable AOF on the 3-

dimensional cube!

Abstract frameworks

Acyclic Unique Sink Orientations (AUSO)

� acyclic orientation of the graph of the 

considered polytope such that every 

nonempty face has exactly one sink (sink = all 

edges incoming)

� same as abstract objective functions

Abstract frameworks

LP-type problems [Sharir, Welzl]

� also called Generalized Linear Programs 

[Amenta]

� encompass many geometric optimization 

problems [MSW,Amenta,Halman�]

� smallest enclosing ball of n points in Rd

� smallest enclosing ellipsoid of n points in Rd

� distance of two (convex) polyhedra in Rd

� ���

� plus some non-geometric (games on graphs)

LP-type problems

� H a finite set of constraints

� (W,!) a linearly ordered set (such as the reals)

� w: 2H # W a value function; intuitively: w(G) is 

the minimum value of a solution attainable under 

the constraints in G

� Axiom M (monotonicity):                                         

If F $ G, then w(F) ! w(G).

� Axiom L (locality):                                             

If F $ G and w(F) = w(G) =w(F%{h}), then 

w(G)=w(G%{h}).
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Example: Smallest enclosing ball

� H a finite set of points in the plane

� w(G) = radius of the smallest disk containing G

a

e

c

d

b

monotonicity trivial

locality depends on

uniqeness of the smallest

enclosing ball!

LP-type problems: more notions

� basis for G: inclusion-minimal B $ G with 

w(B)=w(G)

� dimension d of (H,w): maximum cardinality 

of a basis

� computational primitives (B a given basis)

� violation test: value(B%{h})>value(G)?

� pivoting: compute a basis for B%{h}

Abstract frameworks

Abstract Optimization Problems [Gärtner]

� only one parameter: dimension d=|H| (no n)

� a linear ordering of 2H 

� primitive operation: Is G optimal among all 

sets containing F? If not, give a better G�

� nice randomized algorithm: exp(O("d)) 

[Gärtner]

� allows a (rather) efficient implementation of 

�primitives� in Kalai/MSW, e.g., for the 

smallest enclosing ball problem

Algorithms in the abstract 

frameworks
� several algorithms (Kalai/MSW = RANDOM 

FACET; Clarkson) work for AOF�s, same 

analysis

� AUSO given by oracle: returns edge orientations for a 

given vertex

� yields n.exp(O("d)) randomized algorithm 

� analysis tight in this abstract setting [M.]

� for LP-type problems they work too (but�)

� O(n) algorithms for fixed d usually immediate

� but primitives �depend on d� � may be hard

� sometimes Gärtner�s algorithm helps

Algorithms in the abstract 

frameworks
RANDOM EDGE

� the simplex algorithm that selects an 

improving edge uniformly at random

� for AUSO: random outgoing edge

� great expectations: perhaps always 

quadratic???  [Williamson Hoke 1988] 

RANDOM EDGE

Expected running time

� on the d-dimensional simplex: &(log d) 

[Liebling]

� on d-dimensional polytopes with d+2 facets: 

&(log2d) [Gärtner et al. 2001]

� on the d-dimensional Klee-Minty cube:

� O(d2) Williamson Hoke (1988)

� '(d2/log d) Gärtner, Henk, Ziegler (1995)

� &(d2) Balogh, Pemantle (2004) 
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RANDOM EDGE can be 

(mildly) exponential

There exists an AUSO of the d-dimensional cube such 

that RANDOM EDGE, started at a random vertex, 

makes at least exp(c.d1/3) steps before reaching the 

sink, with probability at least 1- exp(-c.d1/3).

[M., Szabó, FOCS 2004]

The Klee-Minty cube

reversed KMm-1

KMm-1

KMm

A blowup construction Hypersink reorientation

A simpler construction

Let A be a d-dimensional cube on which 

RANDOM EDGE is slow (constructed 

recursively) 

� take the blowup of A with random KMm�s 

whose sink is in the same copy of A, m="d

� reorient the hypersink by placing a random 

copy of A

� thus, a step from d to d+"d

A

A

A

rand A

A simpler construction
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A typical RANDOM EDGE move

� Move in the frame:

� RANDOM EDGE move in KMm

� stay put in A

� Move within a hypervertex:

� RANDOM EDGE move in A

� move to a random vertex of 

KMm on the same level

A

rand A

A

A

v

Random walk with reshuffles on KMm

RANDOM EDGE on A

Walk with reshuffles on KMm

� Start at a random v(0) of KMm   

� v(i) is chosen as follows:

� with probability pi,step make a step of 

RANDOM EDGE from v(i-1);

� with probability pi,resh randomly permute

(reshuffle) the coordinates of v(i-1) to obtain v(i) 

� with probability 1- pi,step - pi,resh,  v(i) = v(i-1).

Walk with reshuffles on KMm is slow

Proposition. Suppose that

Then with probability at least 

the random walk with reshuffles makes 

at least         steps (
�

and
�

are constants).

stepireshi pp ,, max11min ()
me *++1

me,

Reaching the hypersink

� Either we reach the sink by reaching the sink of a 

copy of A and then perform RANDOM EDGE on 

KMm. This takes at least T(d) time.

� Or we reach the hypersink without entering the 

sink of any copy of A. That is, the random walk 

with reshuffles reaches the sink of KMm . This 

takes at least  exp(,m) ) T(d) time.

The recursion

� RANDOM EDGE arrives to the hypersink at a 
random vertex. Then it needs T(d) more steps.

So passing from dimension d to d+"d the 
expected running time of RANDOM EDGE 
doubles.

� Iterating "d - times gives T(2d) ) 2"d T(d).

� In order to guarantee that reshuffles are frequent 
enough we need a more complicated 
construction and that is why we are only able to 
prove a running time of exp(c.d1/3).

Open questions

� Obtain any reasonable upper bound on 
the running time of RANDOM EDGE

� Can one modify the construction such that 

the cube is realizable? (Probably not �) 

� Or at least it satisfies the Holt-Klee

condition?

� Or at least each three-dimensional 

subcube satisfies the Holt-Klee condition?
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More open questions

� Find an algorithm for AOF on the d-cube 

better than exp("d)

� The model of unique sink orientations of 

cubes (possibly with cycles) include LP on 

an arbitrary polytope.

Find a subexponential algorithm!

THE END
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My Favorite Ten My Favorite Ten 

Complexity TheoremsComplexity Theorems

of the Past Decade IIof the Past Decade II

Lance FortnowLance Fortnow

University of ChicagoUniversity of Chicago

Madras, December 1994Madras, December 1994

Invited Talk at Invited Talk at 

FST&TCS FST&TCS ��0404

My Favorite Ten My Favorite Ten 

Complexity Complexity 

Theorems of the Theorems of the 

Past DecadePast Decade

Why?Why?

Ten years as a complexity theorist.Ten years as a complexity theorist.

Looking back at the best theorems during Looking back at the best theorems during 
that time.that time.

Computational complexity theory Computational complexity theory 
continually produces great work.continually produces great work.

Use as springboard to talk about research Use as springboard to talk about research 
areas in complexity theory.areas in complexity theory.

LetLet��s recap the favorite theorems from s recap the favorite theorems from 
19851985--1994.1994.

Favorite Theorems 1985Favorite Theorems 1985--9494

Favorite Theorem 1Favorite Theorem 1

BoundedBounded--width Branching Programs width Branching Programs 

Equivalent to Boolean FormulaEquivalent to Boolean Formula

Barrington 1989Barrington 1989

Favorite Theorems 1985Favorite Theorems 1985--9494

Favorite Theorem 2Favorite Theorem 2

Parity requires 2Parity requires 2 (n(n1/d1/d)) gates for circuits of gates for circuits of 

depth d.depth d.

HHååstad 1989stad 1989

Favorite Theorems 1985Favorite Theorems 1985--9494

Favorite Theorem 3Favorite Theorem 3

Clique requires exponentially large Clique requires exponentially large 

monotone circuits.monotone circuits.

Razborov 1985Razborov 1985
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Favorite Theorems 1985Favorite Theorems 1985--9494

Favorite Theorem 4Favorite Theorem 4

Nondeterministic Space is Closed Under Nondeterministic Space is Closed Under 

ComplementComplement

Immerman 1988 and Immerman 1988 and SzelepcsSzelepcséényinyi 19881988

Favorite Theorems 1985Favorite Theorems 1985--9494

Favorite Theorem 5Favorite Theorem 5

Pseudorandom Functions can be Pseudorandom Functions can be 

constructed from any oneconstructed from any one--way function.way function.

ImpagliazzoImpagliazzo--LevinLevin--LubyLuby 19891989

HHååstadstad--ImpagliazzoImpagliazzo--LevinLevin--LubyLuby 19991999

Favorite Theorems 1985Favorite Theorems 1985--9494

Favorite Theorem 6Favorite Theorem 6

There are no sparse sets hard for NP via There are no sparse sets hard for NP via 

bounded truthbounded truth--table reductions unless table reductions unless 

P = NPP = NP

OgiharaOgihara--Watanabe 1991Watanabe 1991

Favorite Theorems 1985Favorite Theorems 1985--9494

Favorite Theorem 7Favorite Theorem 7

A pseudorandom generator with seed of A pseudorandom generator with seed of 

length O(slength O(s22(n)) that looks random to any (n)) that looks random to any 

algorithm using algorithm using s(ns(n) space.) space.

Nisan 1992Nisan 1992

Favorite Theorems 1985Favorite Theorems 1985--9494

Favorite Theorem 8Favorite Theorem 8

Every language in the polynomialEvery language in the polynomial--time time 

hierarchy is reducible to the permanent.hierarchy is reducible to the permanent.

Toda 1991Toda 1991

Favorite Theorems 1985Favorite Theorems 1985--9494

Favorite Theorem 9Favorite Theorem 9

PP is closed under intersection.PP is closed under intersection.

BeigelBeigel--ReingoldReingold--SpielmanSpielman 19941994
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Favorite Theorems 1985Favorite Theorems 1985--9494

Favorite Theorem 10Favorite Theorem 10

Every language in NP has a Every language in NP has a 

probabilistically checkable proof that can probabilistically checkable proof that can 

be verified with be verified with O(logO(log n) random bits and n) random bits and 

a constant number of queries.a constant number of queries.

AroraArora--LundLund--MotwaniMotwani--SudanSudan--SzegedySzegedy 19921992

Kyoto, March 2005Kyoto, March 2005

Invited Talk at Invited Talk at 

NHC Conference.NHC Conference.

Twenty years in Twenty years in 

field.field.

My Favorite Ten My Favorite Ten 

Complexity Complexity 

Theorems of the Theorems of the 

Past Decade IIPast Decade II

DerandomizationDerandomization

Many algorithms use Many algorithms use 

randomness to help randomness to help 

searching.searching.

Computers donComputers don��t have t have 

real coins to flip.real coins to flip.

Need strong Need strong 

pseudorandom pseudorandom 

generators to generators to 

simulate randomness.simulate randomness.

Hardness vs. RandomnessHardness vs. Randomness

BPP BPP �� Class of languages computable Class of languages computable 

efficiently by probabilistic machinesefficiently by probabilistic machines

1989 1989 �� Nisan and Nisan and WigdersonWigderson

If exponential time does not have circuits that If exponential time does not have circuits that 

cannot solve EXPcannot solve EXP--hard languages on average hard languages on average 

then P = BPP.then P = BPP.

Many extensions leading to Many extensions leading to ��

Favorite Theorem 1Favorite Theorem 1

If there is a language computable in time 2If there is a language computable in time 2O(n)O(n)

that does not have 2that does not have 2 nn--size circuits then P = BPP.size circuits then P = BPP.

ImpagliazzoImpagliazzo--WigdersonWigderson ��9797

PrimalityPrimality

How can we tell if a number is prime?How can we tell if a number is prime?
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Favorite Theorem 2Favorite Theorem 2

Primality is in PPrimality is in P

AgrawalAgrawal--KayalKayal--SaxenaSaxena 20022002

Complexity of PrimalityComplexity of Primality

Primes in coPrimes in co--NP: Guess factorsNP: Guess factors

Pratt 1975: Primes in NPPratt 1975: Primes in NP

SolovaySolovay--StrassenStrassen 1977: Primes in co1977: Primes in co--RPRP

Primality became the standard example of Primality became the standard example of 

a probabilistic algorithmsa probabilistic algorithms

Primality is a problem hanging over a cliff Primality is a problem hanging over a cliff 

above P with its grip continuing to loosen above P with its grip continuing to loosen 

every day. every day. �� HartmanisHartmanis 19861986

More Prime ComplexityMore Prime Complexity

GoldwasserGoldwasser--Kilian 1986Kilian 1986

AdlemanAdleman--Huang 1987Huang 1987

Primes in RP: Probabilistically generate Primes in RP: Probabilistically generate 

primes with proofs of primality.primes with proofs of primality.

FellowsFellows--KublitzKublitz 1992: Primes in UP1992: Primes in UP

Unique witness to primalityUnique witness to primality

AgrawalAgrawal--KayalKayal--SaxenaSaxena �� Primes in PPrimes in P

DivisionDivision

Division in NonDivision in Non--uniform uniform LogspaceLogspace

BeameBeame--CookCook--Hoover 1986Hoover 1986

Division in Uniform Division in Uniform LogspaceLogspace

Chiu 1995Chiu 1995

Division in Uniform NCDivision in Uniform NC11

ChiuChiu--DavidaDavida--LitowLitow 20012001

Division in Uniform TCDivision in Uniform TC00

HesseHesse 20012001

Probabilistically Checkable Probabilistically Checkable 

ProofsProofs
From 1994 list:From 1994 list:

Every language in NP has probabilistically Every language in NP has probabilistically 

checkable proof (PCP) with checkable proof (PCP) with O(logO(log n) random n) random 

bits and constant queries.bits and constant queries.

AroraArora--LundLund--MotwaniMotwani--SudanSudan--SzegedySzegedy

Need to improve the constants to get Need to improve the constants to get 

stronger approximation bounds.stronger approximation bounds.

Favorite Theorem 3Favorite Theorem 3

For any language L in NP For any language L in NP 

there exists a PCP using there exists a PCP using 

O(logO(log n) random coins and n) random coins and 

3 queries such that3 queries such that

If x in L verifier will accept If x in L verifier will accept 

with with probprob 11-- ..

If x not in L verifier will If x not in L verifier will 

accept with accept with probprob ½½..

HHååstadstad 20012001
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Approximation BoundsApproximation Bounds

Given a 3CNF formula we can find Given a 3CNF formula we can find 

assignment that satisfies 7/8 of the assignment that satisfies 7/8 of the 

clauses by choosing random assignment.clauses by choosing random assignment.

By By HHååstadstad cancan��t do better unless P = NP.t do better unless P = NP.

Uses tools of parallel repetition and list Uses tools of parallel repetition and list 

decodable codes that we will see later.decodable codes that we will see later.

ConnectionsConnections

Beauty in results that tie together two Beauty in results that tie together two 

seemingly different areas of complexity.seemingly different areas of complexity.

ConnectionsConnections

Beauty in results that tie together two Beauty in results that tie together two 

seemingly different areas of complexity.seemingly different areas of complexity.

Extractors Extractors �� Information TheoreticInformation Theoretic

Extractor

0110

011100101

010010101
Random

High Entropy Close to Random

ConnectionsConnections

Beauty in results that tie together two Beauty in results that tie together two 

seemingly different areas of complexity.seemingly different areas of complexity.

Extractors Extractors �� Information TheoreticInformation Theoretic

Pseudorandom Generators Pseudorandom Generators --

ComputationalComputational

PRG
0110 010010101

Fools Circuits
Small Seed

Favorite Theorem 4Favorite Theorem 4

Equivalence between Equivalence between 

PRGsPRGs and Extractors.and Extractors.

Allows tools for one to Allows tools for one to 

create other, for create other, for 

example example ImpagliazzoImpagliazzo--

WigdersonWigderson to create to create 

extractors.extractors.

Trevisan 1999Trevisan 1999

SuperlinearSuperlinear BoundsBounds

Branching ProgramsBranching Programs

Size corresponds to space needed for computation.Size corresponds to space needed for computation.

Depth corresponds to time.Depth corresponds to time.

We knew no nonWe knew no non--trivial bounds for general trivial bounds for general 
branching programs.branching programs.
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Favorite Theorem 5Favorite Theorem 5

NonNon--linear time lower linear time lower 

bound for Boolean bound for Boolean 

branching programs.branching programs.

Natural problem that Natural problem that 

any linear time any linear time 

algorithm uses nearly algorithm uses nearly 

linear space.linear space.

AjtaiAjtai 19991999

Parallel RepetitionParallel Repetition
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Favorite Theorem 6Favorite Theorem 6

Parallel Repetition Parallel Repetition 

does reduce error does reduce error 

exponentially in exponentially in 

number of rounds.number of rounds.

Useful in construction Useful in construction 

of optimal PCPs.of optimal PCPs.

RazRaz 19981998

List DecodingList Decoding

00101110
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List DecodingList Decoding

010001100101001110010101010111001110111110001110

00101110

List DecodingList Decoding

010001100101001110010101010111001110111110001110

00101110

List DecodingList Decoding

010001100101001110010101010111001110111110001110

00101110

00101110

List DecodingList Decoding

010001100101001110010101010111001110111110001110

00101110

List DecodingList Decoding

010001100101001110010101010111001110111110001110

00101110

10010010

00101110

10111000

11101110

Favorite Theorem 7Favorite Theorem 7

List Decoding of List Decoding of 

ReedReed--Solomon Codes Solomon Codes 

Beyond Classical Beyond Classical 

Error BoundError Bound

Sudan 1997Sudan 1997

Later Later GuruswamiGuruswami and and 

Sudan gives Sudan gives 

algorithm to handle algorithm to handle 

believed best possible believed best possible 

amount of error.amount of error.
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Learning CircuitsLearning Circuits

Can we learn circuits Can we learn circuits 

by making by making 

equivalence queries, equivalence queries, 

i.e., give test circuit i.e., give test circuit 

and get out and get out 

counterexample.counterexample.

No unless we can No unless we can 

factor.factor.

Favorite Theorem 8Favorite Theorem 8

Can learn circuits with equivalence queries and Can learn circuits with equivalence queries and 

ability to ask SAT questions.ability to ask SAT questions.

BshoutyBshouty--CleveCleve--GavaldGavaldàà--KannonKannon--TamonTamon 19961996

CorollariesCorollaries

If SAT has small circuits, we can learn If SAT has small circuits, we can learn 

circuit for SAT with SAT oracle.circuit for SAT with SAT oracle.

If SAT has small circuits then PH If SAT has small circuits then PH 

collapses to ZPPcollapses to ZPPNPNP..

KKööblerbler--Watanabe Watanabe 

Quantum Lower BoundsQuantum Lower Bounds

00010010
10001000

0100

10001

Quantum Lower BoundsQuantum Lower Bounds

00010010
10001000

0100

10001

Favorite Theorem 9Favorite Theorem 9

RazborovRazborov 20022002

NN1/2 1/2 quantum bits quantum bits 

required to compute required to compute 

set set disjointnessdisjointness, i.e., , i.e., 

whether the two whether the two 

strings have a one in strings have a one in 

the same position.the same position.

Matches upper bound Matches upper bound 

by Buhrman, Cleve by Buhrman, Cleve 

and and WigdersonWigderson..
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DerandomizingDerandomizing SpaceSpace

Given a randomized Given a randomized 

log n space algorithm log n space algorithm 

can we simulate it in can we simulate it in 

deterministic deterministic space?space?

Simulate any Simulate any 

randomized algorithm randomized algorithm 

in login log22 n space.n space.

Savitch 1969Savitch 1969

Favorite Theorem 10Favorite Theorem 10

SaksSaks--Zhou 1999Zhou 1999

Randomized log space can be simulated in Randomized log space can be simulated in 

deterministic space logdeterministic space log3/23/2 n.n.

ConclusionsConclusions

Complexity theory has had a great decade Complexity theory has had a great decade 

producing many groundproducing many ground--breaking results.breaking results.

Every theorem builds on other work.Every theorem builds on other work.

Wide variety of researchers from a cross Wide variety of researchers from a cross 

section of countries.section of countries.

New techniques still needed to tackle the New techniques still needed to tackle the 

big separation questions.big separation questions.

The Next DecadeThe Next Decade

Favorite Theorem 1Favorite Theorem 1

Undirected Graph Connectivity in Undirected Graph Connectivity in 

Deterministic Logarithmic SpaceDeterministic Logarithmic Space

ReingoldReingold 20052005
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Abstract

We propose some Heuristic Approach for analyzing average performance of local search algorithms.

As an example, we consider some satisfiability problems and invesitgate local search algorithms for

them.

Sorry!¶ ³
• No theorem

−→ Some proposal

Small observations

• No animation

• No color

µ ´

1

1. Motivation: Experiments =⇒ ? =⇒ Rigorous Analyses

Facts

• Some problems, though they are believed hard in the worst case, are solvable “efficiently” on

average by relatively simple algorithms.

• Most of the positive results are given by computer experiments.

Why Analysis? Computer experiments are not enough!?

• More efficient than running the algorithm for many times.

• For better understanding of the feature/principle of the algorithm, which may leads us to im-

provements/applications to other problems.

But rigorous analysis is difficult!!

¶ ³
What shall we do!?

µ ´

Our Strategy¶ ³

ANALYSYS ⇐=











1. bra bra bra

2. are kore

3. nan ya kan ya

⇑

need experiments on some step

µ ´

Remarks.

• There are some strong mathematical techniques developed in different fields of mathematical

sciences, e.g., statistical physics, which have been also applied for analyzing average case perfor-

mance of such algorithms.

⇒ But these approaches are not perfect:

e.g., analysis for n → ∞ or t → ∞ may not be sufficient.

• Some rigorous analyses have been reported also in computer science.

⇒ But there are still some limitations:

e.g., applicable to a certain class of algorithms.

2

2. Our Approach for Analyzing Local Search Algorithms

Motivation:

• Many contraint satisfaction problems can be solved to some extent by local search algorithms on

average.

• Local search algorithm is not unique! There are many variations.

Our Approach [Watanabe-etal, SAGA’03]:

0. Modify an algorithm to a randomized one.

1. Define a relatively simple Markov process that simulates (reasonably well) the execution of

the algorithm.

2. Approximate average states of this process by a relatively simple formula.

Remarks.

0. ⇐ This may lose some efficiency, but it reduces dependency to paricular inputs.

1. ⇐ This may be hard to justify.

2. ⇐ We have some justification for this approximation.

3. First Example

Problem: 3-⊕-SAT (Parity SAT)

Closest Solution Search for 3-⊕-SAT

Input: (1) 3-⊕-SAT formula F over variables x1, ..., xn.

(2) Assignment a.

Output: A sat. assignment that is closest to a.

3-⊕-SAT formula = a conjunction of parity clauses

F = (¬x3 + x7 + x2) ∧ (x1 + ¬x12 + ¬x61) ∧ · · ·

Average Case Senario: Random Positive (3, 6)-⊕-SAT Formulas

(1) Every variable appears 6 times in F ; hence, # of clauses = 2n.

(2) Sings are chosen uniformly at randomly so that 0 becomes a solution.

(3) An initial assignment a is chosen uniformly at random from those with Hamming distance pn

from 0; that is, a has pn 1’s.

Remarks.

• Essentially the same as the Decoding Problem for Linear Codes.

• A solution search for ⊕-SAT is poly. time computable.

x3 + x7 + x2 = 1, x1 + x12 + x61 = 0, ...

• The closest solution search is NP-hard.

... But a is regarded as a hint !?

3

Algorithm: Local Search Algorithm; Greedy (or Steepest Decending Method?)

Local Search Algorithm for (3, 6)-⊕-SAT

program GreedyPSAT(F , a);

x1, ..., xn ← a;

repeat the following MAXT steps
[

if F is satisfied with ~x then output the current assignment and halt;

flip the value of xi with the highest(∗) penalty;

program end.

(*) If there are several, choose one in some determinisitic way.

penalty of xj = # of unsatisfied clauses containing xj .

Remarks.

• Each xj appears 6 times. Thus, 0 ≤ Penalty of xj ≤ 6.

• Fix MAXT = 2pn, where Ham(a,0) = pn. Use n = 6000.

¶ ³
This works quite well !!

µ ´
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Fig 1. The success prob. vs. p

Recall p is the parameter for the init. Ham. distance Ham(a,0) = pn.

By using larger bounds, the success threshold gets increased; but not so much, and seems to have

some limit.
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Fig 2. The success prob. vs. p

MAXT = 2pn(≈ 3600), 10000, and 20000
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Fig 3. average steps vs. p
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For Understanding the Success Threshold

How does the Ham. distance change on average?
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Fig 4. Ham. distance vs. step t for some execution, p = 0.30 and p = 0.32

Technical Goal: State the following function (or its approximation) in a simple form.

errp(t) = the average Ham. distance from the solution after the tth step.

5

Our Approach

Step 0. Modify the algorithm to a randomized one.

program GreedyPSAT(F , a);

x1, ..., xn ← a;

repeat the following MAXT steps
[

if F is satisfied with ~x then output the current assignment and halt;

flip the value of xi with the highest(∗) penalty;

program end.

⇓

program SoftGreedyPSAT(F , a);

x1, ..., xn ← a;

repeat the following MAXT steps






if F is satisfied with ~x then output the current assignment and halt;

choose xi randomly according to their weights(∗);

flip the value of xi;

program end.

How to Choose xj ?

Pr[ xj is chosen ] =
W (penalty of xj)

total weithts
,

where W is set, e.g., as follows for n = 6000,

W (0) = 0, W (1) = 1, W (2) = 100, W (3) = 10000,

W (4) = 100000, W (5) = 500000, W (6) = 2500000.

Our Approach, Cont.

Step 1. Define a simple Markov process simulating the algorithm.

Remark.

The execution of the algorithm is indeed a Markov chain with the following state space:

{ (y1, ..., yn) : yj ∈ {0, 1} } ← the set of
assignments to variables xj .

But this is too big!

⇓ state space reduction

A simple Markov process

6

*** first idea ***

Use a tuple (n+,0, ..., n+,6, n−,0, ..., n+,6) of numbers such that

n+,k = # of correctly assigned variables with penalty k.

Regard the execution of the algorithm as the change of this state by the following transition rule:

1. Choose sg ∈ {+,−} and k, 1 ≤ k ≤ 6, with prob. P (sg, k), where

P (sg, k) =
W (k) · nsg,k

6
∑

`=1

W (k) · (n+,k + n−,k)

(

=
W (k) · nsg,k

total weights

)

.

2. Update the current state by

nsg,k → nsg,k − 1

nsg,6−k → n−sg,6−k + 1

3. Futher update the state for reflecting the staus change of related variables.

Remarks. nt = (n
(t)
+,0, ..., n

(t)
+,6, n

(t)
−,0, ..., n

(t)
−,6)

• The total number is
6

∑

`=0

n
(t)
+,` + n

(t)
−,` = n (= 6000).

• The Ham. distance is errp(t) =
6

∑

`=0

n
(t)
−,`.

• An initial state n0 = (n
(0)
+,0, ...) can be estimated by p.

But here we will use the values for some randomly generated instance.

Unfortunately, this state space is too simple.

1. Choose sg ∈ {+,−} and k, 1 ≤ k ≤ 6, with prob. P (sg, k).

2. Update the current state by changing nsg,k and nsg,6−k.

⇒3. Futher update the state for reflecting the staus change of related variables.

in the execution:
unsat.

+ − +(x1 + ¬x7 + x2)
↑

−→
sat.

+ + +(x1 + ¬x7 + x2)

in the simulation:
? − ?( · +◦+ · )

↑
−→

? + ?( · +◦+ · )

We need info. for co-existing variables in each of 6 clauses.

n±,〈 i 〉 =
# of variables assigned (in)correctly (+/−)

that appears in 6 clauses assigned of pattern i,

where i = 1 ∼ 56 (effective ones are ≤ 20).

(x, +, +) (x, +, +)

(x, +,−) (x, +,−)

(x, +,−) (x,−,−)

assignment pattern

Express the state of the execution by using these 112 = 2 × 56 numbers.

7

Then the simulation matches the execution quite well !
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Fig 5. Ham. distance vs. step t: simulation and execution, p = 0.30 and p = 0.32

¶ ³
Assume that this simulation is accurate enough.

µ ´
Then the analysis becomes feasible.

Our Approach, Cont.

Step 2. Approximate this random process by a simple recurrence formula.

E[nt ] ≈ f t(n0).

⇓

errp(t) = E[
∑

i

n
(t)
−,〈 i 〉 ] ≈ Sum−(f t(n0))

def
= approx-errp(t)

Then by analyzing approx-errp(t), we can observe that a gap exists when the execution reaches to a

stage where no variable with penalty ≥ 4 exist.

Remarks.

• By make a flip on a penalty k variable, the total penalty gets decreased by k − 3.
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Fig 6. (average) derivative at the beginning of stage 3
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Is it Enough ?
Am I Happy ? No !

E[nt ] ≈ f t(n0).

The function f is “relatively” simple. But...

Currently, f is expressed as a program with several hundred lines!

f is a formula on 40 variables :-(

• • •

9

4. Second Example

Problem: 3-SAT (CNF SAT)

Input: 3-CNF formula F over variables x1, ..., xn.

Output: A sat. assignment.

Average Case Senario: Random Positive (3, d)-SAT Formulas

(1) Every variable appears d times in F ; hence, # of clauses = dn/3.

(2) Sings are chosen uniformly at randomly so that 0 becomes a solution.

Algorithm: Local Search Algorithm; Random Walk (often called WALKSAT)

Local Search Algorithm for (3, d)-SAT

program RandomWalkSAT(F );

x1, ..., xn ← randomly chosen a in {0, 1}n;

repeat the following MAXT steps






if F is satisfied with ~x then output the current assignment and halt;

choose one unsat. clause and select one of the three variables in it;

make a flip on the selected variable;

program end.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Cf.

program GreedySAT(F );

x1, ..., xn ← randomly chosen a in {0, 1}n;

repeat the following MAXT steps






if F is satisfied with ~x then output the current assignment and halt;

choose one variable with the highest penalty;

make a flip on the selected variable;

program end.

10

¶ ³
Why not Greedy ?

µ ´
Easy Answer:

Because it does not work.

Usually trapped by a local minimum.

No Problem !!

program SoftGreedySAT(F );

x1, ..., xn ← random a;

repeat the following MAXT steps






if F is satisfied with ~x then output the current assignment and halt;

choose xi randomly according to their weights;

flip the value of xi;

program end.

In fact, e.g., for (3, 6)-SAT and n = 6000,

RandomWalkSAT ↔ W [0] = 0, W [1] = 1, ..., W [6] = 6.

SoftGreedySAT ↔ W [0] = 0, W [1] = 1, W [2] = 20, ..., W [6] = 205.

Second Answer:

Not so much difference.
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Fig 7. n0 = # of penalty 0 var.s

SoftGreedy vs. RandomWalk

Remark.

Penalty 0 variables are those appearing only in sat. clauses.

11

For Understanding the Behavior
=⇒ Simulation by a Simple Markov Process

A similar but slightly different set of parameters is used.
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Fig 8. n0 = # of penalty 0 var.s

Simulation vs. SoftGreedy

What does make this difference ?

Maybe the correlation between flipped variables.

⇓ then

What if a flip is restricted only once ?

12
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¶ ³
It works !!

µ ´
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Fig 8. n0 = # of penalty 0 var.s

Simulation, SoftGreedy (flip once), SoftGreedy, and RandomWalk

Remarks.

• Usually a solution cannot be obtaind under the flip-once restriction. But an assignment, after

running out all unflipped variables (with penalty > 0), gets close enough to some solution.

• We cannot always hope this nice property. This algorithmic trick works for d ≤ 8.
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Fig 9. (3, 8)-SAT
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Fig 10. (3, 9)-SAT
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5. Concluding Remarks

1. An Heuristic Analysis (Real exec. → Simple process)

⇒ Some reasoning for the success threshold

⇒ An improvement of the algorithm

2. Some Observations (On Local Search Algorithms)

(1) Greedy is fast, but it needs to get a solution (or something very close to it) before running

out high penalty variables.

(2) There seems some other reasoning for RandomWalk.

14
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